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Avant-propos

Qu’est-ce que la réduction ?

Dans tout cours d’algébre linéaire, la réduction des matrices et des endo-
morphismes occupe une place prépondérante. Toutefois, ce terme de réduc-
tion cache de nombreuses réalités et perspectives.

> D’une part, réduire un endomorphisme f d’un espace de dimension finie,
c’est trouver une base dans laquelle I’endomorphisme f est « bien com-
pris » et « facilement manipulable ». En pratique, cela revient 4 pouvoir
déterminer une matrice de ’endomorphisme avec une forme particuliére :
diagonale (dans le meilleur des cas), diagonale par blocs, triangulaire...

Pour une matrice carrée M, ’équivalent de cette démarche consiste a cher-
cher une matrice d’une forme particuliére semblable & M : en effet, la for-
mule de changement de bases pour la matrice d’'un endomorphisme n’est
autre que la traduction de la similitude de deux matrices.

> D’autre part, réduire un endomorphisme (respectivement une matrice)
c’est comprendre ’ensemble de toutes les matrices qui lui sont associées
(respectivement sa classe de similitude) ; pour ce faire, on cherche une ma-
trice réduite qui décrit simplement, qui caractérise cet ensemble. En avan-
cant dans cette direction, on retrouve a la fois les invariants de similitude
(pour la réduite de Frobenius) et les tableaux de Young (pour la réduite de
Jordan).

En théorie, un cours complet comporte les deux aspects imbriqués avec
quelques applications endogénes de 'algébre linéaire mais aussi exogénes
en provenance de l'algébre bilinéaire, de la topologie, des probabilités, des
sciences physiques...

Qu’est-ce que ce livre ?

Il existe de nombreux livres pour les étudiants de premiers cycles qui
traitent certains des aspects de la réduction mais aucun ne semble avoir
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pris la mesure de la richesse du sujet dans les cours des premiers cycles
(et dans les préparations aux concours de recrutement de 'Education Na-
tionale). Nous avons donc cherché & fournir une introduction raisonnée a
I’ensemble de la réduction. Le livre se découpe grossiérement en cing par-
ties.

> Tout d’abord, les sept premiers chapitres présentent dans un ordre assez
classique les outils de la suite du livre. L’algébre des polynémes en un
endomorphisme (respectivement une matrice carrée) joue évidemment un
role essentiel. Nous avons pris le parti de privilégier ’aspect élémentaire
donc de cacher, au moins en apparences, la structure de K[X]-module. En
revanche, nous avons insisté sur I’étude des sous-espaces stables de la forme
ker P(f) trop souvent limitée au lemme des noyaux et aux sous-espaces
propres et caractéristiques. Par exemple, le lemme -2.2 établit ’existence
d’un sous-espace cyclique maximal de dimension le degré du polynome
minimal : ce résultat simple est riche pour la suite.

De méme, nous avons choisi de mettre en exergue les endomorphismes
cycliques (chapitre VI) a la fois pour fournir une démonstration simple du
théoréme de Cayley & Hamilton mais aussi pour le lemme VI-3.3 qui établit
I’existence du supplémentaire stable d’un sous-espace cyclique maximal.
L’idée est bien évidemment de préparer le terrain aux réductions de Jordan
et Frobenius en se familiarisant avec I’argument des preuves par récurrence.

> Une fois tous ces outils mis en place, deux petits chapitres décrivent les
critéres simples de diagonalisation, de trigonalisation, de réduction simul-
tanée... Il s’agit simplement de combiner tout ce qui a été détaillé précé-
demment. Cela constitue un objectif de nombreux cours de premiers cycles
mais ce n’est ici qu’un jalon dans notre parcours.

> Les chapitres X et XIV-6 présentent les deux formes réduites normali-
sées : celle de Jordan et celle de Frobenius; nous ne nous arrétons bien
évidemment pas a ’existence de ces réductions mais nous cherchons a en
montrer ’'utilité pratique avec de nombreux exercices sur les tableaux de
Young ou les algorithmes pour passer d’une forme réduite a ’autre. Il ap-
parait que ces aspects sont souvent mal compris et qu’une lecture attentive
de ces chapitres serait bienvenue pour de nombreux étudiants.

> Le chapitre XII exploite les différentes caractérisations de la similitude
obtenue jusqu’a présent pour donner dans le cadre réel ou complexe des
descriptions géométriques et topologiques des classes de similitude.

> La derniére séquence du livre répond & un problématique différente : il
s’agit de chercher approximativement oil se trouvent les valeurs propres
pour une matrice complexe. Ce sujet est souvent une introduction & des
problémes d’algorithmique pour le calcul matriciel numérique ; nous avons
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choisi d’en détailler une autre application classique avec les chaines de Mar-
kov homogeénes finies. L’application du théoréme de Perron & Frobenius est
alors assez élémentaire et pourtant trés parlante sur I'importance de ce ré-
sultat.

Voila pour le contenu du livre. Passons maintenant & la forme. Il reste
plusieurs rédactions dans ce livre qui correspondent & différents usages. Le
contenu des chapitres est présenté de maniére didactique dans une démarche
trés conventionnelle parsemant de nombreux exemples (certains étant trés
élémentaires) 1’enchainement des propositions et leurs preuves détaillées.
Certaines preuves sont délicates et il peut étre astucieux de les sauter lors
d’une premiére lecture afin de comprendre correctement les énoncés puis
d’y revenir plus tard & téte reposée.

Toutefois, a la fin de chaque chapitre, une section intitulée « Commentaires
et développements » détonne : il s’agit de remarques moins détaillées mais
néanmoins profondes, d’ouvertures pour permettre d’aller plus loin, il ne
s’agit plus pour nous de faire cours mais de suggérer un travail personnel. La
derniére partie de chaque chapitre est bien évidemment constituée d’exer-
cices ; les corrections sont détaillées pour pouvoir étre lues facilement méme
si nous préconisons plutdt de ne pas les lire trop vite. Certains exercices
sont relativement classiques, d’autres plus originaux : nous avons choisi de
ne pas indiquer la difficulté pour ne pas biaiser le lecteur dans son effort
de recherche.

Notations

Précisons quelques notations ou conventions (I’ensemble des notations est
détaillé dans I'index en fin d’ouvrage).

Dans tout I'ouvrage, F un K-espace vectoriel de dimension finie ot K est
un corps quelconque (sauf précisions contraires).

Nous pratiquons abusivement 'identification d’une matrice de M,,(K) a
I’endomorphisme de K" canoniquement associé ; cela nous ameéne par exemple
quelquefois a dire qu’une matrice est injective ou qu’elle laisse stable un
sous-espace.

Lorsque que nous manipulerons des matrices par blocs, seuls les blocs non
nuls seront représentés : les espaces « vides » sont & compléter avec des
coefficients nuls.
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Chapitre 1

Polynomes
d’endomorphismes

Objectifs du chapitre

— Comprendre Pimportance de 'algébre K[f] associée a 'endomor-
phisme f.

— Calculer sur des exemples simples le polynéme minimal d’un endo-
morphisme.

— Utiliser les polynémes annulateurs pour calculer puissances ou in-
verse (s'il existe).

1. Un morphisme d’algébre

1.1. Définition. Soit f € L(FE). Pour tout polynome P € K[X] de la

N
forme P(X) = . a;X*, 'endomorphisme P(f) est défini par
k=0

N
P(f)=> art*.

k=0

1.2. Exemple. Par exemple, pour le polynéme P = X3 +2X — 1 et un
endomorphisme f, 'endomorphisme P(f) vaut f3+2f1—f0 = f3+2f—1d.
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1.3. Remarque. Pour toute matrice A € M,,(K) et tout polynéme P €
K[X], on définit de méme la matrice P(A). Il est important de remarquer
que si A est la matrice d’un endomorphisme f dans une base B, alors P(A)
est la matrice de I’endomorphisme P(f) dans cette méme base B.

1.4. Remarque. Attention aux erreurs de notation entre polyndmes et
polynémes en f. Par exemple, on veille bien a ne pas mélanger les écritures
suivantes pour P, Q € K[X], fe L(E) etz € E :

— P(f)(z), qui est un vecteur, et P(f(z)) qui n’est pas défini;

— (P-Q)(f) = P(f) oQ(f), qui est un endomorphisme, et (P o Q)(f)
qui est un autre endomorphisme.

1.5. Proposition. Soit f € L(FE). L’application qui & un polynéme P €
K[X] associe l’endomorphisme P(f) € L(E) est un morphisme d’algébres.

L’image de ce morphisme, notée K[f], est une sous-algébre commutative
de L(E).

1.6. Proposition. Soit f € L(E) et deux polynomes P et Q. Alors, les
endomorphismes P(f) et Q(f) commutent.

Démonstration. Par linéarité, il suffit de noter que, pour tous m et n € N,

fmofn:fm-‘rn:fnofm.

2. Idéal des polyndémes annulateurs

2.1. Définition. Soit f € L(F) et P € K[X]. Un polynome P est annula-
teur de f si ’endomorphisme P(f) est ’endomorphisme nul.

2.2. Remarque. Comme précédemment, cette notion est définie de ma-
niére analogue pour une matrice carrée.

2.3. Proposition. Tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimen-
ston finie admet un polynéme annulateur non nul.

Démonstration. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de
dimension n. Alors, la famille ( fk)k:e[[o,n?]] comporte n? + 1 vecteurs de
'espace L(E), lequel est de dimension n? : elle est alors liée. Il existe donc
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une famille de (ax)refo,n2] € K™ 1 de scalaires non tous nuls telle que

2

Z apf* =0z(p).

k=0
2

n
Par conséquent, le polynéme Y o, X* est annulateur de f. O
k=0

2.4. Remarque. Nous verrons plus loin (théoréme de Cayley & Hamilton)
qu’en dimension n, on peut déterminer un polyndéme annulateur de degré n
(le polyndme caractéristique).

2.5. Exemple. Le seul endomorphisme qui admet a X +b comme polynéme

annulateur avec a # 0 est ’homothétie de rapport — g.

En dimension infinie, il existe des endomorphismes qui n’admettent pas de
polynoéme annulateur non nul.

2.6. Exemple. La dérivation usuelle D : P — P’ est un endomorphisme
de K[X] qui n’admet pas de polyndéme annulateur non nul.

En effet, raisonnons par 'absurde : si D admet un polynéme annula-
teur @, alors, pour tout polynome P € K[X], Q(D)(P) = 0. Or, avec P =
Xdee @+l 0Q(D)(P) # 0 : contradiction.

2.7. Définition. Un endomorphisme est nilpotent s’il admet un monéme
comme polyndéme annulateur.

2.8. Proposition. L’ensemble Z; des polynomes annulateurs de l’endo-
morphisme f est un idéal de Uanneau K[X].

Démonstration. L’ensemble Z¢ est clairement un sous-groupe additif de K[X].
SiPeZyet @QeK[X], alors QP € Iy, car

(QP)(f) = Q(f) o P(f) = Q(f) 0 0z(m) = O(m).-
O

2.9. Remarque. Pour f € L(E) et x € E, on peut aussi définir I’ensemble
Ijx = {P € K[X], P(f)(z) =05}

C’est encore un idéal de K[X] et il vérifie Zy C Ty ,.
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3. Polynéme minimal

Comme l'anneau K[X] est euclidien, il est en particulier principal, donc
chaque idéal (non réduit a 0) de K[X] peut étre engendré par un unique
polyndme unitaire. Ceci justifie la définition suivante (conjointement avec
I’hypothése que 'espace E est de dimension finie donc que I’idéal des po-
lynémes annulateurs est non réduit au seul polynéme nul).

3.1. Définition. Soit f € L(FE). Le polynéme minimal de f est 'unique
polyndme unitaire, noté 115, qui engendre I'idéal des polynémes annulateurs
de f.

3.2. Remarque. Il est facile de voir que, pour un endomorphisme f, la
dimension de lalgébre K[f] est le degré du polynéme minimal zy. La pro-
position 1-4.4 détaille cette remarque.

Déterminons I’idéal des polynémes annulateurs de quelques endomorphismes
remarquables.

3.3. Exemple. Si f est un endomorphisme nilpotent, il admet un polynéme
annulateur de la forme XP?. Par conséquent, le polynéme minimal est donc
un monéme X% avec k < p. Cet entier k est appelé indice de nilpotence
de f. Un polynéme est alors annulateur de f si 0 en est une racine d’ordre
au moins k.

3.4. Exemple. Si h est une homothétie de E, il existe A € K tel que h =
Mdg. Par conséquent, X — A est un polynéme annulateur de degré 1, donc
minimal. Un polynéme annulateur de h est donc un multiple de X — A,
c’est-a-dire un polyndéme admettant A comme racine.

3.5. Exemple. Si p est un projecteur, alors un polynéme annulateur de p
est, par définition, X2 — X. Ce polynéme est le polynéme minimal de p
sauf si p est I'identité ou 'application nulle (en effet, s’il n’est pas minimal,
alors p admet un polynéme annulateur de degré 1, donc est une homothé-
tie).

3.6. Exemple. De méme, le polyndme minimal d’une symétrie vectorielle
qui n’est pas une homothétie (c’est-a-dire différente de +1dg) est X2 — 1.

3.7. Définition. Soit f € L(F) et « € E. Le polynéme minimal local en x
de f est 'unique polynéme unitaire, noté yf ,, qui engendre 'idéal Z¢ . des
polynomes P € K[X] tels que x € ker P(f).
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4. Utilisation pratique d’un polynéme
annulateur

Calcul de l’inverse

4.1. Proposition. Soit f € L(E) admettant un polynéme annulateur P
tel que P(0) # 0. Alors, f est inversible. De plus, son inverse appartient &
Palgebre K[f].

N
Démonstration. Ecrivons P(X) = Y ap X" avec N > 0 et ap = P(0) # 0.
k=0

N
1 _
9=—ay > oS
k=1
Comme P(f) = 0.(g), on obtient en isolant le terme en Idg,

fog=gof=1dg.

Ainsi, f est inversible et que f~! = g. O

Posons

4.2. Exemple. Soit f un endomorphisme de E qui vérifie
(f=2Id)o(f—3Id)=0

sans étre une homothétie. Cherchons les réels A tels que hy = f — AlId soit
non inversible (nous verrons plus loin que ces réels sont, par définition, les
valeurs propres de f). Comme le polynéome (X — 2)(X — 3) est annulateur
de f, on en déduit que (X +A—2)(X + A —3) est annulateur de hy. Donc, si
A ¢ {2, 3}, endomorphisme h) est inversible, car son polyndéme annulateur
n’admet pas 0 pour racine. En revanche, ni hs, ni hg ne sont inversibles, car
sinon Pautre est nul (et donc f est une homothétie) puisque hy o hg = 0.

La réciproque du résultat précédent est bien évidemment fausse avec un
polynéme annulateur quelconque : si P est un polynéme annulateur de f,
alors X P est aussi annulateur et admet 0 pour racine, que f soit inversible
ou non. En revanche, la situation est plus claire avec le polyndéme minimal.

4.3. Proposition. Un endomorphisme f € L(E) est inversible si, et seule-
ment si, 0 n’est pas racine de son polyndéme minimal.
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Démonstration. Avec la proposition précédente, il suffit d’étudier le sens
direct. Supposons que f est inversible et que 0 est racine du polynéme mi-
nimal i de f, c’est-a-dire py = X P. On en déduit fo P(f) =0z ;or, f
inversible et par conséquent P(f) = Oz(g), ce qui contredit la minimalité
de py. Par conséquent, 0 n’est pas racine du polynéme minimal. O

Calculs de puissances

4.4. Proposition. Soit f € L(FE) admettant un polynéme annulateur de
degré N. Alors, pour tout entier m € N, f™ ¢ vect(fk)k6[07N_1]I.

Démonstration. Soit f € L(E) de polynoéme annulateur P de degré N
et m € N. D’aprés la division euclidienne dans K[X], il existe (Qm, Rm) €
K[X]? tel que

XM= Qm(X)P(X) + Rm(X)a

avec deg R,, < deg P = N. Alors, on trouve que f™ = R,,(f), d'ou le
résultat. O

En fait, on peut aussi utiliser en pratique la démonstration de ce résul-
tat pour obtenir ’expression explicite de f™ pour tout entier m € N. Il
suffit pour cela de savoir obtenir le reste dans une division de polynémes.
Détaillons les calculs dans quelques cas particuliers.

4.5. Exemple. Soit (a,b) € C avec a # b et f un endomorphisme dont un
polynéme annulateur est

P(X) = (X — a)(X —b).

Déterminons f™ pour tout entier m € N. Le reste de la division euclidienne
de X™ par P est un polynéme de degré au plus 1 que nous noterons a,,, X +
Bm. Reste & déterminer les valeurs des complexes a,, et [,,. Pour cela,
spécifions la relation de division euclidienne en a et en b :

a™ = a-am + Pm
En conclusion, fm = 2 —b f+ b-a™—a-b Idg.

a—2> b—a

4.6. Remarque. Plus généralement, la méme méthode permet de traiter

le cas ot f annule un polynéme scindé & racines simples Aq,...,A,. On a
alors, pour tout m € N,

p
=3 AR L),
k=0
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ou Lq,...,L, désignent les polynéomes interpolateurs de Lagrange associés
aux Ag, ..., Ap.

Lorsque le polynéme annulateur est scindé mais avec des racines multiples,
le probléme est & peine plus compliqué et se raméne & un probléme d’in-
terpolation.

4.7. Exemple. Déterminons les puissances d’'un endomorphisme f de po-
lynéme annulateur (X — a)?.

Soit m un entier. Le reste de la division euclidienne de X™ par (X — a)?
est un polynoéme de degré au plus 1 que nous noterons «a,, X + 3,,. On a
donc : X™ = Q(X)(X — a)? + amX + Bm. Reste a déterminer les valeurs
des complexes «,, et 3,,. Pour cela, nous spécifions cette relation en a puis
dérivons cette relation avant de spécifier en a (tous les termes o apparait @
s’annulent, car a est racine double de (X — a)?). Nous obtenons :

{ a™ = a-am + PBm

m-a™t = .

En conclusion, f™ =m-a™ 'f + (1 —m) - a™ldg.

5. Commentaires et développements

5.1. La donnée d’une matrice A met en évidence le morphisme d’algébre

KX M, (K
o 2

Son noyau, I'idéal ker @ 4, est non nul, pour des raisons de dimension. Il est
engendré par le polyndéme minimal 4 ; 'image im ® 4 = K[A] est une sous-
algebre de M,,(K), dont la dimension se déduit aisément de I'isomorphisme
de K-algebres

P4 K[X]/(pa) — K[A].

Ainsi, la dimension de l'algébre K[A] est égale a celle de ’espace vectoriel
quotient K[X]/(u4). C’est donc le degré d4 du polynéme minimal p14 de la

matrice A. En effet, les vecteurs 1, X, ..., X94—1 forment une base de cet
espace quotient. Le fait que ces vecteurs soient générateurs provient d’une
simple division euclidienne par le polynéme p4 et le fait qu’ils soient libres
provient du caractére minimal de 4.

Cela se traduit au niveau de lalgébre K[A] par le fait que les matrices I,
A, ..., A%~ forment une base de I’algébre des polynomes en A.
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5.2. La structure de l’algébre K[A] est donc celle d’un quotient d’un anneau
de polyndémes en une seule variable. Elle dépend uniquement du polyndéme
minimal de A. La structure de ces quotients-1a, comme celle des anneaux
Z/nZ, est bien connue et son étude se trouve grandement simplifiée par
le théoréme des restes chinois, qui montre que cette algébre est produit
d’algébres locales, c’est-a-dire d’algébres ayant chacune un idéal maximal
unique (et pour une telle algébre le treillis de leurs idéaux est alors une
liane...).

5.3. Précisons donc que si le polynéme minimal est une puissance d’un
polynoéme irréductible, soit pa = ™ avec 7 irréductible, 'algébre quotient
K[X]/(pa), tout comme lalgébre K[A], est une algébre locale et son idéal
maximal est l'idéal m = (7) engendré par la classe du polynéme 7. La
démonstration est calquée sur celle de la mise en évidence des idéaux de

I'anneau quotient Z/p"Z, oil p est premier L.

5.4. Comme autre application, remarquons que I’algébre K[A] est réduite
(au sens qu’elle n’a d’autres nilpotents que 0,,) si, et seulement si, le po-
lynéme minimal de A est sans facteur carré. Quand K = C, cela revient a
dire que lalgébre K[A] est un produit de corps isomorphes a C. On verra
une autre démonstration de ce fait ultérieurement (chapitre X) avec la dé-
composition de Jordan & Dunford.

5.5. Nous avons vu que l'algébre K[A] contenait 'inverse de A si A est
inversible. On verra plus tard que les composantes semi-simple et nilpotente
dans la décomposition de Jordan & Dunford de A sont aussi dans K[A],
tout d’ailleurs comme les opérateurs de projection sur les facteurs directs
de la décomposition de F en somme d’espaces caractéristiques. Tout cela
pour dire qu’au dela de sa structure elle-méme, ’algébre K[A] contient de
part ses divers éléments des renseignements précieux.

5.6. L’idéal des polynomes annulateurs de A en le vecteur x est le noyau de
Papplication ® 4 , : K[X] — E, qui, & un polynéme P, associe le vecteur
P(A)(x). Cette application est une simple application linéaire et, pourtant,
son noyau est un idéal! En fait, cette application est K-linéaire, mais elle
est aussi K[X]-linéaire, au sens que ® 4 ,(PQ) = P(A)(P4,.(Q)). Cest en
fait un morphisme de K[X]-modules et son noyau est donc un sous-K[X]-
module de K[X], donc un idéal de K[X].

1. Il est bon de savoir en général que les idéaux d’un quotient R/a, oul a est un idéal
de lanneau commutatif (unitaire) R, sont en correspondance bijective avec les idéaux
de R qui contiennent ’idéal a par lequel on a quotienté.
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