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Avant propos

Pour chaque matiere proposée dans cette ouvrage (mathématiques, physique, chimie), vous
trouverez un résumé de cours pour vous aider dans vos révisions tout au long de I’année et,
dans la derniere ligne droite, juste avant vos concours.

Ces résumés sont enrichis - non pas aux omega 3 comme dans la publicité -mais avec des
conseils, des méthodes, des mises en garde, et des exercices types pour vous entrainer a ma-
nipuler les notions présentées.

Synthése des programmes, ce livre vous accompagnera avant tout contrdle oral ou écrit.
L’ordre de présentation des notions a été pensé en fonction de cet objectif. Ne soyez pas
surpris que I’ordre pédagogique de votre cours soit différent : 1’apprentissage n’est pas un
processus linéaire. Mais il est normal que 1’ordre pédagogique de votre cours soit différent :
I’apprentissage n’est pas un processus linéaire.

Grace au découpage en fiches et a la présence d’un index détaillé, vous retrouverez facile-
ment, et a tout moment, les notions que vous souhaitez réviser.

Il vous sera également utile en deuxieme année car, rappelez-vous, le programme des concours
que vous passerez porte sur les deux années de classes préparatoires.

Dans chaque des fiches, certaines parties sont mises en valeur par un fond tramé :
— pour mettre en évidence un résultat important,

— avec le pictogramme AN (prenez note !) pour des commentaires, remarques, méthodes,

— avec le pictogramme = (Attention, danger !) pour des mises en garde, des erreurs a
éviter.

Un résumé de cours n’est pas un cours complet. Pour ceci, rien ne remplace le cours de votre
professeur. Vous pouvez aussi consulter le catalogue Dunod, riche de nombreux manuels et
ouvrages d’entrainement.

N’hésitez pas a nous communiquer vos critiques, vos propositions d’amélioration, et aussi
VOs encouragements.

Daniel Fredon Didier Magloire Savério Calléa
daniel.fredon@laposte.net ~ didier.magloire@orange.fr  saverio.callea@laposte.net
mathématiques physique chimie

Un grand merci a Matthieu Daniel pour le suivi attentif de la réalisation de ce livre et a
Francoise Couty-Fredon pour son soutien sans faille.
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Partie 1

Mathématiques

Son oeuvre scientifique, qui comporte 886 titres (soit pres de 80 volumes),
est la plus vaste de I’histoire des sciences. Elle couvre tout le champ des
mathématiques, de la mécanique céleste et de la physique de son époque.

Il est émerveillé par sa formule e"+1=0 qui relie les cinq nombres
fondamentaux e, i, 7, 1 et 0. Et vous ?







Nombres réels

1. Intervalles

1.1 Définitions
Pour a < b, le segment, [a; b] est défini par :

[a;b] ={xeR ; a<x

N

b}
On utilise souvent la propriété :
cela,b] & dre[0,1] c=ta+(1-0b
On définit de méme les autres types d’intervalles :
la; bl, [a; bl, 1a, bl, la, +oo[, [a, +o[, | — 0, [, | = 00, b], | — o, +oo[=R.

1.2 Propriété caractéristique
Une partie A de R est un intervalle si, et seulement si :

YaeA VbeA a<c<b = ceA.

1.3 Voisinage d’un point

Soit a € R. Une partie V de R est un voisinage de a si elle contient un intervalle ouvert centré
sur a.

1.4 Parties denses dans R
Une partie A est dense dans R si elle rencontre tout intervalle ouvert non vide.

Exemples : Les décimaux, les rationnels, les irrationnels sont des parties denses dans R. Cela
signifie que, entre deux réels distincts, il existe toujours un rationnel et un irrationnel.

Par conséquent, entre deux réels distincts, il existe une infinité de rationnels et une infinité
d’irrationnels.

2. Approximations décimales

2.1 Valeurs approchées

Soita € R, b € R, € > 0. On dit que b est une valeur approchée de a a € pres si la — b| < g,
c’est-a-dire sib €la — g,a + £[.

On parle de valeur approchée par excés si b > a et par défaut si b < a.

2.2 Partie entiére

Etant donné un nombre réel x, il existe un plus grand entier relatif, noté | x], tel que [x] < x.
On I’appelle la partie entiere de x.

On a donc, par définition : |x] < x < [x] + 1.

5" Attention a ne pas confondre avec la suppression de la partie décimale quand x < 0;
par exemple | —4,3] = —5.
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2.3 Valeurs décimales approchées

Soit x € R et n € N. Il existe un entier d unique tel que
dx107""<x<(d+1)x10™.

d est la partie entiere de 10" x.

dx 107" s’appelle la valeur décimale approchée de x a 107" preés par défaut, et (d +1)x 107"
celle par exces.

3. Ordre dans R

3.1 Majoration, minoration
e Définitions

Soit A une partie de R. On dit que a est un majorant de A si x < a pour tout x de A.
Si, en plus, a € A, alors a est le plus grand élément de A, noté max A.

Si A admet un majorant, on dit que A est majorée.

On définit de méme : minorant, plus petit élément, partie minorée.

e Unicité

Si une partie non vide de R admet un plus grand élément, ou un plus petit élément, il est
unique. Mais il peut ne pas exister.

5" Surveillez votre vocabulaire : un majorant, le plus grand élément.

e Cas particulier des entiers naturels

Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.
Toute partie non vide majorée de N admet un plus grand élément.

3.2 Borne supérieure, inférieure
e Définitions

La borne supérieure de A est le plus petit élément (s’il existe) de I’ensemble des majorants de
A.

La borne inférieure de A est le plus grand élément (s’il existe) de I’ensemble des minorants
de A.

e Caractérisation
M est la borne supérieure de A si, et seulement si, on a, a la fois :

VxeA x< M,c’est-a-dire que M est un majorant ;

Ve>0 dxeA M —e<x, cest-a-dire que M — £ n’est pas un majorant.
m est la borne inférieure de A si, et seulement si, on a, a la fois :

VYxe A m < x,c’est-a-dire que m est un minorant ;

Ve>0 dxeA x<m+ g, c’est-a-dire que m + € n’est pas un minorant.
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o Remarque
Si A admet un plus grand élément, alors c’est la borne supérieure de A.
Si A admet un plus petit élément, alors c’est la borne inférieure de A.
e Théoreme d’existence
Toute partie non vide et majorée (resp. minorée) de R admet une borne supérieure (resp.
inférieure).
3.3 Droite numérique achevée
Pour ne pas avoir de restriction dans le théoréme précédent, on considere un nouvel ensemble
noté R obtenu a partir de R par 1’adjonction de deux éléments notés —oo et +co.
On prolonge a R la relation d’ordre en posant pour tout a € R :
—00 < a < +00,

On définit ainsi la droite numérique achevée dont le plus grand élément est +oo, le plus petit
élément —oco.

Et le théoreme précédent se généralise :

Toute partie non vide de R admet une borne supérieure et une borne inférieure dans R.



] Généralités sur les fonctions

1. Définitions

1.1 Fonction numérique

Définir une fonction numérique f sur une partie non vide E de R, c’est indiquer comment
faire correspondre au plus un réel y a tout x de E.

Le réel y est 'image de x par f et s’écrit f(x). On note :
f: E — R
x P f).

L’ensemble des réels qui ont effectivement une image par f est ’ensemble de définition de
f. Il estnoté Dy, ou D s’il n’y a pas d’ambigiiité.

1.2 Représentation graphique
Le plan étant rapporté a un repere (0,?,7), la représentation graphique de f est I’ensemble

Cr des points de coordonnées (x, f (x)) avec x € Dy.

1.3 Images et images réciproques d’ensembles
Soit A € Dy. ’image de A par f est ’ensemble :
fA) ={f(x) ;x € A}.

Soit B c R. L'image réciproque de B par f est I’ensemble :

-1
f (B)={x€ Dy ; f(x) € B}.

0" Cette notation permet de ne pas confondre avec la réciproque d’une bijection, car, ici,
on ne suppose rien sur f. Quand la distinction sera installée, on utilisera f~'(B).

1.4 Restriction, prolongement

Soit f une fonction définie sur I et g une fonction définie sur J. Si I C J et si f(x) = g(x)
pour tout x de /, on dit que f est une restriction de g, ou que g est un prolongement de f.

Larestriction de f a I se note : fj;.
2. Premieéres propriétés
2.1 Parité

e f est paire si :

VxeD;y  (-x) €Dy et f(-x)= f(x).
Son graphe est symétrique par rapport a (Oy).
e f estimpaire si:

VxeD;y  (-x)€Dy et f(—x)=—f(x).
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Son graphe est symétrique par rapport a O.
2.2 Périodicité
f est périodique, de période T (ou T-périodique), si
Yx e Dy (x+T)eDy et f(x+T)=f(x).

. . . —
Son graphe est invariant par les translations de vecteurs kT i avec k € Z.

2.3 Sens de variation
e festcroissante sur / si ] C Dy et

Vx €l Vx, el x1 < xp = f(x1) < f(x).
e festdécroissante sur/sil C Dy et

Vx el Vx, el X1 < xp = f(x1) = f(x2).
e f est monotone sur / si elle est croissante sur /, ou décroissante sur /.
e Avec des inégalités strictes, on définit : f strictement croissante, strictement décroissante,
strictement monotone, sur Dy.
2.4 Extrémum
e f admet un maximum (resp. minimum) global en x si :

VxeDy  f(x) < fxo) (resp. f(x) > f(x0)).

e f admet un maximum (resp. minimum) local en xy € Dy, s’il existe un intervalle ouvert
I C Dy, tel que :

Vxel f(x)<f(xo) (resp.f(x)> f(xo)).
Un maximum ou un minimum local est dit extremum local en x.

Un extremum est un maximum ou un minimum.

3. Relation d’ordre

3.1 Comparaison de fonctions

f et g étant deux fonctions, a valeurs réelles, définies sur le méme ensemble de définition D,
onnote f < g (resp. f>g) si:

YxeD  f(x)<g(x) (resp. f(x) > g(x)).
Si f > 0, f est dite positive.

3.2 Majorant, minorant

Si I’ensemble des images f(D) est majoré, ou minoré, ou borné, on dit que f est majorée, ou
minorée, ou bornée.

Si I’image f(I) de I admet une borne supérieure, ou une borne inférieure, on parle de borne
supérieure, de borne inférieure, de f sur / et on note :

Su?f(X) 3 inf f(x).
3.3 Propriétés
inf f(x) = —sup (- f(x).

xel
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Si, pour tout x € I, on a f(x) < g(x), alors sup f(x) < sup g(x).
xel xel

SilcJ,ona: supf(x)<supf(x).
xel

xeJ

4. Opérations sur les fonctions

4.1 Valeur absolue d’une fonction
f étant définie sur D, la fonction |f]| est définie sur D par x — |f(x)|.

Une fonction f est bornée si, et seulement si, | f| est majorée.

4.2 Opérations algébriques

Soit f et g deux fonctions numériques et A un réel.

La fonction Af est définie sur D par : 1) x)=Af(x).

La fonction f + g est définie sur Dy N D, par : (f+2) @) = f(x) + gx).

La fonction f g est définie sur Dy N D, par : (fe)(x) = f(x) g(x).

La fonction ]—C est définie sur Dy N [Dg \{x;e(x) = 0}] par : ]—C (x) = @ .
g g 8(x)

4.3 Composition

-1
On appelle composée de f par g la fonction, notée g o f, définie sur DN f (D,) par :
(g0 ) (x) = g(f(x)).



Limites et continuité

1. Définitions
Soit f une fonction, a valeurs réelles, définie sur un intervalle /.

1.1 Limite d’une fonction en «
Soit a un point appartenant a 7, ou extrémité de /. On dit que f admet une limite finie / en a,
eton note lim f(x) =1, si:

X—X)

Ve>0 F6>0 Vxel [x—-dad<di=|f(x)-]<e

N Cette limite peut exister méme si f n’est pas définie en a. Mais si f est définie en a et
si lim f(x) existe, alors lim f(x) = f(a).
X—a

X—a
Si une fonction admet une limite / en xy, cette limite est unique.

1.2 Limite a gauche, limite a droite
e f admet une limite a droite / en a si la restriction de f & I N Ja, +oo[ admet pour limite / en
a. On note : lim+ fx) =1

e f admet une limite a gauche [/ en a si la restriction de f a I N ] — oo, a[ admet pour limite /
ena. Onnote : lim f(x) = L.
x—a-

e Si f est définie sur un intervalle de la forme ]a — «, a + a[, sauf en a, alors :
lim f(x) =1 & lim f(x)= 1im+ fx) =1L
Si f est définie en a, ces deux limites doivent aussi étre égales a f(a).

1.3 Limite infinie en «a

e On dit que f tend vers +co quand x tend vers a si :
VA>0 J6>0 Vxel |x—al<d= f(x)>A.
On note : lim f(x) = +oo.

e On dit que f tend vers —oco quand x tend vers a si :
YA>0 36>0 Vxel |x—x<d= f(x)<-A

On note : lim f(x) = —oo.

1.4 Limite de f lorsque x tend vers +co ou —co
e On dit que f a pour limite / quand x tend vers +co si :
Ye>0 AB>0 Vxel xz2B=|f(x)-I<e.

Onnote: lim f(x) =1
X—+00

On définit de maniere analogue lim f(x) =[.
X——00
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e On dit que f tend vers +co quand x tend vers 400 si :
YA>0 dAB>0 Vxel x>B= f(x)>A.

Onnote: lim f(x) = +co.
X—+00

On définit de maniere analogue lim f(x) = 4+oo ...
X——00
X\ Toutes ces définitions peuvent se regrouper en considérant a et | dans R.

2. Propriétés des limites

2.1 Caractérisation séquentielle

Soit f définie sur un intervalle / et a un point de /.
f a pour limite / au point a si, et seulement si, pour toute suite (x,) convergeant vers a, la

suite ( f (x,,)) converge vers /, finie ou non.

RSN Pour démontrer qu’une fonction f n’a pas de limite lorsque x tend vers a, il suffit
de fournir un exemple de suite (x,) qui tende vers a et telle que ( f(x,,)) soit divergente ; ou
encore deux suites qui tendent vers a et dont les suites images aient des limites différentes.

2.2 Opérations sur les limites

e Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a et admettant des limites / et m en a,
et A un réel.

Alors les fonctions f + g, Af et fg admettent respectivement pour limitesena : [+ m, Af et
Im.

1 1
Si de plus m # 0, — a pour limite — -
g m

e Soit f une fonction définie au voisinage de a avec lim f(x) = ug et g définie au voisinage
X—da
de ug telle que lim g(u) = v .
u—a

Alors g o f est définie au voisinage de xj et lim g(f(x)) = v.

2.3 Propriétés liées a I'ordre
e Si f admet une limite finie en a, alors f est bornée au voisinage de a.

e Si f admet une limite finie / > 0 en q, alors il existe K > 0 tel que f > K au voisinage de

e Si f est positive au voisinage de a et admet une limite finie / en a, alors [ > 0.
e Si f < g au voisinage de a, et si lim f(x) = [ et lim g(x) = m, alors [ < m.
Xx—a X—a

e Théoreme d’encadrement

Soit f, g et h trois fonctions définies au voisinage de a, et vérifiant f < g < & au voisinage de
a.

Si f et h ont la méme limite / (finie ou infinie) en a, alors g a pour limite / en a.

e Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a, et vérifiant f < g au voisinage de a.
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Si lim f(x) = 400, alors lim g(x) = +oo.

X—a

Si lim g(x) = —oo, alors lim f(x) = —co.

2.4 Théoréme de la limite monotone

Soit f une fonction monotone sur ], B[. Elle admet en tout point a de ]a, B[ une limite a
droite et une limite a gauche.

Lorsque f est croissante, si elle est majorée, elle admet en 8 une limite a gauche finie, si elle
n’est pas majorée, elle tend vers +co quand x tend vers 8.

Pour f décroissante, on a la propriété analogue en a.

3.Continuité

3.1 Continuité en un point

e f est continue en « si elle est définie en a et si lim f(x) = f(a).
X—=a

e f est continue a droite (resp. a gauche) en a si lim f(x) = f(a)
x—at

(resp. lim f(x) = f(@)).

3.2 Prolongement par continuité
Soit f une fonction définie sur I et a ¢ I. Si lim f(x) = [, la fonction f définie sur I U {a} par

f(a) = let f(x) = f(x) pour x € I, est la seule fonction continue en a dont la restriction a I
soit f.

On I’appelle le prolongement par continuité de f en a.

3.3 Continuité sur un intervalle

Soit E un ensemble qui soit un intervalle ou une réunion d’intervalles. Une fonction f, définie
sur E, est dite continue sur E, si f est continue en tout point de E.

4. Image d’un intervalle

4.1 Image d’un intervalle

Si f est continue sur un intervalle /, alors f(/) est un intervalle.

4.2 Théoreme des valeurs intermédiaires
Si f est continue, pour tout y tel que f(a) <y < f(b), il existe c tel que y = f(c).

En particulier, si une fonction f est continue sur [a,b], et si f(a) et f(b) sont de signe
contraire, I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans [a; b].

4.3 Image d’un segment
e Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

e [’image d’un segment par une fonction continue est un segment.

4.4 Cas d’une fonction strictement monotone
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Soit f une fonction continue et strictement croissante (resp. décroissante) sur un intervalle /.

e f est une bijection de I sur f(I), et sa bijection réciproque f~! est continue et strictement
croissante (resp. décroissante) sur I'intervalle f(1).

e Dans un repére orthonormé, les graphes de f et de f~' sont symétriques par rapport a la
premicre bissectrice des axes.

4.5 Continuité et injectivité
e Toute fonction continue injective sur un intervalle est strictement monotone.

e Laréciproque d’une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle est conti-
nue.

5. Continuité uniforme
5.1 Définition
Une fonction f est uniformément continue sur D si :
Ye>0 da>0 VYxeD VX' eD x—X|<6 = |f(x) - f(X)| <&

5"  Dans cette écriture logique, a dépend de &, mais pas de x; d’ou l’origine du mot
uniforme.

La continuité uniforme sur D entraine la continuité sur D.

5.2 Théoreme de Heine
Toute fonction continue sur un segment est uniformément continue sur ce segment.

Sauriez-vous répondre ?

. 1
Exercice 1 : Montrez que la fonction définie pour x # 0 par f(x) = sin (—) n’ a pas de
X

limite quand x tend vers 0.

1

. 1
Exercice 2 : Soit f la fonction définie sur ]0, g[ par f(x) = — .
X tanx

Montrez que : 0 < f(x) < tan; - Déduisez-en : lirré f(x).
X—
Exercice 3 : Soit f 1a fonction définie sur R \ {7_2r} .

Est-elle prolongeable par continuité en x = 7_2r ?

. 1
Exercice 4 : Montrez que la fonction définie sur ]0;1] par f(x) = — n’est pas uni-
X

formément continue.



1 Fonctions dérivables

1. Définitions

1.1 Dérivée en un point

Soit f une fonction définie sur D et xp un élément de D tel que f soit définie au voisinage de
Xo. On appelle dérivée de f au point xy le nombre (lorsqu’il existe) :

lim J() = flxo) _ lim f(xo + h) = f(xo)

X— X0 X = X0 h—0 h

= f'(x0).

On dit alors que f est dérivable en xp.

Si Jim L%~ f(x0)
x—x§ X = X0

dérivée a droite de f en xo, et notée f;(xo) .

existe, f est dite dérivable a droite en xy, et cette limite est appelée

On définit de méme la dérivée a gauche en xy, notée fé(xo).

f est dérivable en xy si, et seulement si, f admet en x( une dérivée a droite et une dérivée a
gauche égales.

1.2 Fonction dérivée

f est dite dérivable sur E, si elle dérivable en tout point de E.

On appelle fonction dérivée de f sur E, la fonction, notée f’, définie sur E par : x — f'(x).
1.3 Dérivées successives

Soit f dérivable sur E. Si f” est dérivable sur E, on note sa fonction dérivée £ ou f». On
I’appelle dérivée seconde de f.

Pour 7 entier, on définit par récurrence la dérivée n®, ou dérivée d’ordre n, de f en posant
FO = £, puis f™ = (F77VY, lorsque "~V est dérivable sur E.
f est dite de classe C" sur E si f™ existe sur E, et est continue sur E.

f est dite de classe C*, ou indéfiniment dérivable, si f admet des dérivées de tous ordres.

1.4 Interprétation graphique

f dérivable en xj signifie que le graphe de f admet au point d’abscisse x(y une tangente de
pente f(xg). Son équation est :

y = f(x0) = f'(x0) (x = xp).
Si lim f(x) = f(xo)

X—=Xo X — X0
d’abscisse xy une tangente parallele a Oy.

= *o00, f n’est pas dérivable en x(, mais le graphe de f admet au point

1.5 Dérivabilité et continuité

Toute fonction dérivable en xj est continue en xg.

ISy Attention, la réciproque est fausse. Par exemple, la fonction x — |x| est continue, et non
dérivable, en 0, car elle admet une dérivée a gauche et une dérivée a droite différentes.
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2. Opérations sur les fonctions dérivables

2.1 Opérations algébriques

Si f et g sont dérivables en xy, il en est de méme de f + g, de fg, et de i si g(xp) # 0; eton
8
a:
(f + 8 (x0) = f'(x0) + &' (x0)
(f8) (x0) = f(x0)g(x0) + f(x0)g (x0)

(f)' _ f'(x0)g(x0) — f(x0)g’ (x0)
=) (x0) = 5 :
8 8*(xo0)

2.2 Fonction composée

Soit f une fonction dérivable en xy et g une fonction dérivable en f(xg), alors g o f est
dérivable en xg, et

(g © /) (x0) = 8"(f(x0)) X f"(x0) -

2.3 Dérivée d’une fonction réciproque

Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle /. On suppose que f est
dérivable en f(xg) et que f'(xo) # 0.
Alors, la fonction réciproque f~! est dérivable en f(xo) et

Y (fxo)) =

1
f(xo)
2.4 Cas des fonctions a valeurs complexes
o Pour une fonction f de R dans C définie par sa partie réelle et sa partie imaginaire :
f(x) = a(x) +1b(x)
on dit que f est dérivable si, et seulement si, a et b le sonteton a :
F)=d(x)+id'(x)

e Les opérations algébriques se prolongent. On a le résultat (tres utile en physique) : si ¢ est
une fonction dérivable a valeurs complexes :

|exp@)| =’ x expi.

3. Théorémes de Rolle et des accroissements finis

3.1 Condition nécessaire d’extrémum local

Si f admet un extrémum local en x et si f est dérivable, alors f’(xg) = 0.

3.2 Théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[, et telle que f(a) = f(b).
Alors il existe au moins un point ¢ €a, b[ tel que f’(c) = 0.
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N Autre énoncé

Si f est dérivable, entre deux valeurs qui annulent f, il existe au moins une valeur qui annule

f

3.3 Egalité des accroissements finis

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[. Alors il existe au moins un point
c €la, b| tel que :

f®) - fl@)=b-a)f (o).

=" Cette égalité, valable pour les fonctions de R dans R, ne se généralise pas aux fonctions
de R dans C, ainsi que le théoréme de Rolle.

3.4 Inégalité des accroissements finis
Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, bl[.
Sim< f' < M, alors :
m(b—a) < f(b)— f(a) < M (b - a).
En particulier, si |f] < K, alors, pour tous x et x” éléments de ]a, b[,
If(x) = fF(XNI < K |x =X

Dans ce cas, on dit que f est K-lipschitzienne. Cette inégalité se généralise aux fonctions de
R dans C en remplacant la valeur absolue par le module.

3.5 Limite de la dérivée
Si f est continue sur [a, b], dérivable sur Ja, b[, et si f" a une limite finie [ en a, alors f est
dérivable a droite en a et f;(a) = I.

5" Astention, il s’agit d’une condition suffisante de dérivabilité, mais elle n’est pas
nécessaire. Il peut arriver que f;(a) existe sans que f’ ait une limite en a.

4. Variations d’une fonction dérivable

4.1 Théoréme

Si, pour tout x € I, f'(x) = 0 alors f est constante sur /.
Si, pour tout x € I, f'(x) > 0 alors f est croissante sur /.
Si, pour tout x € I, f'(x) > 0 alors f est strictement croissante sur /.

Ce dernier résultat est encore valable si f* s’annule en des point isolés, ¢’est-a-dire tels que
leur ensemble ne contienne pas d’intervalle.

4.2 Condition suffisante d’extremum local

f, [ et f” étant continues sur ]a, b[, si en xq €]a, b[,ona f'(xg) = 0et f'(xp) # 0, la fonction
f présente un extremum local en x.

C’est un maximum si f”'(xo) < 0, un minimum si f”'(xo) > 0.
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Sauriez-vous répondre ?

. _ . a a
Exercice 1 : Soit ag, ay, ..., a, des réels tels que ag + 31 +oe _:1 =0.
n

Considérons la fonction f définie sur R par f(x) = ag + ajx + - - - + a,x".
Montrez que 1’équation f(x) = 0 a, au moins, une solution dans ]0; 1[.

Exercice 2 : Appliquez 1I’égalité des accroissements finis a la fonction de R dans C définie
par f(x) = e entre a = 0 et b = 27. Concluez.

Exercice 3 : Montrez que | sin x| < |x| pour tout x réel.



i1 Logarithmes, exponentielles
et puissances

1.Fonction logarithme népérien
1.1 Définition et graphe

Elle est définie pour x > O par : u

In1=0;
1 -
Vx>0  (Inx) = - - ' -
X

Elle est strictement croissante.

lim Inx = —c0; lim Inx = +oo. /

x—0* xX—+00

L’unique solution de I’équation In x = 1 est notée e (e = 2, 718).

1.2 Propriétés algébriques
Ya>0 Yb>0 VYreQ

In(ab) =Ina+Inb ; In(@)=rlna : 1n(g) =1Ina-Inb.
2. Fonction exponentielle

2.1 Fonction exponentielle

!
C’est la fonction réciproque de la fonction In. Elle ! / /
est définie sur R , a valeurs dans ]0, +oo[, stricte- / /
ment croissante.

Elle est notée exp, ou x > e //

’ 1 /
VxeR (e)‘) =e'; L
lim e*=0 ; lim e* = +oo. 1 |
X——00 X—+00
2.2 Propriétés algébriques
YaeR VYbeR VreQ
ea+b = e x eb : e’ = (ea)r : e ¥ = l : ea—b — i .
e? eb

3. Logarithme et exponentielle de base a
3.1 Logarithme de base a

La fonction logarithme de base a (a > 0 ;a # 1), est la fonction définie par :

|
Vx>0  log,(x) = ln—x ~
na
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1 1
Sa dérivée est: (log, x)' = — X — -
Ina x

Ses propriétés algébriques sont les mémes que celles de la fonction In.
Sia = 10, log, est le logarithme décimal. On le note log.

3.2 Exponentielle de base a
La fonction exponentielle de base a (a > 0), est la fonction définie par :
¥xeR exp,(x) = a* = ",
Pour a # 1, c’est la fonction réciproque de la fonction log,,.
y=a" & Iny=xlna < x=1log,(y).
Sa dérivée est: (a*)’ =Ina x a’.

RSN Remarquez bien qu’ici, la variable est en exposant.

Ses propriétés algébriques sont les mémes que celles de la fonction exp.

4. Fonctions puissances et comparaisons

4.1 Fonctions puissances

La fonction x +— x", pour x > 0 et r € Q, est déja connue. On la généralise, pour x > 0 et

a € R, en posant :
X = ealnx‘

Les propriétés des exposants rationnels sont prolongées ; en particulier (x*) = ax®'.
prop p p gees;enp

> Remarquez bien qu’ici, I’exposant est constant.

4.2 Comparaison des fonctions logarithmes et puissances

Pourb >0,ona:

. Inx .
Iim — =0 ; Ilim Plnx=0.
X—+00 X x—0*

4.3 Comparaison des fonctions puissances et exponentielles
Pour a > 1 et b quelconque, on a :

4.4 Comparaison des fonctions logarithmes et exponentielles
Poura > 1,ona:

x—+o00 g*

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Résolvez dans R chacune des équations :
e In(x+ 1)+ In(x+ 5)In96. e Injx+ 1|+ In|x + 5] =1n96.

Exercice 2 : Résolvez dans R I'inéquation : () e* —e"2—-e>*+1<0.



[ Fonctions circulaires
et hyperboliques

1. Fonctions circulaires et trigonométrie

1.1 Fonctions sinus et cosinus

Elles sont définies dans R et a valeurs dans [—1, 1]. Elles sont 2r-périodiques. La fonction
cos est paire ; la fonction sin est impaire.

Dérivées :
¥xeR (sinx) =cosx ; (cosx) = —sinx.

0" Si x est la mesure d’un angle, ces expressions des dérivées ne sont correctes que Si x
est exprimé en radians.

.. . sinx . l—cosx 1
Limites: Ilm—=1 ; lIm——=—-"-
-0 X x—0 x2 2

1.2 Fonction tangente

. T sin x
Elle est définie sur D = R\ {<= +kr ; k€ Z}par: tanx = .
2 COS X
Elle est impaire et 7-périodique.
Dérivée : |
VxeD  (tanx) =1+tan’x=—— -
cos? x
. tanx
Limite : lim — = 1.
x—0 X
1.3 Angles associés
cos(m—x) =—cosx ; sin(r—x)=sinx ; tan(m—x) = —tanx
cos(m+ x) =—cosx ; sin(r+x)=—-sinx ; tan(m + x) = tanx
T . Nz b 1
cos(= —x)=sinx ; sin(z —x)=cosx ; tan(= —x)= ——
(5-9 (534 G-9= G
s . A T 1
cos(= +x)=—-sinx ; sin(=+x)=cosx ; tan(= +x)=———
(2 ) (2 ) (2 ) tan x

1.4 Formules d’addition
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb ; sin(a + b) = sinacosb + cosasinb ;
tana + tan b

t +bh)= —m8M8M8 — -
an(a + b) 1 —tanatanb
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1.5 Formules de duplication

2t
sin2a = 2sinacosa ; cos2a = cos’a—sin’a ; tan2a = _cana
1 —tan’a
. . a

1.6 Expressions en fonction de tan >

a
En posant ¢ = tan 3 ona:

1-7 2t 2t
cosa = > 5 sina = > 5 tana = s

1.7 Transformation d’un produit en somme

1 1

cosacosh = E[cos(a + b) + cos(a — b)] ; sinasinb = E[cos(a —b) —cos(a + b)]

1
smaambzzhmm+bﬂwmw—bﬂ
2. Fonctions circulaires réciproques

2.1 Fonction arc sinus

. C s T . .
C’est la réciproque de la restriction a [ -5 E] de la fonction sinus.

y = arcsin x x=siny
“1<x<l 2ey<l
. . . . 2 2
La fonction arcsin est impaire.
1
VYxel-1,1[ (arcsinx)’ = .
V1 - x2

1
=, L A ———
2
arcsin.a
-1

2.2 Fonction arc cosinus
C’est la réciproque de la restriction a [0, ] de la fonction cosinus.

y = arccos x X =COsy
-1<x<1 O<y<nm
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2.3 Fonction arc tangente

C’est la réciproque de la restriction
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arceos . xr

é] - g ’g[ de la fonction tangente.

y = arctan x x=tany
b Fis
xeR ——<y< =
2 2
La fonction arctan est impaire.
VxeR (arctan x)” = .
1+ x2

// I
(]} | :
2.4 Propriétés
. n
Vx e [-1,1] arcsinx + arccos x = 3
sin (arccos x) = V1 — x% = cos (arcsin x)

big
Vx>0 arctan x + arctan — = —
x 2

1 b/

Vx<0 arctan x + arctan — = -5

X

5" Vorre programme prévoit d’utiliser les écritures Arcsin, Arccos, Arctan, bien que ces
notations aient été abandonnées : normes AFNOR a partir de 1982.
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3. Fonctions hyperboliques
3.1 Définitions

e +e™* et —e™* sh x
VxeR chx = 5 ; shx =

ch est paire ; sh et th sont impaires.
3.2 Propriétés algébriques

chx+shx=e* ; ch®’x—sh®x=1 ; 1-th®x=

s

ch? x

3.3 Dérivées
1
¥YxeR (shx) =chx ; (chx) =shx ; (thx) = 2 =1—th’x.
C X
3.4 Graphes

Le graphe de ch est situé au-dessus de celui de sh.
Le graphe de th est situé entre les deux asymptotes y = —lety=1:

i/ 1
\ / th
1 3

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Déterminez une primitive de f(x) = cos 2x sin 3x.

. . T . .
Exercice 2 : Montrez que I’équation arctan(2x) + arctan x = I a une racine unique et
déterminez sa valeur exacte.

2 1

— pour tout x # 0.

Exercice 3 : Mont thx = _
ontrez que thx b0 hx




Suites numériques

1. Généralités
Une suite numérique est une fonction de N dans R.

1.1 Suite bornée

Une suite (#,) est majorée s’il existe un réel A tel que, pour tout n, u, < A. On dit que A est
un majorant de la suite.

Une suite (u,,) est minorée s’il existe un réel B tel que, pour tout n, B < u,. On dit que B est
un minorant de la suite.

Une suite est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée, c’est-a-dire s’il existe M tel
que |u,| < M pour tout n.
1.2 Suite convergente
La suite (u,,) est convergente vers [ si :
YVe>0 dnpeN Vn>2nyg |u,-I<e.
Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.
Lorsqu’elle existe, la limite d’une suite est unique.
N La suppression d’un nombre fini de termes ne modifie pas la nature de la suite, ni sa
limite éventuelle.
Toute suite convergente est bornée. Une suite non bornée ne peut donc pas étre convergente.
Mais une suite bornée n’est pas toujours convergente.
1.3 Limites infinies
On dit que la suite (u,) tend

Vers +oo si : YA>0 dngeN Vnz2ny u,>A
vers —oo §i : YA>0 dnyeN Vn>=ny u,<-A.
1.4 Limites connues
Pour k>1, a>0, >0
n o l
im X 20 s tim Z=0: tim @ g,
n—+co 1! n—+oo k' n—o+o0  pne

2. Opérations sur les suites et propriétés

2.1 Opérations algébriques

Si (u,) et (v,) convergent vers [ et et ', alors les suites (i, + v,,), (1u,) et (u, v,) convergent
respectivement vers [+1', Al et II'.

N l
Sil/ #0, (:—) converge vers 7

Si (u,) tend vers 0O et si (v,) est bornée, alors la suite (i, v,) tend vers 0.
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2.2 Relation d’ordre
Si (u,) et (v,) sont des suites convergentes telles que I’on ait u, < v, pour n > ng, alorson a :
lim u, < lim v,.

n—-+oo n—+o0o

" Astention, pas de théoreme analogue pour les inégalités strictes.

2.3 Théoreme d’encadrement

Si, a partir d’un certain rang, u, < x, < v, etsi (u,) et (v,) convergent vers la méme limite [/,
alors la suite (x;) est convergente vers /.

2.4 Suites extraites

e La suite (v,) est dite extraite de la suite (u,) s’il existe une application ¢ de N dans N,
strictement croissante, telle que v, = Uy -

On dit aussi que (v,) est une sous-suite de (u,).

¢ Si une suite posseéde une limite (finie ou infinie), toutes ses suites extraites possedent la
méme limite.

N\ Si une suite extraite de (uy) diverge, ou si deux suites extraites ont des limites différentes,
alors (uy,) diverge.

Si des suites extraites de (u,) convergent toutes vers la méme limite I, on peut conclure que
(u,) converge vers L si tout u, est un terme d’une des suites extraites étudiées. Par exemple, si
(uzn) et (upns1) convergent vers I, alors (u,) converge vers L.

2.5 Théoreme de Bolzano-Weierstrass

De toute suite bornée de réels, on peut extraire une sous-suite convergente.

2.6 Caractérisation séquentielle de certaines propriétés
e Partie dense de R

Une partie A est dense dans R si, et seulement si, tout réel est limité d’une suite d’éléments de
A. Comme, en particulier, Q est dense dans R, tout réel est la limite d’une suite de nombres
rationnels.

¢ Borne supérieure

Si A est une partie non vide majorée (resp. non majorée) de R, il existe une suite d’éléments
de A de limite sup A (resp. +0).

3. Suites monotones

3.1 Définition
La suite (u,) est croissante si u,.| > u, pour toutn;
décroissante si u,; < u, pourtoutn;
stationnaire si u,.; = u,, pour toutn;
monotone si elle est croissante ou si elle est décroissante ;

Avec des inégalités strictes, on définit de méme : strictement croissante, strictement décroissante,
strictement monotone.
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3.2 Théoreme de la limite monotone

Toute suite de réels croissante et majorée est convergente.

Toute suite de réels décroissante et minorée est convergente.

Si une suite est croissante et non majorée, elle diverge vers +co.
Si une suite est décroissante et non minorée, elle diverge vers —oo.

On peut donc résumer : toute suite monotone posseéde une limite dans R.

3.3 Suites adjacentes

Les suites (u,) et (v,) sont adjacentes si :
(u,) est croissante ; (v,) est décroissante; lim (v, —u,) =0.
n—+oo

Si deux suites sont adjacentes, elles convergent et ont la méme limite.

RSNV (u,) croissante, (v,) décroissante et u, < v, pour tout n, alors elles convergent vers
Iy et b,. Il reste a montrer que 1| = I, pour qu’elles soient adjacentes.

4. Suites complexes

Soit z, = x, + iy,. La définition de la convergence de (z,) vers [ = a + ib est la méme que
pour les suites réelles, en remplacant la valeur absolue par le module. Elle est équivalente a
la convergence a la fois de (x,) vers a et de (y,) vers b.

Les opérations algébriques sur les limites de suites convergentes sont les mémes que dans le
cas de suites réelles. Le théoreme de Bolzano-Weierstrass se prolonge.

5" Astention, < n’a aucun sens dans C. N’inventez donc pas de théoremes relatifs aux
relations d’ordre.

5. Exemples de suites

5.1 Suites arithmétiques

Une suite (u,) est arithmétique de raison r si :

YneN Upel = Uy + T
Terme général :  u, =ug+nr ou u, =u;+ (- Dr.
n—1 n
. Uy + Up—1 uy + uy
Somme des n premiers termes : Z U =n - ou U =n —
k=0 k=1

5.2 Suites géométriques
Une suite (u,) est géométrique de raison g # 0 si :

VneN Uptl = q Uy .
Terme général :  u, = ugq".

N
|
—_

1-4"
1—

=nug si g=1.

U, = U si g#1

Somme des n premiers termes :

>~
Il
f=}

La suite (u,) converge vers 0 si |g| < 1. Elle est stationnaire si ¢ = 1. Elle diverge dans les
autres cas.

5.3 Suites arithmético-géométriques
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YneN Ups1 =au, +b.

Si a = 1, elle est arithmétique de raison b.

Sia#1,v, =u,— est géométrique de raison a.
a

1-
5.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2
e Une telle suite est déterminée par une relation du type :
(1) VYneN au,+buyyy +cu, =0 avec a#0
et la connaissance des deux premiers termes uq et u;.

L’ensemble des suites réelles qui vérifient la relation (1) est un espace vectoriel de dimension
2. On en cherche une base par la résolution de I’équation caractéristique :

ar’ +br+c=0 (E).

e Cas a, b, c complexes

Si A # 0, (E) adeux racines distinctes r; et r,. Toute suite vérifiant (1) est alors du type :
u, =Kir{ + Ko 1y

ou K et K; sont des constantes que I’on exprime ensuite en fonction de ug et u;.

b
Si A =0, (E) aune racine double ry = “5a Toute suite vérifiant (1) est alors du type :
a

u, = (K1 + K5 n) }’3.

e Cas a, b, c réels
Si A > 0, la forme des solutions n’est pas modifiée.

Si A < 0, (E) a deux racines complexes conjuguées r; = a + i et r, = @ — i que ’on écrit
sous forme trigonométrique r; = pe'? et r, = pe . Toute suite vérifiant (1) est alors du type :

u, = p"(K1 cosnf + K, sin n@) =p" A cos (nf — @).

5.5 Exemples de suites récurrentes u,.; = f(u,)

Pour étudier une telle suite, on détermine d’abord un intervalle / contenant toutes les valeurs
de la suite.

e Limite éventuelle

Si (u,) converge vers [ et si f est continue en /, alors f(I) = I.

e Cas f croissante

Si f est croissante sur /, alors la suite (u,,) est monotone.

La comparaison de uq et de u; permet de savoir si elle est croissante ou décroissante. Mais
vous devez le démontrer, par récurrence bien siir.

e Cas f décroissante

Si f est décroissante sur /, alors les suites (uy,) et (u2,41) sont monotones et de sens contraire.
On cherche ensuite si elles sont adjacentes ou non. Mais vous devez le démontrer, par récurrence
bien sfir.

Sauriez-vous répondre ?
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. o . (1 L
Exercice 1 : Montrez que la suite définie par u, = nsin (—) est bornée.
n

. PP .1
Exercice 2 : Montrez que la suite définie par v, = n* sin (

—) n’est pas bornée.
n

n

Exercice 3 : Montrez que la suite définie par u,, = Z
k=1

converge vers 1.
n?+k

. o e n . .
Exercice 4 : Montrez que la suite définie par u,, = cos (ng) est bornée et divergente.

n

. . e 1 1 .
Exercice 5 : Montrez que les suites définies par u,, = 0 etv, = u,+ - sont adjacentes.
. n
k=0

Exercice 6 : Montrez que les suites (u,) et (v,) définies par leurs premiers termes tels que
0 < uy < vy et les relations de récurrence :

2u, vy, U + v,
et vpy1 =

YneN Upt1 =
U, + v, 2

sont adjacentes.

Exercice 7 : Montrez que la suite définie par :

YneN wuo+upg+u,=0 ; up=1 u =0,5
" or\ 23 . 2
a pour terme général : u,, = cos(n 3 + Tsm n 3/

Exercice 8 : Montrez que la suite (u,,) définie par uy = 0, 5 et la relation de récurrence :
VReN iy =ul+0,1875
converge vers [ = 0, 25.



] Intégrales définies

1. Intégrale d’une fonction en escalier

1.1 Subdivision

On appelle subdivision o de [a, b], la donnée d’un nombre fini de points x, . .., x, tels que
Xo=a,x, =b,etxyg<x; <...<X_1 < Xp.

On note S I’ensemble de toutes les subdivisions de [a, b].
Le pas d’une subdivision (x;)o<i<, €St le nombre : max (Xjy1 — X;).
i<n—1

SISn—
1.2 Fonction en escalier
Une fonction f, définie sur [a, b], est une fonction en escalier sur [a, b] s’il existe o € S telle
que f soit constante, et égale a [;, sur chaque intervalle ouvert ]x;, x4 [.
1.3 Intégrale d’une fonction en escalier

On appelle intégrale de la fonction en escalier f, le nombre :
n—1 b
I(f) = Z l; (Xis1 — X)) noté aussi f f(t) dr.
i=0 4

> Remarquez que le nombre I(f) est en fait une somme d’aires de rectangles et qu’il ne
dépend pas de la valeur de f aux points x; de la subdivision.

2. Intégrale d’une fonction continue par morceaux

2.1 Fonction continue par morceaux

Une fonction f, définie sur [a, b], est continue par morceaux sur [a, b] s’il existe o € S telle
que :

— f est continue sur chaque intervalle ouvert ]x;, x4 1[ ;
— f admet en tout point de la subdivision une limite a gauche et une limite a droite finies.

f est continue par morceaux sur un intervalle / si sa restriction a tout segment inclus dans /
est continue par morceaux.
2.2 Approximation par une fonction en escalier

Soit f continue par morceaux sur [a, b].
Pour tout réel & > 0, il existe ¢ et ¢, fonctions en escalier sur [a, b], telles que :

e<f<y et y-p<e

2.3 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Soit f continue par morceaux sur [a, b]. Il existe un réel unique / tel que, pour toutes fonc-
tions en escalier sur [a, b] ¢ et ¢ vérifiant ¢ < f < ¥, on ait :

) <I<IW).

b
Ce nombre I s’appelle I’intégrale de f sur [a, b], et se note f f(x)dx, ou f.
a [a,b]
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Ce nombre dépend de f, de a, de b, mais pas de la variable d’intégration, notée ici x, qui est
une variable muette, ce qui signifie qu’on peut la noter par toute lettre non retenue pour un
autre usage.

b
Pour a < b, on pose ff(x) dx = —f f(x)dx.
b a

2.4 Interprétation géométrique

b .
f f(x)dx correspond a I’aire du domaine du plan \ |

situé sous le graphique de f, comptée \\ / .i'i
— positivement pour la partie située au-dessus de i \
I’axe des abscisses, =

— négativement pour la partie située en dessous. h 4

3. Propriétés d’une intégrale
f et g sont des fonctions de R dans R, continues par morceaux sur les intervalles considérés.

3.1 Invariance
b
L’intégrale f(x) dx ne change pas si I’on modifie la valeur de f sur [a, ] en un nombre

fini de points.a
3.2 Linéarité

b b b
f [A£(x) + pg(x)] dx = 2 f f(x)dx +p f g(x) dx.

3.3 Relation de Chasles
b C b
f Sx)dx = f f(X)dx-l-f f(x) dx.

3.4 Relation d’ordre
b b
e Sia<b,etsif < gsurla,b],alors: f f(x)dx < f g(x) dx.

e Si f est continue et positive sur [a,b], on a :

b
ff(x)dx:O — Vxelab] f(x)=0.
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3.5 Majoration de I’intégrale

e Valeur absolue :

Sia<b

b b
f F00 dx| < f GOl d.

e Si, pour tout x € [a, b] (avec a < b),onam < f(x) < M, alors :

1 b
Le nombre P f f(x) dx est la valeur moyenne de f sur [a, b].

o Inégalité de la moyenne :

b
sia<h | [ reoseoasf < sup 7ol f g0l dx.

xea

En particulier :

'fhf(x)dx}<|b—a| sup|fl.

3.6 Sommes de Riemann

Si f est continue sur [a; b], a valeurs dans R, on a :

n—1

lim b;“ f(a+kb%1) - fabf(x)dx.

k=0

Les sommes de Riemann, dont on considere la limite, sont des sommes d’aires de rectangles
dont un c6té est obtenu en subdivisant [a; b] en n segments de méme longueur, et I’autre en
considérant la valeur de f sur le bord de gauche de chaque segment.

Sauriez-vous répondre ?

i
Exercice 1 : Déterminez la limite : lim x"chx dx.

n—+oo Jo

Exercice 2 : Déterminez la limite de la suite de terme général :

n—1
1 km
U, = ; kz:(;COS (E)



L] Calcul de primitives

1. Primitives d’une fonction continue

1.1 Définition

f étant définie sur un intervalle 7 et a valeurs dans R ou C, une fonction F', définie sur /, est
une primitive de f, si elle est dérivable sur 7 et si :

VYxel F'(x) = f(x).

1.2 Théorémes

e Deux primitives de f different d’une constante, c’est-a-dire que, si F est une primitive de
f sur un intervalle /, toutes les primitives de f sur / sont de la forme : x — F(x) + C ou C est
une constante quelconque.

e Si f est continue sur un intervalle / contenant a, la fonction F' définie sur [ par F(x) =

X
f f(t) dt, est une primitive de f. C’est I’unique primitive de f qui s’annule en a.
a

On note f f(¢) dt ’'une quelconque des primitives de f.

e Pour toute primitive 4 de f sur /,on a :

x X
f (o) de = [h(t)]a = h(x) — h(a).
Le calcul d’intégrales de fonctions continues se ramene donc a la recherche de primitives.

e Pour toute fonction f de classe C Ysur/Z,ona:
f) - fla) = f f@d.

2. Primitives usuelles

S F(x) S F(x) S F(x)
xn+l 1 1 )
X" -1 - 1 Ax e o aAx
(n#-1) 1 o nx et (1e) 1 e
COS X sin x sin x —cosx || tanx —In|cos x|
1 1 .
arctanx || —— | arcsinx || Inx xlnx—x
1+ x2 y1- x2
chx sh x sh x chx cotx In | sin x|

3. Méthodes de calcul
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3.1 Linéarité

Si F et G sont des primitives respectives de f et de g sur / et k un réel, alors, sur I, F + G est
une primitive de f + g et kF' une primitive de kf.

N Pourles fonctions trigonométriques, on linéarise avec les formules de transformation
de produits en sommes (cf. fiche 6), ou avec les formules d’Euler (cf. fiche 19). On utilise en
particulier :

cos®x = %(1 + cos 2x) . sinx = %(1 — CcoS 2x);

cos®x = %(cos 3x + 3 cos x) . sindx= ‘1—‘(3 sin x — sin 3x).

3.2 Intégration par parties

Soit u et v deux fonctions de classe C' sur un intervalle I, et a et b des réels de I. On a :
b b b
f W (1) v(t) dt = [u(z) v(t)]u - f u(®) V' (1) dt.

ce qui s’écrit aussi, en terme de primitives :

fu'(t) v(t) dt = u() v(t) — fu(t) V' (¢) dr.
3.3 Cas classiques d’utilisation

P étant un polyndme et @ # 0,

b

e pour f P(t) sin (at + B) dt, on pose v(t) = P(¢) et u’(¢) = sin(at + B) ;
b

¢ pourf P(t) cos (at + ) dt, on pose v(1) = P(t) et u'(t) = cos (at + B) ;
b

* pour f P(t)e™*F dt, on pose v(1) = P(1) et u'(t) = e

b
e pour f P(t)Int dr, on pose v(r) = Int et u'(r) = P(s).

b b

e Pour calculer [ = f e”cospBt ou J = f e® sin Bt, on peut faire deux intégrations
a a

par parties < sans changer d’avis >, ¢’est-a-dire en posant les deux fois v(¢) = €“, ou les

deux fois v(f) = cos St ou sin Bt. Mais il est plus rapide d’utiliser I’exponentielle complexe.

3.4 Intégration par changement de variable

Soit u une fonction de classe C' de [e, B] dans [a, b], et f une fonction continue sur [a, b].

Alors :
u(

)
fﬂ Sluo)iar= | e d

Si, de plus, u est bijective, on a :

b W (b)
f S dx = f f(u(t)) u'(7) dr.

~(a)
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& Dans les exercices, le symbole dx se transforme comme une différentielle :
x=u(@®) = dx=d'(r)dr

3.5 Primitives d’une fonction rationnelle

e On décompose la fraction rationnelle en éléments simples dans R[X], c’est-a-dire comme
somme de sa partie entiere (polyndéme dont on connait les primitives) et de fractions de la
forme :
a ax+b
(x—a)y (xX* + px+q)
On peut en calculer des primitives comme suit (n = 1 dans le second cas).

avec p®—4q <0.

e Sur un intervalle ne contenant pas @, on a :

f T_dr [ SR S ]x sin#l
= |- n
. t—a)y n—1@G¢-a)y 'l

[1nlr - a|]z

Y at+b T2t * 1
. detzﬂf #m(b_%)f _ L &
« P+ptt+gqg 2J), P+ptt+gq 2/, P+pt+g

La premiére primitive se calcule en utilisant le changement de variable u = 1> + pt + g.

si n=1.

En écrivant sous forme canonique le trindme 7> + pt + g, le calcul de la deuxiéme primitive
se ramene, apres changement de variable, a :

A | 5
f — du = [arctan u] .
a Mz +1 a

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1: A I’aide d’une intégration par parties, déterminez une primitive de la fonction
définie par arctan x.

Exercice 2 : En utilisant I’exponentielle complexe, déterminez une primitive de la fonction
définie par e** sin 3x.

. 1
Exercice 3 : Utilisez le changement de variable u = Et — 1 pour calculer :

-1
I:f — dr.
| 4dr-172

Exercice 4 : En utilisant le changement de variable u = sin x, calculez I’intégrale :

s
2 CoS x
I:f - — dx.
0 6-—5sinx+sin“x




Comparaisons locales

1. Comparaison de deux suites quand n tend vers I'infini

Soit (u,) et (v,) deux suites.

1.1 Définitions

e On dit que (u,) est dominée par (v,) s’il existe A > 0 tel que |u,| < A|v,)| pour tout n a
partir d’un certain rang.

notation : u, = O(v,) (lire u, grand O de v,).

. 9 N . N . . . un ,
Si v, ne s’annule pas a partir d’un certain rang, cela signifie que — est bornée.
n

e On dit que (u,) est négligeable devant (v,), ou que (v,) est prépondérante devant (u,) si,
pour tout £ > 0, il existe un rang ng tel que 1’on ait |u,| < &|v,| pour tout n > ny.

notation : u, = o(v,) (lire u, petit O de v,).
Si v, ne s’annule pas pour tout n > ng, cela signifie :

. u
lim |[Z]=0.
X—+00 V”
e On dit que u, et v, sont équivalentes si on a u, — v, = o(v,,).
Si g ne s’annule pas pour tout n > ny, cela signifie :

. u
lim [=]=1.
xX—+00 Vn)
notation : u, ~v, ou u, ~ v,.
+00

La relation ~ est transitive. Si ’on sait que u,, ~ v, et v, ~ w,, on en déduit que u, ~ v,.
+00 +00 +

(o) +0o
1.2 Exemples fondamentaux
Pourk>1,a>0,8>0,0ona:
K'=o() ; n% =0k ; (Innf = on®.
1.3 Propriétés des suites équivalentes
Pour calculer la limite d’une suite, on peut replacer une suite par une suite équivalente dans

un produit, un quotient, une puissance.

05" Attention a ne pas effectuer un tel remplacement dans une somme, ni dans une fonction
composée.

1.4 Formule de Stirling
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n! = (E)n V2rn

€

1 1
1+ E + O(Z):|
2. Comparaison de deux fonctions au voisinage d’un point

Soit f et g deux fonctions définies sur /, et xy un point, fini ou infini, appartenant a I, ou
extrémité de 1.

2.1 Définitions

e Ondit que f est dominée par g au voisinage de xj s’il existe A > 0 tel que |f(x)| < A |g(x)|
pour tout x d’un voisinage J de xg.

notation : f = O(g) (lire f grand O de f).

Si g ne s’annule pas sur J, cela signifie que ! est bornée sur J.
8

e On dit que f est négligeablefonction !negligeable @négligeable devant g, ou que g est
prépondérante devant f, au voisinage de x, si, pour tout £ > 0, il existe un voisinage J de
Xo tel que I’on ait | f(x)| < &|g(x)| pour tout x de J.

notation : f = o(g) (lire f petit O de f).
Si g ne s’annule pas au voisinage de x, cela signifie :

lim (@) =0
=0\ g(x)

e Ondit que f et g sont équivalentes au voisinage de xo, sion a f — g = 0(g).
Si g ne s’annule pas au voisinage de xg, cela signifie :

lim (@) =1
x| g(X)
notation: f~gouf~g.

La relation ~ est transitive. Si on sait que f ~ g et g ~ h, on en déduit que f ~ h.
X0 X0 X0 X0
2.2 Exemples fondamentaux
Au voisinage de +oco,on a :
(Inx)* =o(x*) et ¥ =0*) ot a>0, >0, y>0.
Au voisinage de O, on a :

Inx? = o(x*) ou a>0et B<0.

2.3 Propriétés des fonctions équivalentes

. hog
Si fi~gietfo~g, alors fifo~g1g et ANGE-L
X0 X0 X0 fz X0 gz

Si f~getsi lim g(x) =1, alors lim f(x)=1.
X0 X—X0 X—X
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N Des deux théorémes précédents, il résulte que, lorsque I’on a a chercher la limite
d’un produit ou d’un quotient, on peut remplacer chacune des fonctions par une fonction
équivalente, choisie pour simplifier le calcul.

Mais attention a ne pas effectuer un tel remplacement dans une somme, ni dans une fonction
composée.

2.4 Equivalents classiques

2

X . X
e —1~x ; sinx~x ; l—cosx~— ;

0 0 0 2
1n(1+x)3x ; tanxgx ; (1+x)“—lgax.

Sauriez-vous répondre ?

. . L, x"
Exercice 1 : Montrez que la suite de terme général u,, = — est absolument convergente
n!

vers 0 pour tout x.

1
Exercice 2 : Déterminez, si elle existe, la limite :  lim (cos x) tan’ x

X



Formules de Taylor

1. Formules de Taylor a valeur globale

1.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f une fonction de classe C"*! sur I, x et x des points de/.Ona:
(x (n+1)
J(x) = Pu(x) + f (nde,

(x;xo f'xo) + -+ (x xO) = f"(xo)

est I’approximation de Taylor alordre n;

o P,(x) = f(xo) +

et R,(x)= f (x f("”)(t) dr est le reste intégral d’ordre n.

1.2 Inégalité de Taylor-Lagrange
Soit f une fonction de classe C"*! sur 1. On suppose de plus qu’il existe A > 0 tel que, pour
tout x € 1, on ait [f"*V(x)| < A.
On obtient alors la majoration du reste :
I — xol**!

R.(x)| <A T

2. Etude locale des fonctions dérivables

2.1 Formule de Taylor-Young

Soit f une fonction dérivable sur / jusqu’a I’ordre n. Alors la fonction & définie au voisinage
de O par :

hn
S+ 1) = flxo) + hf (o) + -+ — F0(x) + H'e(h)

est telle que }lir% eh)=0

2.2 Développements limités

Soit f une fonction définie au voisinage de xy. On dit que f admet un développement limité
d’ordre n au voisinage de xp, s’il existe une fonction polyndme P, de degré inférieur ou égal
a n, et une fonction &, définies au voisinage de x telles que :

f(x) = Py(x) + (x — xp)"e(x) avec lime(x)=0

X—X0
P,(x) est la partie réguliére et (x — xp)"e(x) le reste.
Dans ce cas, on a des fonctions équivalentes :  f(x) ~ P,(x).
X0

N En posant x = xy + h, on peut toujours se ramener au voisinage de h = 0.
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2.3 Propriétés des développements limités

o Troncature

Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de O dont la partie réguliere est
n

P,(x) = Z a;x* etsi p < n, alors f admet un développement limité d’ordre p au voisinage

k=0
p

de 0 dont la partie régulicre est P,(x) = Z agx~.
k=0
e Unicité

Si f possede un développement limité d’ordre n au voisinage de 0, il est unique.

o Parité

Soit f une fonction admettant un développement limité d’ordre n au voisinage de 0, de partie
n

réguliere P,(x) = Z arx*. Si f est paire (resp. impaire), alors les coefficients a; d’indice
k=0

impair (resp. pair) sont nuls.

e Obtention d’un développement limité

La formule de Taylor-Young permet d’obtenir de nombreux développements limités.

5" Muis si f admet un développement limité d’ordre n (n > 2) au voisinage de xy, elle
n’admet pas forcément de dérivée seconde en Xxy.

2.4 Développements limités de base

n

(1+X)“:1+(Y%+~~+Q’(a’—1)...((l—n+l)x—‘+0(xn)
: n!
avec les cas particuliers :
1 11 1
@=3 V1+x=1+§x—§x2+ﬁx3+o(x3)
1
a=-1 =l-x+x2++(=1)"%" + o(x")
1+x
1 1 1
= —= :1—_ +_2__3+ 3
T2 Nres ¥R T et o)
ex:]+%+ .+_+0(xn)
) ! .,
cosx =1 —)26_!+...+(_1)p(;p)! +o(x2r+
x2 le’ )
= —_ p+1
chx—1+2!+ +(2p)!+0(x )
3 2p-1
i = _)C_ _1\p-!1 X 2p
T R
3 2p-1
th:x+x_+...+x—’+o(‘x2p)

3! 2p-1)
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1 2
tanx=x+-x + —x + o(xé)

3 15
thxzx—lx3+£x5+0(x6)
3 15
2 i3 |
1 1 — _ - - _1 n n+1
n(l+x)=x 2+3+ +( )n+1+0(x )
3 5 —1)?
arctan x = x— = + 4. szml + o(x*P*2)
3 5 2p+1
arcsinx:x+lx3+ix5+0(x6)
6 40
_r 15 35 6
arccos x = > X 6x 40x +o(x’)

2.5 Opérations sur les développements limités

Considérons deux fonctions f et g admettant des développements limités de méme ordre n
au voisinage de 0, de parties régulieres respectives A, et B,.

o Combinaison linéaire

Si A et u sont des réels, alors Af + ug admet un développement limité au voisinage de 0 dont
la partie réguliere est 1A, + uB,.

o Produit

fg admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0, dont la partie réguliere est
formée des termes de degré inférieur ou égal a n du produit A, B,,.

e Quotient

Si B, (0) # 0 (soit g(0) # 0), § admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0,

dont la partie réguliere est obtenue a partir de A,(x) X

en utilisant le développement
n

1
limité de au voisinage de 0.
1+u
o Composition

Si g o f est définie au voisinage de 0 et si f(0) = 0, alors g o f admet un développement limité
d’ordre n au voisinage de 0, dont la partie réguliere s’obtient en remplacant u dans B, (u) par
A,(x) et en ne gardant que les mondmes de degré inférieur ou égal a n.

o Primitive

Si f est continue, une primitive F de f admet le développement limité d’ordre n + 1, au voi-
sinage de 0, obtenu par intégration terme a terme de A, (x), le terme constant étant F(0).

o Dérivée

Si f admet des dérivées jusqu’a I’ordre n (n > 2) sur un intervalle ouvert / contenant 0, la

fonction f” admet un développement limité d’ordre n — 1 dont la partie réguliere s’obtient en
dérivant terme a terme celle du développement limité de f.
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5" Dans les opérations sur les fonctions, I’ordre des développements limités intermédiaires
doit étre choisi de facon cohérente. A chaque étape, examinez si le terme suivant aurait eu de
Uinfluence sur votre résultat.

Pour prévoir ['ordre d’un développement, il est aussi intéressant de mettre les
développements limités sous forme normalisée oui la premiére puissance de x a coefficient
non nul est mise en facteur.

3. Applications des développements limités

3.1 Recherche de limites

Pour obtenir une fonction équivalente a f(x) au voisinage de xy, on peut calculer un développement
limité de f(xo + h) pour & voisin de 0O, et retenir le premier terme non nul.

3.2 Allure locale d’une courbe

Si on peut écrire le développement limité au voisinage de xg :

fxo+h)=a+bh+ch +o(h) avec ¢ # 0,
la courbe représentative de f admet au point d’abscisse x( une tangente dont une équation est
y=a+b(x— xpy).
La position (locale) de la courbe par rapport a cette tangente est donnée par le signe de
k k
ch® =c(x—xp).

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Déterminez le développement limité 4 1’ordre n + 1, au voisinage de 0, de la
2

X"
fonction f définie par : f(x) = ln(l + X+ % oot — .
! n!
(1+ 0% —¢

Exercice 2 : Déterminez : lim
x—0 X



Equations différentielles linéaires

1. Equations différentielles linéaires du premier ordre

1.1 Définition

Elles sont de la forme :
Y +a(x)y = b(x) )]

ou a et b sont des fonctions données, continues sur un intervalle 7, a valeurs réelles ou com-
plexes.

1.2 Théorémes dus a la linéarité

e Toute solution de (1) est de la forme yp(x) + ys (x) ot yp(x) est une solution particuliere de
(1) et ys(x) la solution générale de 1’équation homogene associée :

Y +ax)y=0 2
e Les solutions complexes de (2) forment un K-espace vectoriel de dimension 1.

e Principe de superposition

En additionnant une solution particuliere de : Y +a(x)y = by(x)
et une solution particuliere de : Y +a(x)y = by(x)
on obtient une solution particuliere de : Y +a(x)y = bi(x) + by(x)

1.3 Résolution de I'équation homogene associée
Les solutions de I’équation (2) sont du type :
ys(x) = Ke™ W ol A(x) = f a(u) du est une primitive de a(x)

)
avec K constante arbitraire et xo élément quelconque de /.

1.4 Recherche d’une solution particuliere de (1) par la méthode de
Lagrange

y1 étant une solution non nulle de (2), on introduit une fonction auxiliaire inconnue K(x) telle
que y(x) = K(x) y;(x) soit solution de (1).

b
Ceci conduit a K'(x) = ) ce qui permet de calculer K(x) puis y(x).
V1

(x)
Cette méthode s’appelle aussi méthode de variation de la constante.

1.5 Résolution de I’équation (1) par la méthode du facteur intégrant

Considérons A(x) une primitive de a(x), et multiplions les deux membres de 1’équation
donnée par ™. L équation devient :
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ey (1) + ' a(x) y(x) = (' y(w) = AW ().

Apres un calcul de primitive, on aboutit a :

y(x) = e AW f ™ b(x) dx.

2. Equations différentielles linéaires du second ordre a
coefficients constants

2.1 Définition
Elles sont de la forme :
Y’ +ay +by = f(x) )

ol a et b sont des scalaires et f une fonction continue, a valeurs dans R ou C.

2.2 Théorémes dus a la linéarité

e Toute solution de (1) est de la forme xp(f) + x5 (f) ot xp(¢) est une solution particuliere de
(1) et xg(¢) la solution générale de I’équation homogene associée :

Y'+ay +by=0 )
e Les solutions complexes de (2) forment un K-espace vectoriel de dimension 2.

e Principe de superposition

En additionnant une solution particuliére de : Yy +ay +by = fi(x)
et une solution particuliére de : ' +ay +by = fo(x)
on obtient une solution particuliére de : Y +ay +by = fi(x) + fo(x)

2.3 Résolution de I'équation homogene associée
u La fonction x +— " est solution de (2) si, et seulement si, r vérifie I’équation caractéristique :
P +ar+b=0,
ce qui conduit a calculer A = a* — 4b.
e SiA # 0, ’équation caractéristique a deux racines distinctes 7| et r,. On a alors :
ys(x) = Ky et + Ky e,
ou K et K, sont des constantes quelconques.
e Si A =0, I’équation caractéristique a une racine double r(. On a alors :
ys(x) = (Ki x + K») e,
ol K et K, sont des constantes quelconques.

e Siaetb sont réels et si A < 0, I’équation caractéristique a deux racines complexes
conjuguées « =+ i. On a alors :

vs(x) = ™ (K cos Bx + K> sinBx),

ol K et K, sont des constantes réelles quelconques.
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N En physique, on utilise la forme :
K cosBx + K, sinf8x = A cos(Bx — @)

K K
avec A = ,/Klz I Kg, cosp = KI et sing = Kz (A est une amplitude et ¢ un déphasage.

2.4 Recherche d’une solution particuliere dans quelques cas
e Cas ou f(x) est un polynome P(x) de degré n

11 existe une solution particuliere de (1) sous la forme d’un polyndme de degré
n sib+0;
n+1 sib=0eta+0;
n+2 sia=b=0.

La recherche de cette solution se fait par identification.

e Cas ol f(x) = e P(x) avec P polynéme et k constante

On effectue le changement de fonction inconnue

() = e z(x)
ol z est une nouvelle fonction inconnue. En reportant y, y” et y” dans (1), on est conduit & une
équation en z du type précédent.
e Casou f(x) = e cosBx P(x) ou f(x) = e** sinBx P(x) avec « et S8 réels, et P polynome
a coefficients réels

Une solution particuliere est la partie réelle, ou la partie imaginaire, de la solution particuliere
obtenue pour 1’équation de second membre e ®"#*P(x).

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Sur un intervalle ne contenant pas 0, résolvez : x*y" + 3x%y = 0.

Exercice 2 : Sur un intervalle ne contenant pas 0, utilisez la méthode de variation de la
constante pour résoudre : x°y’ + 3x%y = 1.

Exercice 3 : Sur un intervalle ne contenant pas 0, utilisez la méthode du facteur intégrant
pour résoudre : x°y’ + 3x%y = 1.

Exercice 4 : Résolvez I’équation différentielle : y” — 2y’ +y = 2x*> — 8x + 5.

Exercice 5 : Résolvez I’équation différentielle : y" — 4y’ + 3y = 2x + 1) e*.



Séries numériques

1. Séries a termes réels ou complexes

1.1 Définitions

n
Soit (u,) une suite de nombres réels ou complexes. On note S, = Z Uy.
k=0
On dit que la série de terme général u, est convergente lorsque la suite (S,) est convergente
vers S. Sinon, on dit qu’elle est divergente.

+00
Dans le cas d’une série convergente, on note S = E Uy.
k=0

On dit que S est la somme de la série, que S, est la somme partielle d’ordre n et que

+00

R, = Z uy, est le reste d’ordre n.

k=n+1

Pourtoutn e N,ona § = §, + R, etil est équivalent de dire que la série Z u, converge ou
que lim R, = 0.

n—oo

1.2 Lien suite et série

Une suite (u,) converge si, et seulement si, la série Z(u,,+1 — u,) converge.

1.3 Condition nécessaire de convergence

Si la série Z u, converge, alors le terme général u, tend vers 0.

N Sile terme général u, ne tend pas vers 0, alors la série Z u, diverge. On parle de
divergence grossiere.
1.4 Espace vectoriel des séries convergentes

Si Z uy, et Z v, convergent et ont pour sommes respectives U et V alors, pour tous nombres

a et b, la série Z(aun + bv,) est convergente et a pour somme alU + bV.

1.5 Cas des séries complexes

Soit u, = a, + ib, avec a, € R et b, € R. La série complexe Z u, converge si, et seulement

si, les deux séries réelles Z a, et Z b, convergent, eton a :
+00 +o00 +00
Zun = Zan +ian.
n=0 n=0 n=0

1.6 Séries géométriques
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La série de terme général (réel ou complexe) u, = aq" est convergente (absolument) si, et
seulement si, |g| < 1 et on a alors :

2. Séries a termes positifs

2.1 Caractérisation
Si Z u, et Z v, convergent et ont pour sommes respectives U et V alors, pour tous nombres

a et b, la série Z(aun + bv,) est convergente et a pour somme alU + bV.

2.2 Théoreme de comparaison

Soit Z u, et Z v, deux séries telles que 0 < u,, < v, a partir d’un certain rang.
Si Z v, converge, alors Z u, converge.
Si Z u, diverge, alors Z v, diverge.

2.3 Utilisation d’équivalents

Soit Z u, et Z v, deux séries a termes > 0 telles que u, ~ v,.
+00

Les deux séries sont alors de méme nature, c’est-a-dire qu’elles sont convergentes ou diver-
gentes en méme temps.

0" Ce théoreme s’applique aussi a des séries a termes < 0, mais il n’est pas vrai pour des
séries quelconques.

2.4 Comparaison d’une série a une intégrale d’'une fonction mono-
tone

Soit f une fonction continue sur [0; +oo[ et croissante. On a alors :
k k

f(x)dx < fk) < f(x) dx
k-1 k-1

d’ou I’on déduit I’encadrement :

n n n+1
fo fodx< Y fk) < fl ) dx
k=1

qui permet d’étudier la nature de la série Z f(k) al’aide d’un calcul d’intégrales.

2.5 Séries de Riemann

1
Z — converge < a > l.
n(l

En particulier, la série divergente Z — est appelée série harmonique.
n
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3. Convergence absolue
3.1 Définition
Si Z |u,| converge, on dit que Z u, est absolument convergente.

3.2 Théoréme

Si une série est absolument convergente, alors elle est convergente et sa somme vérifie :

+00 +00

ONZE

n=0 n=0

I 14 réciproque est fausse.

4. Représentation décimale des réels

Pour tout x € [0; 1], il existe une unique suite d’entiers (a,) de [0; 9] telle que la série

+00

Z a, X 107" converge vers x.

n=1

Un nombre réel est décimal si, et seulement si, son développement décimal ne comporte que
des O a partir d’un certain rang.

Un nombre réel est rationnel si, et seulement si, son développement décimal est périodique.

Sauriez-vous répondre ?

2n+ 1

Exercice 1 : Etudiez la convergence de la série de terme général : u, = I3
n

. ch?
Exercice 2 : Quelle est la nature de la série de terme général u, = ln( =~ ) ?
cos 2
n

. . 1 1
Exercice 3 : Ftudiez la convergence de la série de terme général : u, = 7 sin (—)
n n



Rudiments de logique

1. Proposition logique

C’est un assemblage de lettres et de signes qui a une syntaxe correcte (le lecteur sait le lire),
une sémantique correcte (le lecteur comprend ce qu’il lit) et qui a une seule valeur de vérité :
vrai (V) ou faux (F).

Deux propositions seront considérées comme égales si elles ont toujours la méme valeur de
vérité.

2. Connecteurs logiques

A partir de propositions p, g, ... on peut former de nouvelles propositions définies par des
tableaux de vérité.

e Négation : non p (noté aussi —p)

p || nonp
1% F
F Vv

Conjonction : p et g (noté aussi p A q)

Disjonction : p ou g (noté aussi p V q)

Implication : p = ¢

Equivalence : p & ¢

Pl 4qg|petqpoug | p=qg|pgq
ViV Vv Vv Vv Vv
VIF F \%4 F F
F |V F \%4 Vv F
F|F F F Vv Vv

5" Le ou a un sens inclusif, a ne pas confondre avec le sens exclusif qui figure dans
<fromage ou dessert>.

3. Propriétés des connecteurs

non (non p) = p
non (p ou g) = (non p) et (non q)
non (p et g) = (non p) ou ( non q)

(p = q) = [(non p) ou q]
non (p = q) = [p et (non q)]

N La négation d’une implication n’est donc pas une implication.
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(p = q) = [(non g) = (non p)|

& Cette seconde implication est la contraposée de la premiére. Faites attention a I’ordre
des propositions.

(P =g =[p=getg= p|

N Pour démontrer une équivalence, on démontre souvent une implication et sa réciproque.

4. Quantificateurs

4.1 Notation

Les quantificateurs servent a indiquer la quantité d’éléments qui interviennent dans une pro-
position. On utilise :

le quantificateur universel VY
Vx signifie : pour tout x;

le quantificateur existentiel 3
dx signifie : il existe au moins un x.

4.2 Ordre

Si I’on utilise deux fois le méme quantificateur, I’ordre n’a pas d’importance. On peut per-
muter les quantificateurs dans des écritures du type :

VxeE VyeE p(x,y)

dxeE dyeE pxy)
Mais si les quantificateurs sont différents, leur ordre est important.
Dans I’écriture  Vxe€ E dyeE p(x,y) ydépendde x.
Dans I’écriture dye E Vxe E p(x,y) yestindépendantde x.

4.3 Négation
Lanégationde <« Vx € E x vérifie p > est < Jx € E tel que x ne vérifie pas p >.

Lanégationde <« dxe E xvérifie p> est<« Vxe€ E xne vérifie pas p >.

5. Quelques méthodes de démonstration

5.1 Déduction

Si p est vraie et si I’on démontre p = ¢, alors on peut conclure que g est vraie.

N Si la démonstration d’une implication vous résiste, pensez a examiner la contraposée.
Elle a le méme sens, mais il est possible que sa démonstration soit plus facile.
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5.2 Raisonnement par analyse-syntheése

Quand on a démontré p = ¢, on peut dire qu’on a fait I’analyse du probleme. On dit que p
est une condition suffisante pour que ¢ soit vraie.

Quand on a démontré ¢ = p, on peut dire qu’on a fait la synthese du probleme. On dit que
p est une condition nécessaire pour que ¢ soit vraie.

5.3 Raisonnement par I’absurde

Pour démontrer que p est vraie, on peut supposer que p est fausse et en déduire une contra-
diction.

5" Comme vous partez de non p, ne vous trompez pas dans la négation, en particulier en

ce qui concerne les quantificateurs.

5.4 Disjonction des cas

Elle est basée sur :
[(p = @) et (nonp = g)| = ¢

5.5 Exemples et contre-exemples

Beaucoup de propositions mathématiques sont de type universel. Dans ce cas,
— un exemple est une illustration, mais ne démontre rien,

— un contre-exemple est une démonstration que la proposition est fausse.

5.6 Raisonnement par récurrence
e Soit E(n) un énoncé qui dépend d’un entier naturel n.

Si E(0) est vrai, et si, quel que soit k > 0, 'implication E(k) = E(k + 1) est vraie, alors
I’énoncé E(n) est vrai pour tout entier 7.

e Ce principe a diverses variantes, par exemple :
si E(0) est vrai, et si, quel que soit k > 0, 'implication
|E@ et Eet ... et E() | = Etk+ 1)

est vraie, alors I’énoncé E(n) est vrai pour tout entier 7.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Exprimez sur le mode affirmatif une phrase synonyme d’une ancienne publi-
cité : «Si vous n’€tes pas moderne, alors vous n’étes pas client de la Société Générales.

Exercice 2 : Exprimez la négation de la proposition : <Dans la partie commerciale de
toute ville, a chaque carrefour il y a au moins une agence bancaire>>.

Exercice 3 : Démontrez que V2 est un nombre irrationnel.

. . 1
Exercice 4 : Montrez que pour tous réels x et y, on a : min(x, y) = 3 [x +y—lx— yl].

. < 1
Exercice 5 : Démontrez par récurrence que : Z(Zi -1} = 3 n(4n* - 1).

i=1



Ensembles

1. Notion d’ensemble

La notion d’ensemble est considérée comme primitive. Retenons que la caractérisation d’un
ensemble E doit étre nette, ¢’est-a-dire que, pour tout élément x, on doit pouvoir affirmer ou
bien qu’il est dans E (x € E), ou bien qu’il n’y est pas (x ¢ E).

On note @ ’ensemble vide, ¢’est-a-dire 1’ensemble qui ne contient aucun élément.

E et F étant des ensembles, on dit que E est inclus dans F si, et seulement si, tous les éléments
de E appartiennent aussi a F. Onnote E C F.

On dit aussi que E est une partie de F', ou que F contient E.
L’ensemble des parties de E se note P(E). Dire que A € P(E) signifieque A C E.

2. Opérations dans P(E)

Soit E un ensemble. A et B étant des parties de E, on définit :

e Le complémentaire de A dans E :

A={xeE; x¢A} notéaussi E\AouCzA.
e L’intersection de A et de B :
ANB={x€eE; xeAetxe€B}.

Si AN B = @, c’est-a-dire s’il n’existe aucun élément commun a A et B, on dit que les parties
A et B sont disjointes.

e Laréunionde Aetde B:
AUB={x€eE; xeAouxE€B}.

Ce <ou>> a un sens inclusif c¢’est-a-dire que A U B est I’ensemble des éléments x de E qui
appartiennent a I’une au moins des parties A et B.

e La différence ensembliste :
A\B={x€E; xcAetx¢ B =ANB.
o La différence symétrique :
AAB=(AUB)\(ANB)=(ANB)U(ANB).

AAB est ’ensemble des éléments qui appartiennent a une, et une seule, des parties A et B.
3. Propriétés des opérations dans P(F)
Pour toutes parties A, B et C de E, on a les propriétés qui suivent.
e Complémentaire
E=0 . @=E X:A . siA c Balors B C A.
e Lois de de Morgan
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ANB=AUB ; AUB=ANB.
e Réunion

AUB=BUA ; AUMBUC)=AUBUC

AUA=A ; AU@=A ; AUE=E.
¢ Intersection

ANB=BNA ; AnBNC)=ANBNC

ANA=A ; ANO=0 ; ANE=A
e Réunion et intersection

ANBUC)=(ANBUMANC)

AUBNC)=(AUB) N(AUC)
4. Produit cartésien

Le produit des ensembles A et B est I’ensemble, noté A X B, des couples (a,b) ou a € A et
beB.

= Attention, le couple (b, a) est différent du couple (a, b), sauf si a = b.

Plus généralement, le produit cartésien de n ensembles E; est :
E/x ---xE,= {(xl,...,x,,) cx1 €E,...,x, €E,).
SiE;=---=E, =E, onlenote E".

5. Recouvrement, partition

o Un recouvrement d’une partie A de E est une famille de parties de E dont la réunion
contient A.

e Une partition d’un ensemble E est une famille de parties non vides de E, deux a deux
disjointes, et dont la réunion est E.



Applications

1. Généralités

1.1 Définitions

Une application f de E dans F est définie par son ensemble de départ E, son ensemble d’ar-
rivée F, et son graphe I.

I" est une partie de E X F telle que, pour tout x € E, il existe un seul couple (x,y) € T.
L’élément y est I'image de x par f. On le note f(x).

E — F
= f(x)

Les applications de E dans F forment un ensemble noté 7 (E, F) ou FE.

L’application f se note : E L F ou f:

L’application identique de E est ’application de E dans E définie par x — x. On la note Idg.

1.2 Famille indexée

Soit E et I deux ensembles. On appelle famille d’éléments de E indexée par I toute applica-
tion de / dans E.

1.3 Fonction indicatrice d’une partie

o Définition

Soit A une partie de E. La fonction indicatrice (ou fonction caractéristique) de A est la fonc-
tion ¥4 de E dans E définie par :

Kax)=1 sixeA ; Ka(x) =0 six¢A.
e Théoreme

Kea=1-K4  Kanp=Kakp ; KFaup =¥a +¥p—Kakp.

1.4 Restriction, prolongement

Soit f une fonction de A dans F, et g une fonction de B dans F.

Si A C B et si, pour tout x de A, on a f(x) = g(x), on dit que f est une restriction de g, ou
que g est un prolongement de f.

1.5 Composition des applications

Soit E, F, G trois ensembles, f une application de E dans F, g une application de F dans G.
La composée de f et de g est I’application de E dans G définie par :

x> ().

On la note g o f. La composition des applications est associative.
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2. Images directe et réciproque

2.1 Définitions
Soit f une application de E dans F.

e Si A C E, on appelle image (directe) de A par f, la partie de F constituée par les images
des éléments de A :

fA) ={f(x); xeA}.

e Si B C F, on appelle image réciproque de B, la partie de E constituée par les x dont
I’image est dans B :

f B ={xeE; f(x)eB).

0" Astention  ne pas confondre avec la réciproque d’une bijection. Ici, on ne suppose rien
sur f.

2.2 Théorémes
Al C Ay = f(A)) C f(A2) ; BiC By = f'(B) C f(B)

J(A1UAy) = f(AD U f(A2) ;5 f(A1NA2) C f(AD)N f(A2)

A BIUB) = (B) UF By 5 f(BiNBy)=f'(B) Nnf (B

3. Applications injectives, surjectives, bijectives

3.1 Définitions

Soit f une application de E dans F.

e festdite injective (ou est une injection) si elle vérifie I’une des deux propriétés équivalentes :
VxeE VYx' €E x#x = f(x) # f(x)
¥YxeE VYx €E f) = f(xX)=x=x.

I Ne confondez pas avec la définition d’une application qui s’écrit :
VxeE VYx €E x=x = f(x) = f(x)
VxeE VYx' €E fx)# f(X) = x#x.

e f est dite surjective (ou est une surjection) si tout élément y de F est I’image d’au moins
un élément x de E, soit :

VyeF dxeE y=f(x).
e f est dite bijective (ou est une bijection) si elle est a la fois injective et surjective. Dans

ce cas, tout élément y de F est I'image d’un, et un seul, élément x de E. A tout yde F, on
associe ainsi un x unique dans E noté f~!(y). f~! est la bijection réciproque de f. On a donc :

x=fly)e=y=r,
ce qui entraine fof'=1Ide et f'of=Idg.

3.2 Théorémes
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Soit f une application de E dans F, et g une application de F dans G. On a les implications
qui suivent.

¢ Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.
e Si g o f estinjective, alors f est injective.
o Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

e Si g o f est surjective, alors g est surjective.

e Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective, et (go f)™! = f 1o g7l

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Soit f la fonction de R dans R définie par f(x) = sin x.
Déterminez f ({0}) et £~ ({0}).

Exercice 2 : Soit f I’application de R? dans R* définie par f(x,y) = (X, Y) avec :

X = x+y
Y = 2x+)°

f est-elle surjective ? injective ?



Relations

1. Relation binaire

1.1 Définition

Choisir une partie I' de E X E, c’est définir une relation binaire R sur E. Si (x,y) € I, on dit
que x et y sont en relation, et on note xRy.

1.2 Propriétés
Une relation binaire R, définie sur un ensemble E, est :
e réflexive si elle vérifie : VxeE xRx;
e symétrique si VxeE VYyeE xRy= yRx;
e antisymétrique si elle vérifie I’une des deux propriétés équivalentes :
VxeE VyeE (xRy et YRx) = x =1y,

VxeE VyeE (xRy et x #y) = non (yRx).
e transitive si elle vérifie :

YxeE VYyeE VYzeE (xRy et yRz) = xRz.

5" Attention, | ‘antisymétrie n’est pas le contraire de la symétrie. L’égalité est a la fois
symétrique et antisymétrique. Une relation peut n’étre ni symétrique, ni antisymétrique.

2. Relation d’équivalence

2.1 Définition

Une relation binaire R, définie sur un ensemble E, est une relation d’équivalence si elle est, a
la fois, réflexive, symétrique et transitive.

2.2 Classes d’équivalence

e Six € E, on appelle classe d’équivalence de x, modulo R, I’ensemble des y de E tels que
XRy.

e [’ensemble des classes d’équivalence de R constitue une partition de E.

e Réciproquement, si on se donne une partition de E, la relation < x et y appartiennent au
méme élément de la partition>> est une relation d’équivalence.

2.3 Exemples

e Si f est une application de E dans F, la relation binaire xRx" définie par
f(x) = f(x") est une relation d’équivalence dans E.

Les classes d’équivalence sont les images réciproques f’l({y}) des parties a un élément de

J(E).

e Congruence dans Z
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Soit n € N*. La relation binaire dans Z :
aRb <= ndivisea—-b = aetb ontle méme reste dans la division par n

est une relation d’équivalence. On la note a = b (mod n) ; lire : a congrue a b modulo n.

e Congruence dans R
Soit r € R*. La relation binaire dans R :
aRb < a-b=kr aveckeZ

est une relation d’équivalence.

N Vous connaissez déja les congruences modulo 2r dans la mesure des angles.

3. Relation d’ordre

3.1 Définitions

e Une relation binaire R, définie sur un ensemble E, est une relation d’ordre si elle est, a la
fois, réflexive, antisymétrique et transitive.
Notons la <.

e Une relation d’ordre < dans E est dite relation d’ordre total si deux éléments quelconques
x et y de E sont toujours comparables, c’est-a-dire sil’onax < youy < x.

Dans le cas contraire, I’ordre est partiel.

3.2 Exemples

< est un ordre total dans R. C est un ordre partiel dans P(E).

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Dans ]0; +co[, montrez que la relation R définie par :
xRy & xlny=ylnx

est une relation d’équivalence. Pour chaque x, précisez le nombre d’éléments de sa classe
d’équivalence.

Exercice 2 : Dans Rz, on définit la relation binaire :
(x1,¥1) < (x2,y2) & x1<y1 et <y

Montrez qu’il s’agit d’une relation d’ordre. Cet ordre est-il total ?



Calculs algébriques

1. Sommes et produits

1.1 Notations

Dans R, considérons une famille d’éléments ay, ..., a,.
n

On note cette famille (@;)1<i<n, la somme des termes Z a; ou Z a;, le produit des termes
i=1

1<i<n
n

[Taron []

i=1 I<i<n
Lorsque I’indice décrit, non plus {1, ..., n}, mais un ensemble fini /, on note de méme (a;);es,
Z Xi, l—[ Xi.

iel iel

En particulier, on utilise souvent I = {1,...,n} x {1,..., p} avec un indice noté i, j, ou ij.

1.2 Quelques propriétés

DGty = D i+ > v Y )=k )

I<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n
— . _n .
||(Xiyi)—||xi><||yi, ||(kxi)—k ||xi,
I<i<n I<i<n I<i<n I<i<n I<i<n
I<isn I<isn 1<j<p I<j<p  I<isn

1<j<p
1.3 Sommes usuelles

< nn+1) < nn+1)2n+1) 2(n+1)2
Zk= S ) R Zk3 —

k=1
n 1 n
1—x" )
= 1 six#1 ; Zxk:n+l six=1.
k=0 - k=0

05" Dans cette derniere somme, n’oubliez pas la discussion sur x.

.
Pour n € N* at-b"=(a->b) Z ap1k

2. Formule du binﬁme_
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2.1 Coefficients binomiaux

e Pour n € N*, on définit n! (lire : factorielle n) comme le produit des n premiers nombres
entiers. On pose aussi, par convention, 0! = 1 pour que les formules qui suivent n’aient pas
d’exception.

e Le coeflicient binomial (n) est défini par :

()= 75—

2.2 Propriétés
=62 (=5 G () ===, )

-1 -1
La relation (n) = (n ) + (n | ) permet de construire le triangle de Pascal.
p p p-

2.3 Formule du bindme

n

@by = (1) a b

k=0
3. Systemes linéaires

3.1 Définitions

e Un systeme de n équations linéaires a p inconnues, a coefficients dans K = R ou C, est de
la forme :

app Xy -+ apXx, b]
($) :
Aui Xy + -+ ap,x, = b,.
Les coefficients a;; et les seconds membres b; sont des éléments donnés de K.
Les inconnues xi, ..., x, sont a chercher dans K.
e Le systeme homogene associé est le systeéme obtenu en remplacgant les b; par 0.

e Une solution est un p-uplet (xi,...,x,) qui vérifient (§). Résoudre (), c’est chercher
toutes les solutions.

Un systeme est impossible, ou incompatible, s’il n’admet pas de solution.

Deux systémes sont équivalents s’ils ont les mémes solutions.

3.2 Opérations élémentaires sur les lignes

e [’addition d’un multiple d’une ligne a une autre ligne se code : L; < L; + aL;.
e La multiplication d’une ligne par un scalaire non nul se code : L; < a L;;

e [’échange de deux lignes se code : L; <> L;.

3.3 Systemes en escalier
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o Définition

Un systeme () est en escalier, ou échelonné, si le nombre de premiers coefficients nuls suc-
cessifs de chaque équation est strictement croissant.

e Réduction

Quand un systeme contient une équation du type :
Ox;+---+0x, =0,

sib # 0, le systeme est impossible ;

si b = 0, on peut supprimer cette équation, ce qui conduit au systéme réduit.

3.4 Méthode du pivot de Gauss

En permutant éventuellement deux inconnues on peut supposer que la premiere colonne de
coeflicients n’est pas nulle.

En permutant deux lignes si nécessaire, on peut supposer aj; # 0.

. . a; e . .
Pour i > 1, les transformations L; « L;— —”Ll éliminent I’inconnue x; dans les lignes autres
ann
que L;.
Le terme a); est le pivot de 1’étape de 1’algorithme.

En réitérant le procédé€, on aboutit a un systéme triangulaire.

Sauriez-vous répondre ?

1 _a+ b N c
kk+ D(k+2)  k k+1 k+2
1

Déduisez-en une expression simplifiée de S = _—
; k(k+ 1)(k+2)

Exercice 1 : Déterminez a, b et c tels que

n

2
Exercice 2 : Soit n € N. Calculez Z [(n)} .
p=0 p

Vous pouvez :
—soit partirde (1 +x)"(1+x)" =1+ x)*" avec la formule du binome,
— soit compter les parties a n éléments dans un ensemble a 2n €léments (cf. fiche 36).

Exercice 3 : Résolvez le systeme linéaire :
3x-5y+z
) x+2y-3z
Sx—12y+ 5z

I
— N

I
—_



Nombres complexes

1. Forme algébrique

1.1 Définitions
Tout nombre complexe z s’écrit, de maniere unique, sous la forme algébrique z = x + iy avec
x et y réels, i étant un nombre complexe particulier tel que i* = —1.

Le réel x s’appelle la partie réelle de z, et se note Re ().
Le réel y s’appelle la partie imaginaire de z, et se note Im (z).
Siy =0, alors zestréel,d’ou Rc C.

Si x = 0, alors z est un imaginaire pur.

I Ep physique, on note z = x + jy pour ne pas confondre avec la notation d’une intensité.

1.2 Egalité

Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont méme partie réelle et méme
partie imaginaire.

05" Astention, il n’y a pas d’inégalités dans C. N’écrivez jamais qu’un nombre complexe

est positif, ou négatif. Cela n’aurait aucun sens.

1.3 Opérations dans C

Soit z = x +iy et 7/ = x" + iy’. On définit I’addition et la multiplication dans C par :

z+7 =(x+xX)+iQy+Y) ;5 zZ =X —yp)+i(xy + x'y).

1.4 Plan complexe
Soit (0, %,V) un repére orthonormal du plan.

L’application qui, a tout nombre complexe z = x + iy, fait correspondre le point M de coor-
données (x, y) est une bijection. M est I'image de z, et z ’affixe de M.

L affixe du vecteur @ + 8V est le nombre complexe z = a + iB.

Si z4 et zp sont les affixes de A et B, le vecteur ABa pour affixe zz — z4.

La somme des nombres complexes correspond a I’addition des vecteurs.

2. Conjugué d’un nombre complexe
2.1 Définition

Le conjugué du nombre complexe z = x + iy est le nombre complexe 7 = x — iy.

5" Astention, vérifiez bien que x ety sont réels.

2.2 Images
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Les images des nombres complexes z et Z sont symétriques par rapport a I’axe des abscisses.

2.3 Propriétés

= _ . 7 _ = . Tz . ) _
2=z ; z+7Z=z+7 ; zw=727 ; - | =
z

NI

z+7=2Re(z) ; zestimaginaire pur si, et seulement si, z = —Z.

z—z=2iIm(z) ; zestréelsi,etseulement si, z = Z.

1
2.4 Application au calcul de —
b4

- . . o 1 z -
Comme 7z = x*> + y* est réel, on obtient la forme algébrique de —, ou de “Len multipliant le
Z 22
numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénominateur.

3. Forme trigonométrique

3.1 Module d’'un nombre complexe
o Définition
Le module de z = x + iy (ou x € R et y € R) est le nombre réel positif

VzZ = 4/x* +y%. On le note |z|, ou p, ou r.

Si M est I’affixe de z, |z| est la longueur OM.

e Propriétés

Le module d’un nombre complexe a les mémes propriétés que la valeur absolue d’un nombre
réel.

lz2l=0=2z=0 ; Re@I<lzl ; [Mm@I<Iz;
llzl = 11| < le = 21 < Jel + 1]

z lz

lzZ| = 1l 1Z] 5 1" = 2" pour neN ; |=|= = si 7 #0.
7]
3.2 Forme trigonométrique
Tout nombre complexe non nul z s’écrit sous
forme trigonométrique : Y [ r M
I
z=p(cosf+1isinf) avec p> 0. |
p = |z| est le module de z. : |
I
0 est un argument de z. On le note arg z. Il est " A ]
. I
défini, modulo 2, par : 4 i
x . al w
cosf=2 et sing=2 - ! “
p p

3.3 Propriétés de I'argument d’un nombre complexe non nul
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Les égalités suivantes ont lieu a 2k pres (avec k € Z) :
arg (z7') =argz+arg7 ; arg(d")=nargz avec n€Z;
2) ) ’
arg(—|=-argz ; arg|(— |=argz—arg?.
Z Z
4. Equation du second degré

4.1 Résolution

e Pour résoudre une équation du second degré a coefficients complexes :
(E) az? +bz+c=0 avec a#0,

on calcule le discriminant A = b* — 4ac.

e On calcule les nombres complexes +6 tels que 6% = A.

. -b+o
e Lesracines sont : .

4.2 Racine carrée d’'un nombre complexe

e Pour déterminer les racines carrées d’un nombre complexe z = a + ib, il est commode de
procéder par identification, c’est-a-dire de chercher les réels « et 3 tels que (e +iB8)* = a +ib.

o [’égalité des parties réelles et des parties imaginaires donne :
?-p=a et 2aB=bh.
o [’égalité des modules conduit a :
o +p% = Va? + b2

On en déduit o et 82, puis @ et 8 en utilisant le fait que @ 3 est du signe de b.

4.3 Somme et produit des racines
Les deux racines z; et zp de 1’équation (E) vérifient :
S=zg+n=-—- P:Z]Z2=£’
a a
N En cas de trou de mémoire, vous pouvez retrouver ces formules en partant de :
az* +bz+c=az-2)z—-2)

et en développant le second membre.

5. Exponentielle complexe

5.1 Nombres complexes de module 1
L’ensemble U des nombres complexes de module 1 a pour image dans le plan complexe le
cercle trigonométrique.

Soit z € U. Si # est un argument de z, on a z = cos  +isiné.

On convient de noter cos § + isin6 = e'.

5.2 Formule de Moivre
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YOeR VneZ (cos @ +isin )" = cosnb + isinno,

ce qui s’écrit avec la notation précédente : (') = .

5.3 Formules d’Euler

Pour tout réel x et tout entier n, on a :

eix + e—ix ) eix _ e—ix
COS X = ——— s SINX = ————
2 ’ 2i
einx + e—inx ] einx _ e—inx
cosnx = ——— ,  SInnx = -
2 ’ 2i

N> on peut utiliser ces formules pour linéariser des polyndomes trigonométriques.

5.4 Exponentielle complexe

e Définition

On définit I’exponentielle du nombre complexe z = x + iy par :
e‘ =e"e” =e"(cosy +isiny).

e Equation ¢’ =a

Le nombre complexe e° a pour module e*, et pour argument y.

Si a est un nombre complexe non nul donné, les solutions z = x + iy de I’équation ¢° = a
vérifient donc :
e’ =la|l ety=arg(a).

e Propriétés

VzeC V7 €C efe’ = e,
n

VzeC VneZ e’) = e,

. . . d
Si z est une constante complexe et ¢ une variable réelle, on a : &(ez’ ) =ze¥.

’

= = &V =1 e z7-7 €2inZ

5.5 Retrouver des formules de trigonométrie
o Apartirde e?e? =@ soit:

(cosa + isina)( cosb +isin b) = cos(a + b) +isin(a + b)
en égalant les parties réelles et les parties imaginaires, on retrouve :

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb ; sin(a + b) = sinacosb + cosasinb.

e Transformation de acost + bsint

b
En posant A = Va2 + b2, le point (%; Z) appartient au cercle trigonométrique.
Il existe donc un angle ¢ tel que :
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a . b
- ) Slngo: - ...
Va? + b? Va2 + b?

On obtient donc la transformation :

cosp =

acost+bsint:A[cosgpcost+sint,osint] = Acos(t — ¢).

N Laddition des deux signaux acost et bsint est donc un signal d’amplitude A et de
déphasage ¢.

6. Racines n-iemes d’'un nombre complexe

6.1 Racines n-iemes de I'unité
e Description des racines

Soit U,, ’ensemble des racines n-iemes de 1, c’est-a-dire I’ensemble des nombres complexes
ztelsque 7’ =1.0na:

2k 2k
U, = {ug,u1,...,u,—1} avec uy = cos(—ﬂ) +1i sin(—ﬂ) = (ul)k.
n n

e Propriété
=il

S

Up = 0.
k=0

6.2 Racines n-iemes d’'un nombre complexe non nul

e Tout nombre complexe non nul a = p (cos § + i sin #) possede n racines n-iemes :

% = {/ﬁ(cos

e A partir de ’'une d’entre elles, on peut les obtenir toutes en la multipliant par les éléments
de U,.

avec ke{0,...,n—1}.

0+2knr .. O+2kn
+1isin )

7. Nombres complexes et géométrie plane

7.1 Distances et angles

Soit A, B et C trois points deux a deux distincts, d’affixes respectifs a, b et c.

e |a — b|estlalongueur AB; arg (b — a) est une mesure de 1’angle (7,@).

b-a

c—a

AB
a pour module i et pour argument une mesure de 1’angle (R , fﬁ).
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7.2 Applications

-a ,
est un réel.
c—a

e Les points A, B et C sont alignés si, et seulement si,

—-a . .
est un 1imaginaire pur.
c—a

o AB et AC sont orthogonaux si, et seulement si,

7.3 Transformations géométriques

a = ap +iay et b = by + ib, sont deux nombres complexes donnés.

73

e L’application de C dans C : z — z + b, se traduit sur les images par la translation de

vecteur bW + by V.

e Sia # 1,’application de Cdans C: z — az+ b, se traduit sur les images par la similitude

de rapport |a|, d’angle arg a, et dont le centre €2, a pour affixe zg = I :
-a

Cette transformation est la composée, dans n’importe quel ordre, de la rotation de centre Q2

et d’angle arg a, et de I’homothétie de centre Q et de rapport |a.

e L’application de Cdans C: z > Z, se traduit sur les images par la symétrie axiale d’axe Ox.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1:Onpose:z = 1+i,20= V3+ietz=22.
Ecrivez z sous forme algébrique.
Exercice 2 : Reprenez ’exercice 1 et écrivez z sous forme trigonométrique.

11 11
Déduisez-en la valeur exacte de cos (1—;) et sin (1—;)

Exercice 3 : Résolvez dans C I’équation (E) : (1 + i)z2 -7+ 131))z+2+60i =0.

n

Exercice 4 : Calculez A = Z cos(kt).
k=0

Exercice 5 : Calculez B = Z (Z)cos(kx).
k=0

Exercice 6 : Soit a et b deux réels distincts et n € N*. Résolvez dans C 1’équation :

z-a)"-@-b"=0  (E)

Exercice 7 : Déterminez I’ensemble des points M d’affixe 7 tels que les images de 1, z et

1 + z% soient alignées.

Exercice 8 : Décrivez la transformation du plan qui associe au point M d’affixe z le point

M’ d’affixe 7 telle que 37" =iz + 1 + 3i.



Pl  Arithmétique dans Z

1. Divisibilité dans Z
1.1 Divisibilité

e Si(a,b) € Z X Z,ondit que b divise a si, et seulement si, il existe g € Z tel que a = bq.
On dit que a est un multiple de b, ou que b est un diviseur de a.

e La relation de divisibilité est une relation d’ordre partiel dans N.

1.2 Nombres premiers

e Un entier p est premier si p < 2, et si ses seuls diviseurs sont 1 et p.

e Il y aune infinité de nombres premiers.

e Sinn’est divisible par aucun nombre premier inférieur ou égal a Vn, alors il est premier.

e Tout entier n, avec n < 2, s’écrit de fagon unique comme produit de nombres premiers.

N Les nombres premiers jouent un grand role, en particulier en cryptologie. Le plus grand
actuellement connu date de 2008 et comporte 12978 189 chiffres. Mais tout record est destiné
a étre battu !

1.3 Division euclidienne
Pour tout (g, b) € Z x N*, il existe un élément unique (¢, r) € Z X N tel que :
a=bg+r avec 0<r<b.

q est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.

2. PGCD
2.1 Définition

e Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. L’ensemble des nombres de N* qui divisent a la
fois a et b, admet un plus grand élément d, pour la relation d’ordre de divisibilité.

C’est le plus grand commun diviseur de a et de b. On le note pGep (a, b) ,oua V b.

e Sia et b sont décomposés en produits de nombres premiers, leur pGep est le produit de
tous ces nombres premiers avec, pour chacun, la puissance la plus faible.

e La définition se généralise pour un nombre fini d’entiers.

2.2 Algorithme d’Euclide

Si g, et r; sont le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b, on a :
avVb=bVv ry.

On recommence avec b et r;. Le dernier reste non nul de ce processus est le pGep de a et de b.

2.3 Nombres premiers entre eux
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e SiaV b =1,onditquea et b sont premiers entre eux.

e Si on considere un nombre fini d’entiers, on distingue :
— premiers entre eux dans leur ensemble : a; V... Va, =1;
— premiers entre eux deux adeux :a; Va; = 1sii# j.

) a . S

e Soitr = 5 un nombre rationnel. Si d désigne le pGep de a et de b, onaa = da’ et b = db’,
) . a , e

avec @’ et b’ premiers entre eux. On peut alors écrire r = b C’est la forme irréductible de

r.

2.4 Relation de Bézout

Pour que deux entiers relatifs non nuls a et b soient premiers entre eux, il faut, et il suffit,
qu’il existe u et v dans Z tels que :

au +bv = 1.

On obtient u et v avec I’algorithme d’Euclide.

3. PPCM

3.1 Définition

e Soita et b deux entiers relatifs non nuls. L’ensemble des nombres de N* qui sont multiples
ala fois de a et de b, admet un plus petit élément m, pour la relation d’ordre de divisibilité.

C’est le plus petit commun multiple de a et de b. On le note ppcM (a, b) , oua A b.

e Si a et b sont décomposés en produits de nombres premiers, leur pGep est le produit de
tous ces nombres premiers avec, pour chacun, la puissance la plus élevée.

3.2 Théoreme
(avb)x(anb)=lab|.

3.3 Lemme de Gauss

Soit a, b, c trois entiers relatifs tels que a divise bc, et a premier avec b.
Alors a divise c.

4. Congruences

4.1 Définition
Soit n € N*. La relation binaire dans 7Z :

a et b ont le méme reste dans la division parn <= n/(a — b)

se note @ = b (mod n) ; lire : a congrue & b modulo 7.

4.2 Opérations
Sia = a; (mod n) et b = by (mod n), alors :

a+b=a;+ by (mod n) ; ab = a;by (mod n).

4.3 Petit théoréme de Fermat
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Soit p un nombre premier. Pour tout entier a, on a :

a? = a (mod p).

5. Valuation p-adique

5.1 Définition

e Soit p un nombre premier et n un entier non nul. La valuation p-adique de n est le plus
grand entier k tel que p divise n. On la note v, (n).

e Sin =0, on convient que v,(0) = +co pour tout nombre premier p.

5.2 Propriétés

e Sila décomposition de n # 0 en facteurs premiers est n = p{' p5* ... p/*, alors v, (n) = a;
pour 1 < i< ketvy(n) = 0sip estdistinct des p;.

e Pour m et n entiers, m divise n si, et seulement si, v,(m) < v,(n) pour tout nombre premier
p-
e Pour m et n entiers non nuls, on a :

vp(mV n) = min (v,,(m), v,,(n))

vp(m A n) = max (vp(m), vp(n))

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1

1. Démontrez que 143 et 100 sont premiers entre eux.
2. Déterminez tous les couples (u, v) d’entiers relatifs tels que :
143u+100v = 1.

Exercice 2

a et b étant deux entiers naturels non nuls, on note d leur pGep et m leur prcm. Déterminez
tous les couples (a, b) vérifiant le systeme :

m = d?
m+d = 156
a > b

Exercice 3

Quel est le nombre de chiffres de 1’écriture décimale de n = 201320149
Quel est le dernier chiffre de cette écriture ?



Structure de groupe

1. Lois de composition interne

1.1 Définition
Une loi de composition interne sur un ensemble E est une fonction de E X E dans E.

Aun couple (x,y), on associe donc un élément, noté x *y, ou x+y, ou xy, .. ., appelé composé
de xetdey.

1.2 Propriétés
o Une loi de composition interne * sur E est :
associative si :
VxeE VyeE VzeE (xxy)xz=xx(y*2);
commutative si :
VxeE VyeE X*¥Yy=Yy*X.

Elle admet un élément neutre e si :
VxeE Xxe=e*xX=AX.
IS Attention, e ne dépend pas de x.

Si I’élément neutre existe, il est unique.

e Un élément x est inversible, ou symétrisable, s’il existe x” tel que :
xxxX =x xx=e.

x" est dit alors inverse, ou symétrique, de x.

e Si * et T sont deux lois de composition interne de E, on dit que * est distributive par
rapport a T, sil’on a toujours :

x# (yTz) = (x* y)T(x *2) et OT2) *x = (y*x0)T(z * x).
2. Groupes

2.1 Définitions
e Un ensemble non vide G, muni d’une loi de composition interne *, est un groupe si :

— la loi est associative ;
— il existe un élément neutre ¢ ;

— tout élément de G posséde un symétrique dans G.
o Si, de plus, la loi est commutative, on dit que le groupe est commutatif, ou abélien.

e Dans un groupe, tout élément est régulier (ou simplifiable), c’est-a-dire que I’on a tou-
jours :

x*y:x*z:}y:z , y*X=Z*X:>y=Z.

e Généralement, un groupe est noté additivement ou multiplicativement.
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Le symétrique x’ de x est alors noté —x dans le premier cas, x~' dans le second.

Le composé de n fois le méme élément x est alors noté nx dans le premier cas, x" dans le
second.

2.2 Exemples usuels

e Les ensembles de nombres Z, Q, R, C sont des groupes additifs.
e Les ensembles de nombres Q*, Q}, R*, R}, C* sont des groupes multiplicatifs.

e L’ensemble U des nombres complexes de module 1 et I’ensemble U, des racines n-iémes
de I’unité sont des groupes multiplicatifs.

2.3 Sous-groupes

e Une partie stable H d’un groupe G est un sous-groupe de G si la restriction a H de la loi
de G y définit une structure de groupe.

e Pour qu’une partie non vide H d’un groupe G soit un sous-groupe de G, il faut et il suffit
que :

VxeH Vye H xy€eH;
Vxe H x'eH.

ou encore :
Vxe H VyeH xy'eH.

e Les sous-groupes du groupe additif Z sont les ensembles :
nZ={nx ;x€Z} ou neN.

e L’intersection d’une famille de sous-groupes est un sous-groupe de G.
3. Groupe symétrique

Soit £ un ensemble fini a n éléments, avec n < 1.

3.1 Définitions

L’ensemble Sk des bijections de E, muni de la loi de composition des applications, est un
groupe appelé groupe des permutations (ou substitutions) de E.

Le groupe des permutations de I’intervalle [1, n]] de N est appelé groupe symétrique d’ordre
netnoté S,,.

3.2 Décomposition d’'une permutation en produit de cycles

o Définition

Un cycle (ou permutation circulaire) d’ordre p est une permutation o de E qui laisse inva-
riants n — p €léments de E, et telle que I’on puisse ranger les p éléments restants (ay, ..., a,)
de maniere que :

ola)=ay, o@m)=as, ..., o(ap-1) =a,, oay) =aj.
On note o = (ay, ..., a,).
Les éléments {ay, . ..,a,} constituent le support de o.

e Théoreme
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Toute permutation de E est décomposable en produit de cycles a supports disjoints, deux
cycles quelconques étant permutables.

Cette décomposition est unique a 1’ordre pres.

3.3 Signature d’une permutation
¢ Transposition

On appelle transposition de E une permutation de E qui échange deux éléments de E, et qui
laisse invariants tous les autres. C’est donc un cycle d’ordre 2.

e Parité d’une permutation

Toute permutation de E est décomposable en un produit de transpositions. Cette décomposition
n’est pas unique, mais, pour une permutation donnée, la parité du nombre de transpositions
est fixe.

Si ce nombre est pair, on dit que la permutation est paire.

Si ce nombre est impair, on dit que la permutation est impaire.

e Signature

La signature d’une permutation o est le nombre, noté (o), égal a 1 si o est paire, a —1 si o

est impaire.

N Pour déterminer (o), la méthode la plus rapide consiste a décomposer o en produit
de cycles, en sachant qu’un cycle d’ordre p peut se décomposer en p — 1 transpositions.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Démontrez que la réunion de deux sous-groupes de G est un sous-groupe de
G si, et seulement si, I’un est inclus dans I’autre.

Exercice 2 : Déterminez la signature de la permutation :

1 23 45 6 78 9 10
6 8 31 2 4 7 9 10 5

o =



¥¥] Structures d’anneau et de corps

1. Structure d’anneau

1.1 Définition

Un ensemble A, muni d’une loi notée + (dite addition) et d’une loi notée X (dite multiplica-
tion), posséde une structure d’anneau pour ces opérations si :

e A possede une structure de groupe commutatif pour 1’addition ;
o La multiplication est associative et posséde un élément neutre ;
e La multiplication est distributive a gauche et a droite par rapport a 1’addition.

Si la multiplication est commutative, 1’anneau est dit commutatif.

1.2 Exemples usuels.

Les ensembles de nombres Z, Q, R, C sont des anneaux pour les opérations habituelles.

1.3 Regles de calcul

n

x(zyi)=zn:xyi ; (;y,-)ngyix.

i=1 i=1

Dans un anneau commutatif, pour toutn € N,on a :

(x+y)" = Z (Z) K yrk (formule du binéme),
=0

n—1
¥ =y = (x-y) )
=0

N Silanneau n’est pas commutatif, ces formules restent vraies pour des éléments permu-
tables, c’est-a-dire tels que xy = yx.

1.4 Sous-anneau

e On dit qu’une partie B d’un anneau A, stable pour + et X, est un sous-anneau de A, si
la restriction a B des deux lois de A y définit une structure d’anneau, avec le méme élément
neutre pour X que dans A.

e Pour qu’une partie B d’un anneau A soit un sous-anneau de A, il faut et il suffitque 14 € B
et:

YxeB VyeB x—y€eB et xyeB.
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2. Structure de corps

2.1 Eléments inversibles d’'un anneau

Si A est un anneau non réduit a {0}, I’ensemble de ses éléments inversibles (c’est-a-dire les
éléments qui admettent un symétrique pour la multiplication) est un groupe multiplicatif.

2.2 Corps

Un corps est un anneau non réduit a {0} dont tous les éléments, sauf 0, sont inversibles. Il est
dit commutatif si I’anneau est commutatif.

Dans cet ouvrage, tous les corps seront supposés commutatifs, sans avoir besoin de le préciser
a chaque fois.
2.3 Sous-corps

On dit qu’une partie L d’un corps K, stable pour + et X, est un sous-corps de K, si la restriction
a L des deux lois de K y définit une structure de corps, c’est-a-dire si c’est un sous-anneau,
et si I’'inverse d’un élément non nul de L reste dans L.

Pour qu’une partie non vide L d’un corps K soit un sous-corps de K, il faut et il suffit que
1 €L etque:

VxeL VYyelL x—yeL et xyelL
Vxel* x'elL ot L* =L\ {0}

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Soit A un anneau commutatif. On dit qu’un élément x est nilpotent s’il existe
n € N tel que x" = 0.

a) Montrez que, si x est nilpotent, alors 1 — x est inversible.
b) Montrez que, si x et y sont nilpotents, alors xy et x + y le sont aussi.



Polynémes

1. Généralités

1.1 Définitions

o Un polyndme a coefficients dans K = R ou C, est une suite de valeurs a; de K, nulle a
partir d’un certain rang p. Un tel polyndme se note P, ou P(X) :

PX)=ay+ a1 X +---+apX’.
Les nombres a; sont les coefficients du polyndme P.

e Si P # 0, le plus grand entier p tel que a, # O est le degré du polyndme P. On le note
d°P, ou deg P.

a, est le coefficient dominant de P. Lorsque a,, = 1, le polyndme est dit unitaire, ou norma-
lisé.

e Pour le polyndme nul P = 0, on convient de poser d°P = —co.

e [’ensemble des polyndmes a coefficients dans K, se note K[X].

e On note K, [X] I’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

1.2 Structure algébrique

Soit P = Z aXetQ= Z b; X/ deux éléments de K[X], et 1 € K.
i=0 j=0
o Addition de deux polyndomes

p
P+Q-= chX" avec r = max (m, n) et ¢ = ai + by.
k=0

Ona:d°(P+ Q) <max(d°P,d°Q).Sid°P # d°Q, il y a égalité.

e Produit par un scalaire
n

ap:Zua[)x'. Sid#0,0na:d(1P)=dP.
i=0

e Produit de deux polynomes

m+n

PO = ;dek avec d; = Z aib;.

i+j=k

Ona:d°(PQ) = d°P +d°Q.

o Composé de deux polynomes

Le polynéme composé de Pet Qest: Po Q = Z a;Q'. Ona d°(PoQ)=d°Pxd°Q.
=0

On écrit souvent P (Q) au lieu de P o Q.
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1.3 Fonctions polynomiales

n

P= Z a; X' étant un polynéme de K[X], la fonction polynomiale associée a P est I’applica-
i=0

tion P, de K dans K, définie par :

x P(x) = ia,- X

i=0

;5 Puisque K est infini, vous pouvez confondre sans risque P et P.

2. Division dans K[X]

2.1 Divisibilité

e SiA = BQ (avec Q € K[X]), on dit que A est un multiple de B, ou que B est un diviseur
de A.

e On dit que A et B sont des polyndmes associés lorsque A = A B, avec 1 € K".

2.2 Division euclidienne

Soit A et B deux polyndmes de K[X], avec B # 0. Il existe des polyndmes uniques Q et R
dans K[X], tels que :

A=BQO+R avec d°R < d°B.

On dit que Q est le quotient, et R le reste, dans la division euclidienne de A par B.

3. Dérivation dans K[X]
3.1 Polynéme dérivé

n
o P= Z a; X' étant un polynéme de K[X], son polyndme dérivé est :

i=0
n

P = Ziai X!

i=1
e Les propriétés de la dérivation des polyndomes sont les mémes que celles de la dérivation
des fonctions.
3.2 Formule de Leibniz
P et Q étant deux polyndmes, la dérivée n-ieme de leur produit est :
n
) _ n\ k) An—k)
PO = Y () P 0.
k=0
3.3 Formule de Taylor polynomiale

Si P est de degré n, en écrivant la formule de Taylor jusqu’a 1’ordre n, le reste (cf. fiche 11)
est nul.

(i)
p=> D gy

i
i=0 L
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4. Racines d’un polynéome

4.1 Définition
e Les racines, ou zéros, d’un polyndme P sont les racines de 1’équation P(x) =

e Un z€ro a de P est dit d’ordre k, ou de multiplicité k (avec k € N¥), si @ est racine d’ordre
k de I’équation P(x) = 0. Cela signifie qu’il existe Q € K[X] tel que P = (X — @)*Q avec
QOa) # 0.

4.2 Caractérisation

e Un zéro a de P est d’ordre au moins k si, et seulement si :
P@)=P(a)=-=P*Va)=0

e L’ordre est égal a k si, en plus, P(k)(a) + 0.

4.3 Polynéme scindé

Un polynéme P de K[X] est scindé s’il s’écrit comme produit de polyndmes de degré 1, soit :

p
P=a, l_[(X - al-)k".
i=1

5. Décomposition d’un polynéome

5.1 Théoréme de d’Alembert-Gauss

Tout polynéme de C[X] a au moins une racine dans C.

On en déduit qu’un polynéme de C[X], de degré n, a exactement n racines dans C, en comp-
tant chaque racine autant de fois que son ordre de multiplicité.

5.2 Polynoéme irréductible

Un polyndme P de K[X] est irréductible si d°P > 1, et s’il n’est divisible que par les po-
lyndmes associés a 1 et a P.

5.3 Décomposition d’un polynéme en facteurs irréductibles

e Tout polyndme de degré > 1 se factorise en un produit d’un élément de K* et de polynémes
irréductibles unitaires.

Cette décomposition est unique, a I’ordre pres.
e Dans C[X], les polynomes irréductibles sont les polyndmes de degré 1.

e Dans R[X], les polyndmes irréductibles sont les polyndmes de degré 1, et les polyndmes
aX? + bX + c avec b* — dac < 0.

e SiPe R[X], on peut I le considérer dans C[X] et si @ est un zéro non réel de P, alors P
admet aussi le conjugué @ pour zéro, avec le méme ordre de multiplicité que a.
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5.4 Relations entres les coefficients et les racines
n

SiP= Z a; X' est de la forme ci-dessus, désignons par 0, la somme des produits p a p des
i=0

racines. On a la relation :

an—p
op=(DP o
6. Polynome d’interpolation de Lagrange
Soit (ag, ay, ..., a,) des éléments de K, distincts deux a deux et des éléments (bg, by, ..., b,)

de K
Il existe un unique polyndme P de degré < n tel que :
Vie{0,...,n} P(a;) = b

[ Jex- a,)
J#
R

JEI

Ce polyndme est :

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Déterminez le reste de la division euclidienne de A, = (cos @ + sin a X)" par
(X2 +1)>

Exercice 2: Décomposez P = X% + X* + 1 en facteurs irréductibles dans R[X].

Exercice 3 : Déterminez trois nombres complexes dont la somme est 2, la somme des
carrés 2, la somme des cubes 8.



PI1  Arithmétique dans x(x

1. PGCD

1.1 Définition

e Soit A et B deux polyndmes non nuls de K[X]. Tout diviseur commun a A et B de degré
maximal est appelé un pGep de A et de B.

e L’ensemble des diviseurs communs a A et a B est égal a I’ensemble des diviseurs d’un de
leurs PGep.

e Tous les pcep sont associés. Un seul est unitaire. On le note A V B.

1.2 Algorithme d’Euclide
Si Q) et R; sont le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B,on a :
AVB=BVR;.

On recommence avec B et R; . Le dernier reste non nul (normalisé) de ce processus est le
pGep de A et de B.

1.3 Polynomes premiers entre eux

Si pGep (A, B) = 1, on dit que A et B sont premiers entre eux.

2. PPCM

2.1 Définition

o Soit A et B deux polyndmes non nuls de K[X]. Tout multiple commun a A et B de degré
minimal est appelé un ppcm de A et de B.

e L’ensemble des multiples communs a A et a B est égal a I’ensemble des multiples d’un de
leurs ppcM.

e Tous les ppcum sont associés. Un seul est unitaire. On le note A A B.

2.2 Lien avec le pgcd
Si A et B sont unitaires, on a :
(AVB)X(AAB)=AB.

3. Théoremes de Bézout et de Gauss

3.1 Relation de Bézout

e Pour que deux polyndmes A et B de K[X] soient premiers entre eux, il faut et il suffit qu’il
existe deux polyndémes U et V de K[X] tels que :

AU+BV =1
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e Si A et B sont premiers entre eux et non tous deux constants, il existe des polynémes Uy
et Vy de K[X] uniques tels que :

AUy+BVy=1 avec d°Uy<d°B et d°V, < d°A.

3.2 Lemme de Gauss

Si A, B et C sont trois polyndmes de K[X] tels que A divise B C, et A premier avec B, alors A
divise C.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Soit P = X* — 4X>® + 16X — 16.
Déterminez le pgep de P et de P'.

Déduisez-en la factorisation de P en polyndmes irréductibles.

Exercice 2 : On considere dans R[X] les polyndomes A = X* + l et B= X° + 1.
1. Décomposez A et B en produit de polyndmes irréductibles de R[X].
2. Déterminez le rGep de A et de B dans R[X].
3. Trouvez tous les couples (U, V) de polynomes de R[X] qui vérifient :
AU + BV = 1.



P51 Fractions rationnelles

1. Décomposition en éléments simples

1.1 Définitions
e De facon analogue a un nombre rationnel quotient de deux entiers, on définit une fraction

rationnelle 3 a partir des polyndmes A et B # 0.
2 . . A o o o
o On appelle degré de la fraction rationnelle F = 3 »le nombre d°A — d°B. On le note d°F.

o = 3 étant une fraction rationnelle simplifiée, la fonction rationnelle associée a F est la
fonction F, de K dans K, définie par:

x F(x) = ;% quand B(x) # 0.

F n’est pas définie pour les zéros de B. Ce sont les poles de F.

1.2 Forme générale de la décomposition

Une fraction rationnelle, de forme irréductible F = 3 (c’est-a-dire avec A et B premiers entre
eux), s’écrit de facon unique, sous la forme :

R
F=E+ 3 avec d°R < d°B.
. . R . . .
E est la partie entiere, et 3 la partie fractionnaire de F.

1.3 Partie polaire quand K = C

Si la factorisation de B en polyndmes irréductibles comporte un terme (X — a)* avec k € N*,
on appelle partie polaire de F relative a ce terme une somme d’éléments simples du type :
a Q- a
S e L B
X-af X-aF! X—-a

Pour une fraction F donnée, les complexes «; existent et sont uniques.

1.4 Théoreme de décomposition

Toute fraction rationnelle, écrite sous forme irréductible, est égale, de facon unique, a la
somme de sa partie entiere et des parties polaires relatives a chacun des facteurs irréductibles
intervenant dans la décomposition de B.
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2. Méthodes pratiques de décomposition
2.1 Plan d’étude

On met F sous forme irréductible en simplifiant par le pGecp du numérateur et du dénominateur.
On obtient E et R a I’aide de la division euclidienne de A par B.

On factorise B en polyndmes irréductibles.

On écrit la forme littérale de la décomposition en éléments simples de F, ou de 3

On détermine les coefficients a 1’aide de diverses méthodes.

2.2 Détermination des coefficients

La méthode la plus rudimentaire consiste a réduire au méme dénominateur la forme

décomposée, et a identifier les numérateurs.

Vous pouvez remplacer X par des valeurs numériques, différentes des poles.

Sachant que la décomposition est unique, si F est paire, ou impaire, on obtient des rela-

tions entre les coeflicients.

En utilisant la fraction sans partie entiere, lim x F'(x) donne une relation entre coefficients.

X—00

En multipliant F par (X — a)* et en remplagant X par a, on obtient ay.

Si a est un pole simple, la partie polaire associée vérifie :
A(a)
a = .
B'(a)
Soit P un polyndme dont les racines sont ay,...,a, d’ordre de multiplicité respectifs
my,...,mp.Ona:
P’ _ zk] m;
P LiX-a

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Décomposez en éléments simples la fraction rationnelle :

X+ 12X -1)2

X +1

Exercice 2: Décomposez, dans C(X), la fraction F = ——— oun € N,

X -1



1] Structure d’espace vectoriel

1. Définitions et premieres propriétés

1.1 Espace vectoriel

Soit K un corps d’éléments neutres notés 0 et 1. On dit qu’un ensemble non vide E est un
espace vectoriel sur K, ou K-espace vectoriel, s’il est muni

e d’une loi de composition interne notée +,

e d’une loi de composition externe sur K, c’est-a-dire d’une application de K X E dans E :
(A4, x) = Ax,
telles que :

(E,+) estun groupe commutatif,
YieK VYueK VxeE VyeE @AW x=A(ux) ;
AwWx=Aux) ; A+wx=Ax+ux ; A(x+y)=Ax+4dy ; lx=ux

Les éléments de E sont des vecteurs ; les éléments de K sont des scalaires.

ESN YieK VYx€eE Ax=0p < A1=0k ou x=0g

De ce fait, les éléments neutres de K et de E, Ox et Og, seront représentés par le méme
symbole 0 sans inconvénient.

1.2 Exemples

e L’ensemble des vecteurs du plan ou de I’espace est un R-espace vectoriel.
e K est un espace vectoriel sur K.

o (C est un C-espace vectoriel, mais aussi un R-espace vectoriel.

e Le produit E; X --- X E, de n espaces vectoriels sur le méme corps K (en particulier K")
est un K-espace vectoriel pour les lois :

Xty X)) F Ot e Yn) = (XL Y1000, X+ Y0)
AX, oo, x) = (Ax1, ..., A x,)

e L’ensemble F (X, F) des applications d’un ensemble non vide X dans un espace vectoriel
F, est un espace vectoriel pour les opérations f + get A f.

e Lensemble K des suites d’éléments de K est un K-espace vectoriel.

e L’ensemble K[X] des polyndmes a coefficients dans K, I’ensemble K, [X] des polynomes
de degré < n, sont des K-espaces vectoriels.

1.3 Combinaison linéaire d’une famille finie de vecteurs

Soit (x;);e; une famille finie de vecteurs. Une combinaison linéaire de ces vecteurs est un vec-
teur du type :
Z Aix; avec A; € K pour tout i.

i€l
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1.4 Combinaison linéaire d’une famille de vecteurs

Soit (x;);e; une famille de vecteurs. Une combinaison linéaire de ces vecteurs est un vecteur
du type :

Z A;x;  avec A; € K et J partie finie de /.
ieJ

2. Sous-espaces vectoriels

2.1 Définition

e Une partie non vide F d’un K-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E si
elle est stable pour les deux lois, et si la restriction a F des lois de E y définit une structure
d’espace vectoriel.

o En fait, il faut et il suffit que F vérifie :
YieK VxeF VyeF x+yeF AxeF;
ou encore :
VieK VxeF VyeF x+AdyeF.

N Pour montrer que F n’est pas vide, on vérifie en général que O € F.

2.2 Exemples

e L’ensemble nul (ne pas dire : vide !) {0} est un sous-espace vectoriel.

e Les droites vectorielles de R?; les droites et plans vectoriels de R sont des sous-espaces
vectoriels.

e Pour tout n € N, K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

2.3 Sous-espace engendré par une partie

e Toute intersection de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E.

IS"  Attention, la réunion de sous-espaces vectoriels n’est pas en général un sous-espace
vectoriel.

e L’intersection F de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant une partie A donnée
est le sous-espace vectoriel engendré par A. C’est le plus petit (au sens de I’inclusion) sous-
espace vectoriel contenant A.

On dit aussi que A est une partie génératrice de F. On note F' = Vect (A).

e Le sous-espace vectoriel engendré par A est égal a I’ensemble des combinaisons linéaires
de vecteurs de A.

3. Familles de vecteurs

3.1 Familles et parties génératrices
o Une famille (x;);; est génératrice de E si F = Vect [(x,-),-el].

e Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.
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3.2 Famiilles et parties libres, liées

e On dit qu’une famille (x;);c; de vecteurs de E est une famille libre, ou que les vecteurs
sont linéairement indépendants, si pour toute partie finie / de /,ona:

Z/l,-x,-=0=> VieJ A =0.

ieJ
Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée, ou que les vecteurs sont linéairement
dépendants.

o Toute sous-famille non vide d’une famille libre est libre.

e Pour qu’une famille (x;);c; soit liée, il faut, et il suffit, que I'un de ses éléments soit com-
binaison linéaire des autres.

N Cas particuliers : une famille qui contient le vecteur 0 est liée ;

deux vecteurs sont liés si, et seulement si, ils sont colinéaires.
3.3 Bases

e On appelle base d’un espace vectoriel E toute famille libre de E qui engendre E.

e (ey,...,e,) estune base de E si, et seulement si, tout vecteur x de E peut s’écrire de fagon
unique sous la forme :
n
X = Z X; €;.
i=1

Les scalaires x; sont les composantes, ou coordonnées, du vecteur x.

e Exemples

— Dans K", soit ¢; le vecteur comportant un 1 a la i-ieéme place et O ailleurs. Les vecteurs
{e1,...,e,} forment une base, dite base canonique de K", et on peut écrire :
n

(X15eesXy) = in e;.
i=1
— Dans K, [X], les mondmes (Xk)ke[[o,,,]], forment une base, dite base canonique de K, [X].

— Dans K[X], les mondmes (X"),en, forment une base, dite base canonique de K[X].

4. Somme d’un nombre fini de sous-espaces vectoriels

4.1 Somme de deux sous-espaces vectoriels

E,| et E, étant deux sous-espaces vectoriels de E, on appelle somme de E; et de E;, et on
note E| + E;, I’ensemble des vecteurs du type x; + x, ol x; € E; et xp € Ej.

E| + E; est le sous-espace vectoriel engendré par E; U E,.

4.2 Somme directe de deux sous-espaces vectoriels

e Définitions

Quand tout vecteur x de F = E| + E, s’écrit, de fagon unique, sous la forme x = x; + x, avec
x| € Ej et xp € Ep, on dit que F est somme directe de E; et de E,, etonnote F = E| & E».

On dit aussi que E; et E, sont supplémentaires dans F.

e Théoréme
E=E ®oFE,— E=E+E, et E;NE,={0}.
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4.3 Généralisation
e Somme de sous-espaces vectoriels

Soit (E;);e; une famille finie de sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. On appelle
somme des E;, et on note Z E;, I'ensemble des vecteurs du type Z x; ol x; € E; pour tout

. i€l iel
i€l

Z E; est le sous-espace vectoriel engendré par U E;.

i€l i€l

Sil={1,...,n},lasomme se note aussi £; +--- + E,,.
o Somme directe de sous-espaces vectoriels

Quand tout vecteur x de Z E; s’écrit de fagon unique sous la forme Z x; avec x; € E; pour
i€l iel
tout i € 1, on dit que la somme des E; est directe et on la note @ E;.
i€l

SilI={l,...,n},onnoteaussi £, ®--- ® E,,.

N Pour démontrer que la somme des E; est directe, la méthode la plus rapide est de partir
d’une somme nulle x; +- - -+ x, = 0 avec x; € E; pour tout i, et de démontrer que cela entraine
que tous les x; sont nuls.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Soit X1, ..., X, des vecteurs d’un espace vectoriel E.

n
On pose y; = Z A; x; avec A; # 0. Montrez que :
i=1
Vect (y1, X2, ..., X,) = Vect (X1, X2, ..., X,).

Exercice 2 : Montrez que si @y, ..., @, sont des nombres réels vérifiant :
) <ay << avec n =2,

alors les fonctions (¢r)o<k<, définies par ¢r(x) = e®* sont linéairement indépendantes dans
I’espace ¥ (R, R) des fonctions de R dans R.

Exercice 3 : Soit 7 (R, R) ’espace vectoriel des fonctions de R dans R. On désigne par P
I’ensemble des fonctions paires et parJ 1I’ensemble des fonctions impaires.

Démontrez que ¥ (R,R) =P 1.
Quelle est la décomposition de la fonction exponentielle ?



Espaces vectoriels

de dimension finie

1. Dimension d’un espace vectoriel

1.1 Définition

Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il possede une famille génératrice finie.

1.2 Existence de bases
Soit E un espace vectoriel de dimension finie non réduit a {0}.

e Théoréme de la base extraite
De toute famille génératrice de E on peut extraire une base.

e Théoreme de la base incompleéte
Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E.

o Existence d’une base
Tout espace vectoriel non réduit a {0} posseéde au moins une base.

IS Attention a ne jamais dire 1a base de E, car il n’y a pas unicité.

e Dimension

Si E a une base comportant n vecteurs, alors toute base de E comporte aussi n vecteurs. On
dit que n est la dimension de E ; on la note dim E.

On convient que 1’espace vectoriel {0} est de dimension nulle.

1.3 Recherche de bases

Soit E un espace vectoriel de dimension finie 7.

e Toute famille libre de E a au plus n vecteurs. Si elle comporte n vecteurs, c’est une base.
o Toute famille génératrice de E a au moins n vecteurs. Si elle comporte n vecteurs, c’est

une base.

N Si on connait déja la dimension n de E, et si on considere une famille de n vecteurs,
pour démontrer que c’est une base, il suffit de démontrer : soit que la famille est libre, soit
que la famille est génératrice.

2. Autres dimensions

2.1 Dimension de E x F

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies.

Si (e, ...,e,) est une base de E, et (f1,..., f,) une base de F, alors ’ensemble des couples
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(e;,0)et (0, f))oul <i<netl< j< p,estunebasede EXF.

Par conséquent dim(E X F) = dim E + dim F.

2.2 Dimension d’un sous-espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel F de E est de di-
mension finie, et

dimF < dimE.
D’autre part, si dim F = dim E, alors F = E.

" [’égalité des dimensions ne suffit pas pour conclure que F = E. Il faut aussi une
inclusion.

Sidim F = dim E — 1, on dit que F est un hyperplan de E.

N Comme exemples d’hyperplans, vous pouvez penser a une droite dans le plan ou a un
plan dans ’espace.

2.3 Dimension d’une somme
e Relation de Grassmann

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de £, on a :
dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

En particulier, si F et G sont supplémentaires :
dim(F & G) = dim F + dim G.

e Sous-espaces supplémentaires
F et G sont des sous-espaces supplémentaires de E si, et seulement si, on a :
dimE =dimF +dimG et soit E=F+G, soit FNG ={0}.

N Endimension finie, pour démontrer que F et G sont supplémentaires, le plus rapide est
de vérifier la condition sur les dimensions puis que x € F N G entraine x = 0.

e Tout sous-espace vectoriel F de E admet des supplémentaires, qui ont tous pour dimen-
sion: dimE —dimF.

e F et G sont supplémentaires si, et seulement si, en réunissant une base de F' et une base
de G, on obtient une base de E.

On dit qu’on a choisi une base de E adaptée a la somme directe.

IS Attention a ne pas partir d’une base de E, car il n’y a aucune raison de pouvoir en
extraire une base de F et une base de G, ni méme des vecteurs de F ou de G.

e Généralisation

Si E est de dimension finie, on a :
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dim @ E = Z dim E;.

i€l i€l
Si la somme @ E; est directe, alors, pour que E = @ E;, il faut et il suffit que :
i€l iel
dimE = )" dim E;.
i€l
Si aucun E; n’est réduit a {0}, la réunion d’une base de chaque E; constitue une base de E si,
et seulement si, £ = @ E;.

i€l
2.4 Rang d’une famille de vecteurs

e Le rang d’une famille finie de vecteurs est la dimension du sous-espace vectoriel qu’ils
engendrent.

e (C’est aussi le nombre maximum de vecteurs linéairement indépendants que 1’on peut ex-
traire de la famille.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1: Soit F = {(x,y,2) € R? x+y+2z=0}etG ={(a,—a,3a) ; aeR}.
a) Montrez que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R>.

b) Montrez que : R’=Fa&G.

Exercice 2 : Dans R? , on considere les vecteurs :

1 2 3
Vi 3 Vol 1 V3 -2 Vil 1
-1 a 2 B

Déterminez, suivant « et 8, le rang de (Vy, V>, V3, Vy).



PI] Applications linéaires

Soit E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps K.

1. Généralités

1.1 Définitions

o Une application f de E dans F est dite linéaire si elle transporte les opérations des espaces
vectoriels, ¢’est-a-dire si :

YxeE YyeE VYi1eK fx+y)=fX)+ fO) 5 f(Ax)=Af(x).
ou encore :
VxeE VyeE VYi1eK Vuek fAx+uy)=2fx)+ufQ).

La propriété précédente s’étend a toute combinaison linéaire finie :

f(zn:/li Xi) = Zn:ﬂif(xi)-
i1 pay

o Si f est bijective, c’est un isomorphisme; si £ = F, c’est un endomorphisme; si f est
bijective avec E = F, c’est un automorphisme.

e On note :

L (E, F) I’ensemble des applications linéaires de E dans F/,
L (E) I’ensemble des applications linéaires de E dans E,
GL (E) I’ensemble des automorphismes de E.

1.2 Opérations algébriques
e La composée de deux applications linéaires est linéaire.

e Si f est un isomorphisme, f~! est aussi un isomorphisme.

e [ (E,F)estun espace vectoriel.
SidimE =netdimF = p,onadim £L(E,F) = np.
(GL (E), o) est un groupe, appelé groupe linéaire de E.

2. Noyau et image d’une application linéaire

Soit f une application linéaire de E dans F.
2.1 Définitions

e [’image d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de F'. En particulier,
f(E) est un sous-espace vectoriel de F appelé image de f, et noté Im f.

Imf={yeF ; IxeE y=f(x)

Il est engendré par les images des vecteurs d’une partie génératrice de E.
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e [’image réciproque d’un sous-espace vectoriel de F est un sous-espace vectoriel de E. En

particulier, f~' ({0}) est un sous-espace vectoriel de E. On I’appelle le noyau de £, et on le
note Ker f.

Ker f={xe E ; f(x)=0}.

2.2 Théoréme

fsurjective <= Im f =F ;  finjective &< Ker f = {0}.

2.3 Noyau d’une restriction

e Soit f une application linéaire de E dans F et E| un sous-espace vectoriel de E. La res-
triction de f a £ a pour noyau :

Ker(ﬁEl) = Ker f N E;.

e La restriction de f a tout supplémentaire G de Ker f définit donc un isomorphisme de G
sur Im f.

2.4 Réflexe utile
fog=0 < Imgc Kerf.

3. Image d’une famille de vecteurs

Soit f une application linéaire de E dans F.

3.1 Image d’une famille génératrice

Si G engendre E, alors f(G) engendre f(E).

L’image d’une famille génératrice de E est une famille génératrice de F si, et seulement si, f

est surjective.

3.2 Image d’une famille libre

Si A est une partie liée dans E, alors f(A) est une partie liée dans F, ou, par contraposition :
f(A) libre dans F = A libre dans E.

f est injective si, et seulement si, pour toute partie libre L de E, f(L) est une partie libre de

F.

3.3 Image d’une base

L’image d’une base de E est une base de F si, et seulement si, f est bijective.

4. Rang d’une application linéaire

4.1 Théoreme du rang
Si E est de dimension finie, on a :

dim E = dimKer f + dimIm f.
dimIm f est appelé rang de f, et noté rg f.
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4.2 Théoréme

Si E et F sont de méme dimension finie, on a :

f bijective & f injective &= f surjective.

IS"  Noubliez pas I’hypothése sur E et F.

4.3 Forme linéaire et hyperplan

e Forme linéaire

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E
dans K.

e Ecriture d’une forme linéaire
Si E est de dimension finie et admet (ey, ..., e,) pour base, toute forme linéaire f sur E est

de la forme :
n n
x= inei B f(x) = mel—
i=1 i=1
ol les @; = f(e;) sont des scalaires qui caractérisent f.

e Forme linéaire et hyperplan

— Etant donnée une forme linéaire ¢ sur E non nulle, le sous-espace vectoriel
H = Ker ¢ est un hyperplan de E.

Toute forme linéaire i nulle sur H est colinéaire a .

— En dimension finie, un hyperplan admet donc une équation de la forme :
n
Z a; X; = 0.
i=1

N Vous avez déja obtenu cette forme pour une droite vectorielle dans le plan et un plan
vectoriel dans ’espace.

5. Détermination d’une application linéaire

e SoitA = (ay,...,a,) une base de E et B = (by,...,b,) une famille de n vecteurs de F. Il
existe une application linéaire unique f de E dans F telle que :

Viell,...,n} f(a;) = b;.
e Ona: finjective < B libre dans F';
f surjective < B engendre F ;
f bijective & B est une base de F.

e Conséquence : deux espaces vectoriels E et F de dimensions finies sont isomorphes si, et
seulement si, dim E = dim F.
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6. Applications linéaires particulieres

6.1 Homothétie

Soit k € K*. L’homothétie de rapport k est 1’application :
h: E — E
x > kx

IS"  Dans cette définition, n’oubliez pas que k ne dépend pas de x.

6.2 Projections et symétries

e Soit F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Tout vecteur x de E s’écrit
de fagon unique sous la forme x = x; + x; avec x| € Fetx; € G.

e L’application p de E dans E : x — p(x) = x| est linéaire.
C’est la projection sur F, parallelement a G.

e [’application sp de E dans E : x — sp(x) = x; — x; est linéaire.
C’est la symétrie par rapport a F, parallelement a G.

e On définit de méme la projection g sur G, parallelement a F, et la symétrie s par rapport
a G, parallelement a F.

6.3 Propriétés
p+q=1dg ; pog=qop=0 ;p'=p ;¢ =q ; sp=1dg
Kerp=Img=G ; Kerg=Imp=F.
p et sp sont liées par I’égalité :

Sp = 2p — IdE

6.4 Projecteurs

D’une fagon générale, on appelle projecteur de E tout endomorphisme p de E tel que po p =
D
On a alors :

E =Kerp®Imp,
et p est la projection sur Im p, parallelement a Ker p.

U Artention, I’égalité E = Ker f ® Im f entraine seulement que Im f = Im f2, et pas que
f soit un projecteur.

6.5 Symétries

o D’une facon générale, on appelle symétrie de E toute application linéaire s, de E dans E,
telle que s o s = Idg.

o Alors F = {x € E; s(x) = x}etG = {x € E ; s(x) = —x} sont des sous-espaces
supplémentaires de E, et s est la symétrie par rapport a F, parallelement a G.
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Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : E est un K-espace vectoriel de dimension 7 ; f et g sont des endomorphismes
de E.

En considérant la restriction de g a Im f, montrez que :

rg f+rgg—n<rg(go f) <min(rg f,1g g).

Exercice 2 : Soit E un espace vectoriel de dimension n et f € L(E).

Montrez que les trois propositions suivantes sont équivalentes :

@Imf=Imf*; (b)Kerf=Kerf*; (c)E=Imf®Kerf.

Exercice 3 : On considere un K-espace vectoriel E de dimension n, deux projecteurs p et
q de E vérifiant pog =gqo p.

Montrez que p o g est un projecteur.

Déterminez Im (p o gq) et Ker (p o g).

Exercice 4 : Soit Soit E un espace vectoriel de dimension n et f € £(E) tel que :
Vx€eE JkeK f(x) = kx.

Montrez que f est une homothétie.



V1] Espaces affines

1. Structure d’espace affine

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n. On construit un espace affine (ensemble de
points) V de direction E en se donnant une application :

VXE — \%
M,x) > M+x

telle que :
VAeV Yx,eE> A+Gx+y)=A+x)+y

VA € V, I’application x — A + x est une bijection de E sur V.

SiA+x= B,onnotex:ﬁ.

Une origine O étant fixée dans V, I’application de A dans E :
M OM

est une bijection.

Le choix d’une origine permet donc d’identifier espace affine et espace vectoriel. Les éléments
de E seront alors indifféremment appelés vecteurs ou points.

2. Sous-espaces affines

2.1 Définitions

A étant un point de E et F un sous-espace vectoriel de E, I’ensemble
W=A+F={A+x;x€F}

est un sous-espace affine de E.

W est de direction F' et de dimension dim F'.

2.2 Parallélisme
Soit deux sous-espaces affines W =A+ Fet W = A" + F'.
On dit que W est parallele a W’ si F est un sous-espace vectoriel de F’.

On dit W et W’ sont paralleles entre eux si F = F’.

2.3 Intersection

Deux sous-espaces affines W = A + F et W = A’ + F’ ont une intersection non vide si, et
e 1
seulement si, AA’ € F + F’.

Leur intersection est alors un sous-espace affine de direction F N F”.

I Deux sous-espaces affines peuvent avoir une intersection vide sans étre paralléles.
Pensez a deux droites dans [’espace.
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2.4 Solutions d’une équation linéaire

Siu € L(E, F), ’ensemble des solutions de 1’équation u(x) = b d’inconnue x, est, soit I’en-
semble vide, soit un sous-espace affine dirigé par Ker u.

3. Repére affine
e Un repere affine R de V est un couple (O, B) ou O est un point de V appelé origine et 8
une base de E.

e Les coordonnées de M € V dans R sont les composantes de OM dans 8.

Si B est la base canonique de R”, R est le repére canonique de R”. On écrit souvent les coor-
données de M sous forme d’une matrice-colonne X.

e Un repere affine d’un sous-espace affine W est formé par un point de W et une base de la
direction de W.



Calcul matriciel

1.Définitions

1.1 Matrices

e Une matrice a n lignes et p colonnes sur un corps K est un tableau d’éléments de K com-
portant n lignes et p colonnes.

On note g;; I’élément d’une matrice A situé sur la ligne 7 et la colonne j. La matrice A s’écrit :

ar T
ou (aij) \<i<n ou (a,-j).
1<j<p

anl -e. Qpp

On dit que A est de format (n, p), ou de type (n, p).

U5 Attention a ne pas confondre la matrice (ai j) et le scalaire a;;.

e L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes, a coefficients dans K, est noté¢ M, ,(K).
Si p = 1, A est une matrice colonne que I’on peut assimiler & un vecteur de K".
Sin = 1, A est une matrice ligne que 1’on peut assimiler a une forme linéaire.

Sin = p, A est une matrice carrée d’ordre n. M, ,(K) se note M,(K). Les éléments
aii, - ..,a,, forment la diagonale principale de A.

e Deux matrices A et B sont égales si elles sont de méme format, et si a;; = b;; pour tout i et
pour tout j.

1.2 Matrices particulieres

Soit A = (a;;) une matrice carrée d’ordre n.

e A est triangulaire supérieure si ;; = 0 pour i > j.
o A est triangulaire inférieure si a;; = 0 pour i < j.

e A estdiagonale sia;; = 0 pour i # j. On peut la noter A = diag(ayi, ..., aum).
Elle est scalaire si A = a l,.

2. Opérations sur les matrices

2.1 Espace vectoriel M, ,(K)

e Soitd €K, etA = (a;;) et B = (b;;) deux matrices de M, ,(K).
On définit :

AA=(1 aij) et A+B= ((l,‘j + b,‘j).
05" Atention, on ne peut additionner deux matrices que si elles sont de méme format.

Pour ces deux lois, M, ,(K) est un espace vectoriel.
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e Pourie(l,...,n}etje({l,...,p}fixés, on note E;; la matrice dont le coeflicient situé
sur la ligne i et la colonne j est égal a 1, et dont les autres coefficients sont égaux a 0.

(Ei j) 1«<n €St 1a base canonique de M,, ,(K), qui est donc de dimension n p.

1<j<p

2.2 Produit de matrices

Si A est de format (n, p) et B de format (p, g), on définit la matrice C = AB, de format (n, g),
par :
P

Yi V] c,»j=Za,-kbkj.
k=1

05" Attention a la condition d’existence de AB :

nombre de colonnes de A = nombre de lignes de B.

Ce produit est la traduction de la composée des applications linéaires f o g. Il en a donc les
propriétés : il est associatif, et non commutatif sauf sin =p =g = 1.

I on peut avoir AB =0avec A #0et B # 0.

2.3 Produits particuliers

¢ Base canonique de M, ,(K)
Eij Ey = 0k Ej.
ou le symbole de Kronecker 6;; vaut 1 sii = jetOsii# j.

e Matrices triangulaires

Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est une matrice tri-
angulaire supérieure (resp. inférieure).

e Matrices diagonales
Si A = diag(ayy,...,a.,) et B = diag(b;y, ..., b,,) sont deux matrices diagonales, on a :
AB = BA = diag(ay; b11,- - - » Gpn bpn)-

e Produit par blocs

. A B , A B . p .
Soit M = ( C D ) et M = ( c D ) deux matrices décomposées en blocs de sous-
matrices. Si tous les produits écrits sont possibles, on a :
CA’+DC’ CB + DD’

MM’:( AA’ + BC' AB' + BD )

3. Matrices carrées d’ordre n

3.1 Formule du bindme de Newton

Si A et B commutent, alors :

m

VmeN  (A+B" =) ('Z) Ak gk,
k=0
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I5° N oubliez pas de vérifier la condition AB = BA.

3.2 Matrices inversibles
e La matrice identité I, = diag(l, ..., 1) est I’élément neutre du produit dans M, K).
e Une matrice A € M,K) est inversible s’il existe B € M, (K) telle que :

AB=BA =1,.

Si B existe, elle est unique et on la note A™!.

N Pourle calcul de A", voir fiche 32.

e Les éléments inversibles de M,,(K) forment un groupe GL,(K). On a:
AB'=B1A"".

e Dans M, (K), pour que A soit inversible, il suffit qu’elle soit inversible a droite, ou inver-
sible a gauche.

I gy général, la somme de deux matrices inversibles n’est pas inversible.

4. Transposition

4.1 Définition
La transposée d’une matrice A de format (n, p), est la matrice de format (p, n), notée ‘A (ou
AT), de terme général b;; :

ViE{l,...,p} VjE{l,...,I’l} bij=a‘,~,-.

Elle est donc obtenue a partir de A en échangeant les lignes et les colonnes.

4.2 Propriétés
‘(‘A)=A : "AA)=2'A ; "A+B)="A+'B ; '(AB)='B'A.

4.3 Matrices symétriques, antisymétriques
o Une matrice carrée A est symétrique si ‘A = A,
antisymétrique si ‘A = —A.

e Les matrices symétriques et les matrices antisymétriques constituent des sous-espaces
vectoriels supplémentaires de M, (K).

4.4 Inverse de la transposée

Si A est inversible, ‘A I’est aussi et on a :

(fA)" =@,

Sauriez-vous répondre ?
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0 1 1
Exercice 1 : Soit la matrice A = [ 1 0 1 ]
1 1 0

Montrez que A> — A — 2 I3 = 0 et déduisez-en que A est inversible.

Exercice 2 : Soit A = (ai j) la matrice carrée d’ordre n définie par son terme général :

8
~.
|

aj = 0 si l>]
(=1)! (’"11) si i<
i—
Calculez A>.

Exercice 3 : aet b étant deux réels donnés, on considere la matrice :

Calculez A" pour n € N*.



Matrices et applications linéaires

1. Représentations matricielles

1.1 Matrice d’une application linéaire de E dans F

e Soit E et F des espaces vectoriels de dimensions p et n, munis de bases respectives
B=(er,...,ep)etC=(fi,..., fn)

Soit f une application linéaire de E dans F. Elle est déterminée par la donnée des vecteurs :
n

f(ej)zzaijfi pour 1<j<p,

i=1

c’est-a-dire par la matrice A = (a;;) dont les vecteurs colonnes sont les composantes de f(e;)
dans la base de F qui a été choisie.

On dit que A est la matrice de f dans les bases B et C.

A dépend done a la fois de ’application linéaire qu’elle représente et des bases choisies
dans les espaces vectoriels de départ et d’arrivée.

e Si E est de dimension n, dans toute base I’identité de E est représentée par la matrice carrée
I,, qui comporte des 1 sur sa diagonale principale et des 0 ailleurs.

1.2 Matrice d’un isomorphisme

Soit f € L(E, F) ou E et F sont de méme dimension finie.

f estbijective (c’est-a-dire est un isomorphisme) si, et seulement si, sa matrice dans des bases
quelconques de E et de F est inversible.

1.3 Matrice de f(x)

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies munis de bases respectives 8B et C,
et f une application linéaire de E dans F.

Soit x € E ety € F. Notons X la matrice colonne des composantes de x dans B, Y la matrice
colonne des composantes de y dans C, M la matrice de f dans les bases B et C.

L’égalité vectorielle y = f(x) est équivalente a I’égalité matricielle :
Y = MX.

1.4 Matrice d’une famille finie de vecteurs

Soit E un espace vectoriel de dimension finie #, muni d’une base B, et (xy, .. ., x,,) une famille
de vecteurs de E.

A chaque vecteur x;, on associe la matrice colonne X; de ses composantes dans 5.

A la famille (x1,...,X,), on associe la matrice de format (n, p) obtenue en juxtaposant les
colonnes X ...X,.

2. Changement de bases
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2.1 Matrice de passage

o SoitB={(ey,...,e,) et B =(e],...,e,) deux bases de E. On appelle matrice de passage
de la base B a la base B’, la matrice P dont les colonnes C ; sont les composantes des vecteurs
e} dans la base B.

e P est la matrice de I'identité de E muni de B, dans E muni de B.

Si P’ est la matrice de passage de 8" aB,ona PP’ = P' P =1I,.

Toute matrice de passage est donc inversible.

e Réciproquement, toute matrice inversible peut étre considérée comme une matrice de pas-
sage.

2.2 Effet d’'un changement de bases

e sur les coordonnées d’un vecteur

Si X est la matrice colonne des composantes de x dans B, et X’ la matrice colonne des com-
posantes de x dans B’,on a:

X = PX’, ouencore X =P'X.

e sur I’expression d’une forme linéaire

Si une forme linéaire sur E est représentée par une matrice ligne U = (ay,...,a,) dans une
base B, et par U’ dans une base 8’, on a f(x) = UX = U'X’, soit :
U=UP.

2.3 Matrices équivalentes, matrices semblables
Soit f une application linéaire de E dans F, B et B’ deux bases de E, C et C’ deux bases de
F.

Notons P la matrice de passage de Ba 8,
Q la matrice de passage de C a C’,
A la matrice de f dans les bases B et C,
A’ la matrice de f dans les bases 8’ et C’.

On a alors :
A =07 'AP.

Les matrices A et A’ sont dites équivalentes. Elles représentent la méme application linéaire
dans des bases différentes.

SiE=FavecB=CetB =C, alors P = Q,soit A’ = P'AP.

Les matrices A et A’ sont dites semblables.

3. Noyau, image et rang d’une matrice

3.1 Définitions

e Soit A une matrice de format (n, p), E un espace vectoriel de dimension p, F un espace
vectoriel de dimension 7.

Quelles que soient les bases B et C choisies dans E et F, le noyau, I’image et le rang de I’ap-
plication linéaire f associée a A sont toujours les mémes, ce qui permet de définir le noyau,
I’image et le rang de A.
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e Les colonnes de A engendrent I’image. Les lignes donnent un syst¢éme d’équations du
noyau.

e Le rang de A est aussi le rang des vecteurs colonnes de A, c’est-a-dire la dimension du
sous-espace vectoriel qu’ils engendrent.
3.2 Rang de la transposée

A et A ont méme rang. On peut donc définir le rang de A a partir de ses lignes.

3.3 Théoréme

Une matrice de format (n, p) est de rang r (avec r < min(n, p)) si, et seulement si, elle est
équivalente a la matrice J, € M, ,(K) définie par son terme général :

0 = 1 sii=j<r,
Y71 0 dans les autres cas.
En particulier, une matrice carrée d’ordre n est inversible si, et seulement si, son rang est égal
an.
3.4 Rang et matrices extraites

A partir d’une matrice, on obtient des matrices extraites en supprimant des lignes et(ou) des
colonnes.

Le rang de A est I’ordre maximal des matrices carrées inversibles que 1’on peut extraire de A.

3.5 Calcul du rang

Les opérations élémentaires sur les lignes, ou les colonnes, d’une matrice ne modifient pas le
rang. On les utilise pour se ramener a une matrice de rang connu (cf.) fiche 32).

4. Trace

4.1 Trace d’'une matrice

La trace d’une matrice A = (a;;), carrée d’ordre n, est la somme de ses éléments diagonaux,

soit :
n
trA = Z a;; € K.
i=1

4.2 Propriétés
trA+B)=trA+trB ; tr(1A)=AtrA
tr (AB) = tr (BA) . tr(PMP HY=tuM.

05" Astention, en général tr (ABC) # tr (BAC).

4.3 Trace d’'un endomorphisme
e Définition

Si f est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les matrices
qui le représentent sont semblables et ont la méme trace.
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Cette trace commune est la trace de I’endomorphisme f.

e Trace d’un projecteur

Le rang d’un projecteur est égal a sa trace.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n, tel
que f"=0et "1 £0.
Déterminez une base de E dans laquelle la matrice de f soit :

o o0 ... ... 0
1

0 1

o ... 0 1 O

Exercice 2 : Soit A une matrice de M, (R). On définit I’endomorphisme ¢ de M,,(R) par :
X - y(X) = AX + XA.

Calculez la trace de i en fonction de celle de A.

Exercice 3 : Dans M,(R), quelles sont les racines de M?>=07?

La réponse est du type : toutes les matrices semblables a une matrice simple obtenue en
choisissant une base adaptée a l’exercice.



Systémes linéaires

1. Systemes linéaires

1.1 Définitions
o Un systeme de n équations linéaires a p inconnues, a coefficients dans K, est de la forme :
anxy+---tapx, = by
)
ui X1+ -+ appX, = by.
Les coeflicients a;; et les seconds membres b; sont des €léments donnés de K.
Les inconnues xi, ..., X, sont a chercher dans K.
e Le systeme homogene associé a (S) est le systeme obtenu en remplagant les b; par 0.

e Une solution est un p-uplet (xq,...,x,) qui vérifient (S). Résoudre (S), c’est chercher
toutes les solutions.

o Un systeme est impossible, ou incompatible, s’il n’admet pas de solution.

e Deux systemes sont équivalents s’ils ont les mémes solutions.

1.2 Ecriture matricielle
Si on note :

X1 b] ar T

Xp b, Apl ... Ay
() est équivalent a I’égalité matricielle: AX = B.

U™ Astention a ce que les inconnues soient écrites dans le méme ordre dans chaque équation.

1.3 Utilisation d’une application linéaire

e K" et K” étant munis de leurs bases canoniques,

X est la matrice colonne des composantes d’un vecteur x € K7,
B est la matrice colonne des composantes d’un vecteur b € K",
A est la matrice d’une application linéaire f de K” dans K",

et le systeme (S) est équivalent a :

f(x)=b.
o Le systeme (S) a des solutions si, et seulement si, b appartient a Im f.
Dans ce cas, I’ensemble des solutions est :

xo + Ker f,
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ol x( est une solution particuliere de (S ).

1.4 Ecriture vectorielle

Désignons par Cj,...,C, les colonnes de A. Elles représentent des vecteurs de K", et le
systéme (S) se ramene a une égalité dans K" :

x1C1+---+xpCp:B.

(§) est compatible si, et seulement si, B € Vect (Cy,...,C,).

2. Opérations élémentaires sur les matrices

2.1 Définitions

Les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice sont :

— T’addition d’un multiple d’une ligne a une autre ligne, qui se code : L; < L; + AL;;

la multiplication d’une ligne par un scalaire non nul, qui se code : L; < A L;;

I’échange de deux lignes, qui se code : L; <> L;.

Les opérations analogues sur les colonnes se codent :
C,‘<—Ci+ACj ;0 Ci— AC; ) C,‘HC]'.

2.2 Interprétation

o Les transformations élémentaires sur les lignes sont équivalentes a la prémultiplication
(multiplication a gauche) par la matrice inversible obtenue en appliquant a I, la transforma-
tion correspondante.

L’opération L; < L; + arL; revient a multiplier A a gauche par la matrice de transvection :
T;j(A) = I, + AE;;.
L’opération L; « A L; revient a multiplier A a gauche par la matrice de dilatation :
Di(A) =1, + (- DE;.

o Les transformations élémentaires sur les colonnes sont équivalentes a la postmultiplication
(multiplication a droite) de A par les mémes matrices.

2.3 Théoréme

En partant d’une matrice A, I’utilisation d’un nombre fini d’opérations élémentaires conduit
a une matrice équivalente a A.

3. Méthodes de résolution

3.1 Matrice échelonnée
e Dans le langage des systemes

Un systeme () est en escalier, ou échelonné, si le nombre de premiers coefficients nuls suc-
cessifs de chaque équation est strictement croissant.

e Dans le langage des matrices

Une matrice est échelonnée par lignes si elle vérifie les deux propriétés suivantes :



114 Mathématiques

— Si une ligne est nulle, toutes les lignes suivantes le sont aussi.

— A partir de la deuxieéme ligne, dans chaque ligne non nulle, le premier coefficient non nul a
partir de la gauche est situé a droite du premier coeflicient non nul de la ligne précédente.

e Réduction

Quand un systeme contient une équation du type :
Ox;+---+0x, =b,

si b # 0, le systeme est impossible ;

si b = 0, on peut supprimer cette équation, ce qui conduit au systeme réduit.

3.2 Méthode du pivot de Gauss
Soit A la matrice associée au systeme (S ).

En permutant éventuellement deux colonnes, on peut supposer que la premiere colonne de A
n’est pas nulle.

En permutant deux lignes si nécessaire, on peut supposer aj; # 0.

Pour i > 1, les transformations L; « L;— ﬂLl éliminent I’inconnue x; dans les lignes autres
que L;. a

Le terme ay; est le pivot de 1’étape de I’algorithme.

En réitérant le procédé, on aboutit a une matrice triangulaire.

N Encaleul numérique, pour minimiser les erreurs d’arrondi, on choisit comme pivot le
terme de plus grande valeur absolue (méthode du pivot partiel).

3.3 Méthode de Gauss-Jordan

Dans cette variante du pivot de Gauss, a chaque étape on fait apparaitre des zéros a la fois
au-dessus et au-dessous du pivot.

4. Ensemble des solutions d’un systéme linéaire

4.1 Rang d’un systeme

Le nombre d’équations du systeme réduit en escalier obtenu par la méthode de Gauss est le
rang r de la matrice A, ou du systeme (S).

4.2 Inconnues principales, inconnues secondaires
Soit r le rang de (S) et p le nombre d’inconnues.
Sir = p, (S) aune solution unique.

Si p > r, (S) aune infinité de solutions. Les r inconnues qui figurent au début des r équations
issues de la méthode de Gauss sont les inconnues principales. Elles peuvent se calculer de
facon unique en fonction des p — r autres inconnues, dites inconnues secondaires.

& Le choix des inconnues principales et secondaires d’un systéme est largement arbitraire.
Mais leur nombre est toujours le méme.

4.3 Systemes de Cramer
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e Définition
Un systeme est dit de Cramer s’il a une solution, et une seule.
Cette condition est équivalente a :

n=p et Ainversible.

o Application au calcul de A~

A étant inversible, pour obtenir A™', il suffit de résoudre le systéeme Y = AX, qui admet pour
solution X = A7'Y.

Sauriez-vous répondre ?
12
12
11

Exercice 1 : Calculez I’inverse de la matrice : A =

—_ — N
s’



Déterminants

1. Formes multilinéaires alternées

1.1 Définition

e Soit E un K-espace vectoriel. Une application f, de E" dans K, est une forme n-linéaire
si chacune de ses applications partielles

L X fXn, ., Xy, Xn)
est linéaire.

e On dit de plus que f est alternée si f(xi,...,x;,...,x,) = 0 deés que deux coordonnées,
au moins, sont égales.

e f étant une forme n-linéaire alternée, o~ une permutation appartenant a S,, de signature
eg(o),ona:

SGoys oo os Xo@wy) = f(x1, ..., X,) €(0).

1.2 Casoudim E=n

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7.

Pour toute base (ey,...,e,) de E et tout A € K, il existe une forme n-linéaire alternée unique
f telle que

fler,....ep) = A
f étant une forme n-linéaire alternée non nulle, on a :
(x1,...,x,) famille liée de £ — f(x1,...,x,) =0,
c’est-a-dire aussi :

(x1,...,xy) base de £ &= f(x1,...,x,) #0,

2. Déterminants

2.1 Déterminant de n vecteurs

e Définition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et 8 = (ey, ..., e,) une base de E.
On appelle déterminant de n vecteurs xi, ..., x, de E, relativement a la base B de E, la valeur
notée detg(xy, ..., x,) de 'unique forme n-linéaire alternée detg telle que detg(ey,...,e,) =

o Expression dans une base

n
Si pour tout i € {1,...,n}, on décompose x; = Z a;jej, alors :
=1

detg(xq,...,x,) = Z (o) X A1 o) X« oo X Ay o)
oeS,
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¢ Orientation

Une base de référence B étant choisie directe, on dit que B est une base directe si detg,(B) >
0 et indirecte si detg,(8B) < 0.

2.2 Déterminant d’une matrice carrée

Soit A = (a,- j) une matrice carrée d’ordre n.
On appelle déterminant de A le déterminant de ses n vecteurs colonnes, considérés comme
éléments de K" rapporté a sa base canonique.

2.3 Déterminant d’un endomorphisme

Apres avoir montré que deux matrices semblables ont le méme déterminant, on appelle
déterminant d’un endomorphisme f, le déterminant commun a ses matrices représentatives.

3. Propriétés des déterminants

3.1 Transposée
det A = det ‘A.

N Les propriétés relatives aux colonnes sont donc aussi valables pour les lignes.

3.2 Propriétés d’une forme multilinéaire alternée

e On ne change pas la valeur d’un déterminant en ajoutant & une de ses lignes (resp. co-
lonnes) une combinaison linéaire des autres lignes (resp. colonnes). Cette propriété est tres
utilisée pour faire apparaitre des O sur une colonne (resp. ligne).

e Multiplier une ligne (ou une colonne) d’un déterminant par un scalaire, c’est multiplier le
déterminant par ce scalaire.

IS SiAe M, (K), on a donc det(1A) = A" det(A) puisqu’on peut mettre A en facteur dans
chacune des n colonnes de A.

e Toute transposition sur les lignes (ou les colonnes) transforme det A en — det A.

3.3 Produit
det (A B) = det A x det B.

3.4 Développement suivant une rangée
e Définitions

On appelle mineur de I’élément a;; de A, déterminant d’ordre n, le déterminant d’ordre n — 1
obtenu en supprimant la i-ieme ligne et la j-iéme colonne de A, sans changer 1’ordre des
autres rangées.

Notation :  Dj;.

On appelle cofacteur de I’élément a;;, le nombre A;; = (—1)*/D;;.

e Théoreme
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Un déterminant est égal a la somme des produits deux a deux des éléments d’une rangée
(ligne ou colonne) par leurs cofacteurs.

On utilise ce résultat apres avoir fait apparaitre sur une méme rangée le plus possible de zéros.

N Ce mode de calcul peut aussi servir de définition par récurrence d’un déterminant
apres avoir démontré que le résultat du développement est indépendant de la ligne, ou de la
colonne, considérée.

C’est une définition plus accessible pour tous ceux que rebute un trop grand formalisme
mathématique.

e Application

Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des éléments diagonaux.

3.5 Calcul par blocs
Soit M une matrice carrée de la forme
A C
v=(5 5)
ou A et D sont des matrices carrées. On a :
det M = det A X det D.

3.6 Matrice carrée inversible
A inversible < det A # 0.
Onaalors det(A™!) = (detA)~.

4. Quelques applications des déterminants

4.1 Calcul possible pour A™!

e On calcule la matrice des cofacteurs des éléments de A, appelée comatrice de A et notée
Com (A).

e On transpose la comatrice de A.

e On divise par det A.

&\ Ce calcul est basé sur la relation :
A'Com (A) = "Com (A)A = det (A)1,.

1l est quasi-impraticable si n > 3.

4.2 Rang d’une matrice

Le rang d’une matrice quelconque A, est égal au plus grand entier s tel que I’on puisse ex-
traire de A une matrice carrée d’ordre s inversible, ¢’est-a-dire de déterminant non nul.

4.3 Casn=3

e Dans R, le déterminant de 3 vecteurs @, 7, W est leur produit mixte :

(@7 %) =7 [V A W],
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e Le volume du parallélépipede d’arétes OA, OB et OC est égal a j(oTi, ﬁ, @)|

e Trois vecteurs sont coplanaires si, et seulement si, leur produit mixte est nul.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Le systeme suivant de vecteurs de R? est-il une base ?

w=>01,1,-1) ; V=(,2,00 ; W=(-1,3,2).

Exercice 2 : Les nombres 156, 169 et 221 sont divisibles par 13. Montrez que le déterminant
suivant 1’est aussi :

D=

DN = =
N N
— O O\

Exercice 3 : Soit a, b, c et d des réels donnés. Calculez le déterminant :

a+b b+c c+d d+a
@A+ b+ F+dE B+ A
S+ P+3 C+d P+
a+bt b+t F+dt B +dt

. . . 2m o . .
Exercice 4 : Soitn € N*. On note w = exp (i —) et on considere la matrice carrée M,
n
d’ordre n, dont le terme général situé sur la ligne p et la colonne ¢ est :

— ,(p—Dg-1
Mpg = W .

1. Calculez : M>.
2. Déduisez-en |det M|.



Espaces préhilbertiens réels

1. Produit scalaire

1.1 Définitions

e Soit E un R-espace vectoriel. Une forme bilinéaire ¢ sur E est une application de E X E
dans R, linéaire par rapport a chaque variable.

Elle est symétrique si: V(x,y) € EXE e(x,y) = @(y, x).
Elle est définie positive si: Vx € E \ {0} o(x, x) > 0.
e Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire ¢, symétrique, définie, positive.

On dit que (E, ¢) est un espace préhilbertien réel. Si, en plus, il est de dimension finie, c’est
un espace euclidien.

@(x,y) se note < x|y >ou (x|y)oux-y.

1.2 Exemples
e DansR" <X|Y>=’XY=ZX5)’[-

i=1
b
o DansE =C([a.bl.R) <flg>= f F(0)g(t) dt.
e Dans M,(R) <A|B>=tr('AB)
2. Norme associée a un produit scalaire

2.1 Norme euclidienne

E étant un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire, en posant

VxeE [Ix]] = V< x| x>,

on définit une norme sur E, c’est-a-dire qu’on a les propriétés :

VxeE Xl =0=x=0 (séparation)
YAeR VxeE  [lAx] =[]l (homogénéité)
VxeE YyeE  |lx+yll <I[xll+ 1yl (inégalité triangulaire)

On obtient aussi une distance en posant d(x,y) = |lx — y||.

2.2 Egalité de polarisation
VxeE VYyeE  x+ylP =P +IyIP+2<x]y>,

ce qui permet d’obtenir le produit scalaire < x|y > en fonction des normes.

2.3 Inégalité de Cauchy Schwarz



34 e Espaces préhilbertiens réels 121

VxeE VyeE  |<x|y>|<xllyl.

Dans cette inégalité, 1’égalité a lieu si, et seulement si, x et y sont liés.

N\ Pour retenir ce théoréme, pensez au cas de deux vecteurs du plan et a

X3 = IR cos (R,7)

3. Orthogonalité

3.1 Vecteurs orthogonaux

e Définitions
Deux vecteurs x et y sont orthogonaux si < x|y > = 0; on note x_Ly.

Une famille de vecteurs (x;);c; est orthogonale si ses vecteurs sont deux a deux orthogonaux.

Une famille de vecteurs (x;);; est orthonormale si elle est orthogonale et si les vecteurs sont
tous unitaires.

e Propriété
Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

e Théoreme de Pythagore
Si (x;)ies est une famille orthogonale finie, on a :

I35 = S
iel iel
3.2 Orthogonal d’une partie

Soit A une partie de E. L’orthogonal de A est le sous-espace vectoriel défini par :

At ={x€eE;V¥yeF <x|y>=0}

3.3 Méthode d’orthogonalisation de Schmidt

e Orthogonalisation

Soit (xp,...,x,) une famille libre de E; il existe une famille libre orthogonale (yi,...,y,)
telle que Vect (xq, ..., x,) = Vect (¥1,..., V).

Dans la méthode de Schmidt, elle se construit par récurrence en posant :
k=1
Y1 =X1 puis  yi = X — Z/l,-yi avec A; =

i=1

<yilx >

<yilyi >

o Orthonormalisation

Il reste a diviser chaque vecteur obtenu par sa norme pour obtenir une base orthonormale.

e Corollaire
Tout espace euclidien £ admet une base orthonormale.

3.4 Bases orthonormales

Soit E muni d’une base orthonormale (ey,...,e,).
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n
Six=inei, ona x;=<e;|x>.
i=1
X et Y étant les matrices colonnes des coordonnées de x et de y,on a :

<xly>="XY 5wl = VXX 5 dxy) = | Y i -l

i=1
4. Projection orthogonale sur un sous-espace de dimen-
sion finie
4.1 Supplémentaire orthogonal

Deux sous-espaces vectoriels F et G sont dits supplémentaires orthogonaux s’ils sont supplémentaires
et si tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G. On note :

i
E=FaG.

4.2 Projection orthogonale

e Dans I’hypothese précédente, le projecteur sur F parallelement a G s’appelle projecteur
orthogonal pg sur F.

e Si(eq,...,ep) est une base orthonormale de F', on a:
P
Vx€E pF(x)=Z<e,-|x> e;.
i=1

" Cette expression simple du projeté orthogonal n’est vraie qu’en considérant une base
orthonormale de F.

4.3 Distance d’un vecteur a un sous-espace
¢ Définition
La distance d’un élément x de E au sous-espace de dimension finie F' est le nombre :
d(x, F) = inf Jlx — 2.
S

e Théoreme
d(x, F) est un minimum atteint en un point, et un seul, z = pr(x),et’on a :

I411* = llprI* + d(x, F)*.

5" [l est important que F soit de dimension finie.

e Inégalité de Bessel
Si (ey, . ..,ep) est une base orthonormale de F, on a :

P
VxeE Z|<ej|x>l2<||x||2.
=1

5. Hyperplans affines d’un espace euclidien

5.1 Hyperplan affine
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Un hyperplan affine H est défini par un point A et une direction qui est un hyperplan vectoriel
H.

5.2 Equation d’un hyperplan

Dans un repere orthonormal, H admet pour équation :

Zn:aixi+h=0.
i=1

Le vecteur 77 de composantes (a1, . .., @,) est un vecteur normal a H, c’est-a-dire normal a
sa direction H.

5.3 Distance a un hyperplan

Si A est un point de H et 77 un vecteur normal, la distance d’un point M de E 2 H est :

7 - AM|
721l

5.4 Orientation

e Orientation de £

Une base orthonormale B, étant choisie, on dit que B est une base directe si detg, 8 > 0 et
indirecte si detg, B < 0.

d(M, H ) = soit [77 - AM| si 7 est un vecteur normal unitaire.

o Orientation d’un hyperplan
Un hyperplan est orienté par le choix d’un vecteur normal 77.

Une base B de H est dite directe si, et et seulement si, <B,7) est une base directe de E.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : 1. On considere ’application ¢ de M,(R) x M, (R) dans R définie par :
©(M,N) = tr CMN).

Montrez que ¢ est un produit scalaire sur M,(R) et que la base canonique de M, (R) est or-
thonormale.

2. Soit A € M, (R). Montrez que |tr A| < {/ntr (’AA). Quand a-t-on I’égalité ?

Exercice 2 : Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien tel que :
Vx€eE <x|f(x)>=0.

Montrez que Ker f et Im f sont supplémentaires orthogonaux.



Isométries vectorielles

1. Isométries vectorielles d’un espace euclidien

1.1 Définition

Dans un espace vectoriel euclidien E, un endomorphisme f est une isométrie vectorielle s’il
conserve la norme, soit

VxeE  lf(ll = lxl @.

On dit aussi que f est un endomorphisme orthogonal.

N En fait, la condition (1) entraine f € L(E).

1.2 Conditions équivalentes

f € L(E) est une isométrie vectorielle si, et seulement si, il vérifie I’'une des conditions sui-
vantes :

(2) f conserve le produit scalaire, soit :
VxeE VyeE <f@If)>=<x|y>.
(3) 1l existe une base orthonormale 8 telle que f($B) soit une base orthonormale.

(4) Pour toute base orthonormale B, f($) est une base orthonormale.

1.3 Exemples
Les symétries orthogonales et les réflexions sont des automorphismes orthogonaux.

Mais une projection orthogonale distincte de I’identité n’en est pas un; si x € Ker p avec
x #0,0nalp)ll < |lxll.

1.4 Groupe orthogonal

e Un endomorphisme orthogonal f appartient a GL(E). Il est appelé automorphisme ortho-
gonal de E.

e [’ensemble des automorphismes orthogonaux de E est noté O(E) et appelé groupe ortho-
gonal de E. C’est un sous-groupe de GL(E).

2. Matrices orthogonales

2.1 Définition

Une matrice carrée A est dite orthogonale si c’est la matrice de passage d’une base orthonor-
male B & une base orthonormale 8B’.

L’ensemble des matrices orthogonales d’ordre n est le groupe orthogonal d’ordre n; il est
noté O(n).
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2.2 Conditions équivalentes

e Une matrice carrée est orthogonale si, et seulement si, ses vecteurs colonnes vérifient :
Yi Vj <Ci|Cj>=9.

¢ Une matrice carrée d’ordre n est orthogonale si, et seulement si :

'"AA=I, — 'A=A"".

2.3 Lien avec les endomorphismes

Soit B une base orthonormale d’un espace euclidien E et A la matrice de f € £(E) dans 5.
Ona:

AeOn) < feOE).

2.4 Déterminant d’une matrice orthogonale

Si A est une matrice orthogonale, on a detA = +1.

= Attention, la condition est nécessaire mais non suffisante.

2.5 Groupe spécial orthogonal

On appelle groupe spécial orthogonal SO (E), ou groupe des rotations de E, le sous-groupe
de O(FE) formé des automorphismes orthogonaux de déterminant égal a 1.

De méme pour les matrices : SO (n) = {A € O(n) ; detA = 1}.

3. Isométries vectorielles en dimension 2

3.1 Rotations

La rotation d’angle 6 appartient a SO(E). Dans toute base B orthonormale directe, sa matrice
s’écrit :

cosf —sinf

sinf  cosé

OnadetA=1 et trA=2cosé.

3.2 Réflexions
La matrice de la réflexion d’axe A dans une base B est de la forme :

cos sin @
sind —cos@

mais elle dépend de B. Dans une base adaptée, elle s’écrit :

[0 )

A est I’ensemble des vecteurs invariants. On adet B = -1 ettr B = 0.
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Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Soit E un espace vectoriel euclidien et f une application de E dans E qui
conserve le produit scalaire, soit :

VxeE YyeE  <fQ)|fy)>=<x|y>.

Montrez que f est linéaire.

Exercice 2 : Soit A = (; ;) une matrice orthogonale réelle d’ordre n. Montrez que :
'Z a;,-‘ <.

u n

Exercice 3:S0itU=| : [e M, (R) telle que Z ut = 1.

U, i=1

Montrez que la matrice A = I, — 2U'U € M, (R) est orthogonale.



Dénombrement

1. Cardinal d’un ensemble fini

1.1 Ensembles finis
Un ensemble E est fini s’il existe une bijection d’un intervalle [1, n]] de N sur E.

Le nombre 7 est le cardinal (ou nombre d’éléments) de E. On le note n = card E, ou |E|, ou
#E.

On convient que ’ensemble vide est fini et que card @= 0.

1.2 Inclusion
Soit E un ensemble fini. Toute partie A de E est finieeton a :
card A < card E ;

I’égalité ayant lieu si, et seulement si, A = E.

1.3 Applications

Soit E et F deux ensembles finis de méme cardinal et f une application de E dans F. On a
I’équivalence des trois propriétés :

f bijective <= finjective <= f surjective.

N Dans ce cas (n’oubliez pas les hypotheses sur les cardinaux), pour démontrer que f est
bijective, il suffit de démontrer, soit que f est injective, soit que f est surjective.

1.4 Réunion
e Laréunion de 2 ensembles finis est un ensemble fini. On a :
card (EU F) = card E + card F — card (E N F).

e Dans le cas de n ensembles finis, deux a deux disjoints, on a :

n
card(E; U---UE,) = Z card (E)).
i=1
1.5 Produit cartésien
Le produit cartésien de deux ensembles finis est un ensemble fini et on a :
card (E X F) =card E x card F.

1.6 Bilan pour dénombrer

Quand une situation comporte plusieurs choix a réaliser,
— on effectue un produit quand on doit faire un choix, puis un autre . ..
— on effectue une somme quand on doit faire un choix, ou bien un autre . ..
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2. Dénombrement de listes

2.1 Nombre d’applications

o Soit E et F deux ensembles finis de cardinaux respectifs p et n. L’ensemble ¥ (E, F) des
applications de E dans F est fini et a pour cardinal n”.

e On peut assimiler une application f de E dans F a la liste ordonnée des p images des
éléments de E, c’est-a-dire un élément du produit cartésien F”. On dit qu’il s’agit d’une p-
liste d’éléments de F'.

e Le nombre de p-listes d’éléments de F est n”.

e C’est aussi le nombre de facons d’extraire p boules parmi n boules, avec remise et en
tenant compte de 1’ordre. On parle aussi d’arrangements avec répétition.

2.2 Arrangements

e Soit E et F deux ensembles finis de cardinaux respectifs p et n. Le nombre d’applications
injectives de E dans F est égal a :

|

Al =pn-1)---(n-p+1)= i

ou n! (lire factorielle n) est défini pour n € N par :

nl=1x2xn si neN* et 0! =1.
On dit que A% est le nombre d’arrangements de p éléments dans un ensemble 2 n éléments.
e A7 est aussi le nombre de p-listes d’éléments de F, distincts deux 2 deux.
e (C’est aussi le nombre le nombre de facons d’extraire p boules parmi n boules, sans remise
et en tenant compte de 1’ordre.
2.3 Permutations

e Si E est un ensemble fini de cardinal n, toute application injective de E dans E est bijec-
tive. On dit qu’il s’agit d’une permutation de E.

e Ilyan! permutations de E.

o (’est aussi le nombre de listes ordonnées ol tous les éléments de E figurent une fois et
une seule

3. Nombre de parties

3.1 Dénombrement

. . ~ 1 2 ~ 712 z n
Si p < n, le nombre de parties a p éléments dans un ensemble a n éléments est noté ( ) (cf.
p
fiche 18). C’est aussi le nombre de facons de prélever p boules parmi n boules, sans remise
et sans tenir compte de I’ordre.

On I’appelle le nombre de combinaisons de p éléments dans un ensemble a n éléments. On
a:

(n) _ n! .
p/  pln-p)!
3.2 Propriétés
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R O Y 0 Vo) R A Rt WY

-1 -1
e Larelation (n) = (n ) + (n 1 ) permet de construire le triangle de Pascal.
P p p-

e Le nombre total de parties d’un ensemble a n éléments étant 2", on a :

5()->

p=0

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Une urne A contient 3 boules noires et 2 boules blanches.
Une urne B contient 2 boules noires et 2 boules blanches.
On tire simultanément deux boules de A et une boule de B.

1. Quel est le nombre total de tirages possibles ?

2. Quel est le nombre de tirages ol les trois boules obtenues sont de la méme couleur ?
3. Quel est le nombre de tirages comportant exactement 1 boule blanche ?

4. Quel est le nombre de tirages comportant exactement 2 boules blanche ?

Exercice 2 : On dispose de trois dés bien équilibrés, les faces de chaque dé sont numérotées
de 1 a 6. On lance les trois dés, on lit les trois nombres a, b, ¢ apparaissant sur les faces
supérieures et on calcule la somme S =a+ b + c.

Le prince de Toscane avait observé que la somme 10 était obtenue plus souvent que la somme
9, alors que ces deux sommes se décomposent exactement de 6 manieres, par exemple :

9=1+2+6=1+3+5=1+4+4=2+34+4=2+2+5=3+3+3.

1l a interrogé Galilée qui lui a donné I’explication. A votre tour de chercher la raison.



Espaces probabilisés finis

1. Généralités

1.1 Expérience aléatoire

o Une expérience aléatoire & est une expérience qui, répétée dans des conditions apparem-
ment identiques, peut conduire a des résultats différents. L’ensemble de tous les résultats
possibles est I'univers € associé a &.

N En premiere année, ['univers Q est supposé fini.

e On dit qu'un événement est li€¢ a & si, quel que soit le résultat w € €, on sait dire si
I’événement est réalisé ou non. On convient d’identifier un tel événement a I’ensemble des
w € Q pour lesquels il est réalisé. Un événement lié¢ a & est donc identifié a une partie de Q.
1.2 Evénements particuliers

Un singleton {w} est un événement élémentaire.

Q est I’événement certain car il est toujours réalisé.

@ est1’événement impossible car il n’est jamais réalisé.
2. Opérations sur les événements

2.1 Evénement contraire A

A est réalisé si, et seulement si, A n’est pas réalisé.

2.2 Evénement A N B

e A N Bestréalisé si, et seulement si, A et B sont simultanément réalisés.

n
Plus généralement, ﬂ A; est réalisé si, et seulement si, tous les événements sont réalisés.
i=1

e Si AN B =@, c’est-a-dire si la réalisation simultanée des événements A et B est impos-
sible, les événements A et B sont incompatibles.

2.3 Evénement AU B

A U B est réalis€ si, et seulement si, I’un au moins des événements est réalisé.
n
Plus généralement, UAi est réalisé si, et seulement si, au moins un des événements est

i=1
réalisé.

2.4 Systeme complet d’événements

Une partition de Q est un systeme complet d’événements. Autrement dit, des événements
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(Ap)1<k<n forment un systeéme complet s’ils sont différents de @, deux a deux incompatibles

et si UAk =Q.
k=1

2.5 Inclusion

A C B signifie que la réalisation de A implique la réalisation de B.

3. Probabilité

3.1 Définitions

Q étant I’univers (fini) associé a une expérience aléatoire &, on appelle probabilité définie sur
Q toute application P de P(Q2) dans R, qui vérifie les axiomes suivants :

(A P =1
(Az) Pour tous événements incompatibles A et B, on a P(A U B) = P(A) + P(B).
On appelle alors espace probabilisé le couple (Q, P).

P est une mesure des événements, I'unité étant telle que la masse totale est égale a 1.

3.2 Propriétés
P(A)=1-PA) ; 0<PA)<I
P(@)=0 ; AcC B=P(A) <P(B)
A et B étant des événements quelconques, on a :
P(AUB) =P(A) + P(B) - P(AN B)

Si (Ai)1<k<n €St un systeme complet d’événements, on a :
n
Z P(Ap) = 1.
i=1

3.3 Construction d’une probabilité sur un univers fini
e Cas général

Toute probabilité P est enticrement déterminée par la donnée des nombres réels p; = P({k})

vérifiant :
Vk e w pr=0 et Zpkzl.
k

e Probabilité uniforme

Sur un univers fini Q, ’hypothese d’équiprobabilité définit la probabilité uniforme donnée
par:
cardA

cardQ
card A est souvent appelé < nombre de cas favorables > et card Q2 < nombre de cas possibles >.

P(A) =

o Détermination empirique

En sciences expérimentales, la probabilité P(A) est souvent estimée par la fréquence observée
de I’événement A.
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= faut veiller a ce que cette démarche ait un sens : la population considérée est-elle
homogene ? I’événement A est-il clairement défini ? I’échantillon observé est-il représentatif

et prélevé de facon aléatoire ?

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1:SoitA,...,A, des événements d’un méme espace probabilisé. Montrez que :
n n
P [U A,-] < Py
i=1 i=1

Exercice 2 : Quelle est la probabilité pour que, dans un groupe de n personnes choisies
au hasard, deux personnes au moins aient la méme date d’anniversaire (on considérera que

I’année a 365 jours tous équiprobables) ?

Exercice 3 : Dans une loterie, on vend n billets et on donne k lots.
Quelle est la probabilité pour que le détenteur de m billets gagne x lots ?



Probabilités conditionnelles

Soit (2, P) un espace probabilisé.
1.Probabilité conditionnelle

1.1 Définition

Soit A un événement tel que P(A) > 0. En posant, pour tout événement B :
By(H) = P(A N B)
T R@)

on définit une probabilité appelée probabilité conditionnelle relative a A.

P4(B) se note aussi P(B|A) et se lit probabilité de B sachant A.

5" La notation Py est la plus correcte pour désigner une probabilité. La notation P(B|A)
est la plus pratique, surtout lorsque I’écriture de A se complique. Mais ne croyez surtout pas
que (B|A) est un événement.

1.2 Propriétés

P, est une probabilité ; elle en a donc toutes les propriétés. Avec 1’autre écriture en ligne, on
adonc :

P(BJA) = 1 — P(BJA)
P(B U C|A) = P(BJA) + P(C|A) - P(B N C|A)

1" Veillez a avoir toujours le méme conditionnement A. N'inventez pas de formule du type :
P(B|A) + P(B|A) =??

1.3 Formule des probabilités composées
C’est I’égalité précédente écrite en ligne :
P(A N B) = P(A) x P(B|A)
et sa généralisation qui commence par :
P(ANBNC)=PA)xP(B|A) x P(CIA N B).

1.4 Formule des probabilités totales

Soit (Ax)1<k<n Un systeme complet d’événements de probabilités toutes non nulles. Pour tout
événement B,on a :

P(B) = Z P(BNAy) = Z P(AL) X P(BJA).
k=1 k=1

1.5 Formule de Bayes

Soit (Ax)1<k<n Un systeme complet d’événements de probabilités toutes non nulles et B un
événement tel que P(B) > 0. Pour tout j € [1,n],ona:
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P(A1B) = nP(Aj) X P(BJA )

D B(AW) X P(BIAY)
k=1

N Les Ay sont des hypothéses pour I’événement B. La formule de Bayes donne les pro-
babilités des hypotheses apres réalisation de B. Son utilisation peut étre facilitée par des
représentations graphiques, comme un arbre.

2. Indépendance

2.1 Evénements indépendants

e Définition

On dit que deux événements A et B sont indépendants si :
P(A N B) = P(A) X P(B).

SiP(A) > 0 et P(B) > 0, cela correspond a la fois :

— P(A) = P(A|B), soit A ne dépend pas de B;

— P(B) = P(BJA), soit B ne dépend pas de A.

= L’indépendance de deux événements dépend de la probabilité choisie.

e Propriété

Si A et B sont indépendants, alors il en est de méme pour A et B, pour A et B et pour A et B.

2.2 Indépendance mutuelle de n événements

Des événements Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants, ou indépendants dans leur en-
semble, si pour toute partie  de [1,n], on a:

P (ﬂ A,J = ]_[ P(A)).
i€l iel
0" Cette notion est plus forte que ’indépendance deux a deux.

Par exemple, il peut arriver que trois événements A, B, C soient deux a deux indépendants,
mais ne vérifient pas la condition supplémentaire P(A N B N C) = P(A) X P(B) X P(C) pour
l'indépendance d’ensemble.

2.3 Expériences indépendantes

Supposons que des expériences aléatoires successives soient réalisées dans des conditions
telles qu’elles soient, a priori, indépendantes. Pour chaque expérience, une probabilité a été
retenue.

Considérons alors un événement A, relatif a I’ensemble des n expériences, noté
A=A %x---XA,, ce qui signifie qu’on s’intéresse a la réalisation successive des événements :

A\ pour la premiere expérience ... A, pour la n-ieme expérience.

Alors, pour traduire la situation, on est amené a choisir comme probabilité de A :
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P(A) = P(A;) X - - - P(A,).

Ce choix de probabilité produit définit I’'indépendance des expériences aléatoires. On se place
dans cette hypothese quand on parle d’expériences aléatoires successives.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : On considere une population de poulets parmi lesquels certains sont atteints
d’un parasite.

Apres traitement d’une partie des poulets, on remarque que :

— sur les 70 % de poulets non traités, 25 % sont atteints du parasite ;

— sur les 30 % de poulets traités, 12,5 % sont encore atteints du parasite.

On préleve au hasard un poulet (on admet que chaque poulet a la méme probabilité d’étre
prélevé).

1. Quelle est la probabilité que ce poulet soit parasité ?

2. Sachant le poulet parasité, quelle est la probabilité qu’il soit traité ?

Exercice 2 : Le quart d’une population a été vacciné contre une maladie contagieuse. Au
cours d’une épidémie, on constate qu’il y a parmi les malades un vacciné pour quatre non
vaccinés. On sait, de plus, qu’au cours de cette épidémie il y avait un malade sur douze parmi
les vaccinés.

Quelle était la probabilité de tomber malade pour un non vacciné ?

Exercice 3 : 1. En supposant qu’a chaque naissance les probabilités d’avoir un gargon ou
une fille sont égales, étudiez, dans 1’ensemble des familles de deux enfants, I’'indépendance
des événements :

A la famille a des enfants des deux sexes ;
B ily aau plus une fille.

2. Méme question dans I’ensemble des familles de trois enfants.

Exercice 4 : Deux joueurs lancent un dé a tour de role. Le premier qui obtient un as a
gagné.
Quelle est la probabilité de victoire de chaque joueur ?



Variables aléatoires

Soit (€2, P) un espace probabilisé.
1. Généralités

1.1 Définition
Une variable aléatoire réelle X est une application de Q dans R.
Si A est une partie de R, on définit sa probabilité par :
Px(4) =P (X™'(4))
Cette probabilité se note P(X = a)siA = {a},Pla< X <b)siA =]a,b[ ...

1.2 Loi de probabilité

Une variable aléatoire X est discrete quand son univers-image Q; = X(Q) est fini ou dénombrable.
(Cette année on supposera £ fini.)

Dans ce cas, connaitre la loi de probabilité (ou distribution de probabilité) de X, c’est connaitre
les probabilités élémentaires :

Vx,- S Q] P(X = X,‘) = Di.

05" [lest toujours utile de vérifier que p; > 0 et Z pi= 1.

1.3 Fonction d’une variable aléatoire

Soit g une fonction de 2; € R dans R. Alors ¥ = g(X) est une variable aléatoire dont
I’univers-image (fini) est Y(Q2) = g(€,) et les probabilités élémentaires :

Vyieg@) P =y)= Y BX=x).

8(xk)=yi

N on regroupe tous les x; dont I’image par g est égale a y;.

2. Couple de variables aléatoires

2.1 Loi du couple
Soit X et Y définies sur le méme espace probabilisé.

Dans le cas de variables a univers finis, connaitre la loi du couple, ¢’est connaitre les proba-
bilités élémentaires :

Vxi Vy;  P(X=xetY=y;) = pi.

2.2 Lois marginales

A partir de la loi du couple (X, Y), on déduit les lois marginales
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de X : P(X=xi)=ZPij=Pi. deY: P(Y=)’j)=ZPij=P._,-
j i

N Le terme lois marginales vient de la présentation avec un tableau des p;;, de I’addition
suivant les lignes et suivant les colonnes, et du report des totaux dans les marges du tableau.

En général, les lois marginales ne permettent pas de reconstituer la loi du couple (X, Y).

2.3 Lois conditionnelles

Soit y; un élément fixé de Y(Q) tel que P(Y = y;) # 0.

La loi conditionnelle de X sachant que Y = y; est définie par les probabilités élémentaires :
Pij

j

Y € X(Q)  PX=xlY=y)=

ans le cas fini, les probabilités p;; étant présentées dans un tableau, cela revient a se
N Dansl les probabilités p;; étant p tées d bl I t
limiter a la colonne j et a diviser les probabilités de la colonne par leur total, pour que la
somme des probabilités conditionnelles soit égal a 1.

On définit de méme les lois conditionnelles de Y pour X fixé.

2.4 Indépendance de deux variables aléatoires
e Définition

X et Y sont dites indépendantes quand tous les événements élémentaires X = x; et ¥ = y;
sont indépendants ;

Avec les notations précédentes des lois marginales, cela s’écrit :

Y@, J)  Dij = Die X Dej-

62 Dans le cas fini, les probabilités p;; étant présentées en tableau, cela veut dire que :

— toutes les lignes sont proportionnelles, c’est-a-dire que les lois conditionnelles de Y pour
X fixé sont les mémes, ou encore que Y ne dépend pas de X ;

— et de méme que X ne dépend pas de Y.

e Théoréeme

Si X et Y sont indépendantes, les variables aléatoires g(X) et g(Y) le sont aussi.

2.5 Somme et produit de deux variables aléatoires

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé. Comme il s’ agit
de fonctions de Q dans R, la somme X + Y et le produit XY se définissent immédiatement.

Mais pour connaitre les lois de probabilité, il faut connaitre la loi conjointe du couple (X, Y)
et pas seulement les lois marginales de X et de Y.

e Somme
L’univers-image de Z = X + Y est constitué par les réels z; du type zx = x; + y;jetona:

BZ=2)= ) py

Xi+Yj=2k
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la somme étant étendue a tous les couples (i, j) tels que la somme x; + y; soit égale au réel
fixé z.

o Produit
L’univers-image de Z = XY est constitué par les réels z; du type zx = x; y; etona:
P(Z=z)= Z Pij
Xi Xy =2k
la somme étant étendue a tous les couples (7, j) tels que le produit x;y; soit égale au réel fixé z.
2.6 Extension a n variables aléatoires

o Indépendance mutuelle

Les variables aléatoires X1, - - -, X,, sont mutuellement indépendantes si, et seulement si :

ﬁ(Xi = xi):| = ﬁ P(X; = x;).
i=1 i=1

Y(xi,...,x,) €R" P

o Théoréeme

SiXi,..., X, Xut1,. .., X, sont mutuellement indépendantes, alors (X1, ..., X,) et g(Xp41, ..., Xp)
sont indépendantes.

3. Lois usuelles

3.1 Loi uniforme discrete
¢ Loi de probabilité
Soit n € N*. Une variable aléatoire X suit une loi uniforme discréte si X prend n valeurs

1
possibles avec la probabilité — pour chaque valeur.
n

e Espérance et variance
Si X suit la loi uniforme discrete sur [1,7], ona:

n+1 ) n? -1

EX) = — s VX =—0

3.2 Loi de Bernoulli

¢ Loi de probabilité

X suit la loi de Bernoulli de parametre p €]o; 1[, notée B(p) ou B(1, p) si X(Q) = {0, 1} etsi:
PX=1)=1 . PX=0)=1l-p=gq.

¢ Situation modélisée

On considére une épreuve ayant deux issues possibles : A avec une probabilité p, A avec une
probabilité 1 — p.

La variable aléatoire qui vaut 1 si A est réalisé et 0 si A n’est pas réalisé suit la loi B(p).

¢ Espérance et variance
EX)y=p i VX)) =pg
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¢ Somme
Si Xi,...,X, sont mutuellement indépendantes de loi B(p), alors X; + --- + X, suit la loi
B(n, p).

3.3 Loi binomiale
o Loi de probabilité

X suit la loi binomiale de paramétres n € N* et p €]0, 1[, notée B(n, p), si ’univers-image est
[0, n] etsi:

Vkel0,n] — P(X=k) = (Z)pkq"_k.
¢ Situation modélisée
On obtient une loi binomiale quand :

— on répete n fois la méme expérience aléatoire, les n répétitions étant indépendantes entre
elles;

— on s’intéresse seulement a la réalisation ou non d’un événement fixé A de probabilité p, et
onposeqg=1-p;

— on considere la variable aléatoire X égale au nombre de fois oll A a été réalisé.

En langage imagé, on dispose d’une urne constituée de boules présentant un type A dans la
proportion p. On effectue n tirages avec remise et on compte le nombre de boules de type A
obtenues.

e Espérance et variance

EX)=np ; V(X) = npq.

e Somme

Si X suit la loi B(n, p) et Y la loi B(ny, p) et si X et Y sont indépendantes, alors X + Y suit
B(ny + ny, p).

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : En terminant d’effeuiller la marguerite, on compte :

1 point pour un peu, 3 points pour beaucoup, 5 points pour passionnément,
10 points pour a la folie, O point pour pas du tout.

On effeuille successivement deux marguerites. Soit X la variable aléatoire égale au nombre
de points obtenu avec la premiere marguerite. Soit Y la variable aléatoire égale au plus grand
des deux nombres obtenus.

1. Déterminez la loi du couple (X, Y).

2. Précisez les lois marginales de X et de Y. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendalntes ?

Exercice 2 : Reprenez les données de I’exercice 1. Déterminez la distribution de probabi-
littdeZ=X+7Y.
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Exercice 3 : Reprenez les données de I’exercice 1. Déterminez la distribution de probabi-
litt de T = XY.

Exercice 4 : Reprenez les données de I’exercice 1. Calculez :
EX), VX)), EQY), V), EX+Y), V(X+Y), EXY), VXY), Cov(X,Y), r.

Exercice 5 : 1. En égalant les coefficients de X* dans les deux membres de 1’égalité :
X-D"X-D"=X-1""",
démontrez la formule de Vandermonde :
ny ny ny +np
20"

2. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X suive la loi binomiale
B(ny, p) et Y laloi B(ny, p).

Montrez que X + Y suit la loi B(n; + ny, p).

Exercice 6 : Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes qui suivent respective-
1 1
tB(S; —) tB(4; —).
men 3)¢ 3

Calculez la probabilité que X = Y.



U7l Espérance et variance

Soit X une variable aléatoire finie dont 1’univers-image est {xi,..., x,} et les probabilités
élémentaires p; = P(X = x;).

1. Espérance

1.1 Définition
E(X) = ZX,‘ pi~

1

1.2 Théoreme du transfert
E[g(X)] = > g(i) P(X = x,).
1.3 Inégalité de Markov

EX
Ve >0 P(|X|>a)<—( )
E

2. Variance, covariance

2.1 Variance , )
V(X) = E[(X - E(X)) ] = EX) - (E())

L’écart type est défini par o7(X) = VV(X).

2.2 Variable centrée réduite
Pour a et b réels, on a toujours :
E@X +b) =aEX) +b ; V(aX +b) = a*V(X).
X - E(X)
o(X)
Y est la variable centrée réduite associée a X.

Si V(X) # 0, en posant ¥ = on obtient E(Y) =0et V(Y) = 1.

2.3 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
V(X)
&2

Ve>0 P(|X ~EX)| > s) <

N La majoration fournie est assez médiocre. Mais c’est une étape préliminaire pour
démontrer des résultats plus importants.

2.4 Moments d’ordre k

Soit k € N. On définit les moments my;, d’ordre k et les moments centrés i d’ordre k par :

me= B =Y p o = E|(x- EO) |

1

2.5 Covariance
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La covariance de X et de Y est définie par :
Cov(X,Y) = E[(X - E(X))(Y - E(Y))] = E(XY) - EX) E(Y).

Ona: Cov(X,Y)=Cov(Y,X) et Cov(X,X)=V(X).

2.6 Somme et produit de deux variables aléatoires
e Cas général

E(XX +7Y) = EX) + E(Y)

V(X +Y) = V(X)+ V(Y) + 2 Cov(X, Y)
e Casou X et Y sont indépendantes

Cov(X,Y)=0

VIX+Y)=V(X)+ V()

E(XY) = E(X) E(Y)

(=g La réciproque est fausse : on peut avoir Cov(X,Y) = 0 sans que X et Y soient
indépendantes.

2.7 Cas de n variables aléatoires

o Espérance d’une somme
EX +---+X,)=EX)+ -+ EX)).

e Variance d’une somme

V) + -+ X)) = ) VXD +2 ) Cov(X;, X)).
i=1 i<j
Dans le cas ot les variables aléatoires sont deux & deux indépendantes, on a :
VXi+--+ X)) =V(X) + -+ V(Xy).

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Un veilleur de nuit doit ouvrir 12 portes avec 12 clés différentes mais non
discernables.

1. Quelle est la probabilité pour qu’il ouvre la premiere porte au k-ieme essai sachant qu’a
chaque fois qu’il choisit une clé, il ne la remet pas dans le trousseau si elle ne convient pas.

2. Le nombre total d’essais effectués définit une variable aléatoire X dont on demande de
déterminer la distribution de probabilité, I’espérance mathématique et I’écart type. Pour chaque
porte, le processus recommence comme pour la premiere porte, mais avec seulement les clés
restantes.

Exercice 2 : Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi bino-
miale B(1, p).

Calculez la covariance Cov(X + ¥, X — Y).
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Montrez que X + Y et X — Y ne sont pas indépendantes.

Exercice 3 : Soit (X,) une suite de variables aléatoires de méme loi, d’espérance u et de
variance o, supposées deux a eux indépendantes.

S
Onpose:S,=X1+Xo+---+X,etZ, = =Z. Montrez que :
n

Ve >0 lim P(|Z, - ul > ) = 0.
n—+oo
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3. Limites et continuité
Exercice 1

NP 1 . 2
La suite définie par u, = = tend vers 0 et la suite de terme général

— +nm

f(u,) = (=1)" n’a pas de limite. La fonction f n’ a donc pas de limite en 0.

Exercice 2

n . L. 1 1 1 1
Sur]O,—[ona:s1nx<x<tanx. Onen déduit: 0 < — — < — - .
2 X tanx sinx tanx
2 x
1 1 1 —cosx 2sin” X
Or: — - = — =——2 _=tanz - (cf. fiche 6)
sinx tanx sin x ZSIHECOSE 2

X . . . X
Il en résulte que : 0 < f(x) < tan = puis lim f(x) =0 car limtan—= = 0.
2 x—0 x—0 2
Exercice 3
bis . . b4
Posons u = 3~ X pour nous ramener a une variable u qui tend vers 0 quand x tend vers 3

Cos (% - ”) 1 sinu
O 1 N = = — .
n aalors : f(x) n—-n+2u 2 u

1. s 1
On adonc : lim f(x) = 5 lim 0 = - (cf. fiche 6)
=3

2e w2

S g n 1
On peut donc prolonger par continuité f en 3 en posant f (5) =5
Exercice 4
Si f était uniformément continue, dans la définition on pourrait choisir x" = 2x ce qui donne-

. 1 1 . . ..
rait [ f(x) — f(x")] = — - Comme lim — = +o0 on aboutit alors 2 une contradiction.
2x x—=0* 2X

4. Fonctions dérivables

Exercice 1

Considérons la fonction g définie sur R par :
an n+l
n+1
C’est une fonction continue sur [0; 1], dérivable sur ]0; 1[, et telle que g(0) = g(1) = 0.
D’apres le théoreme de Rolle, il existe donc au moins un réel ¢ €]0; 1] tel que

§'(©)=0=f(o.

Exercice 2

a
g(x)=a0x+51x2+-~+

Comme f”(x) = i e™, si on pouvait appliquer 1’égalité des accroissements finis, on aurait :
dc €]0;27[  f(2m) — f(0) = 27ie“.
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Le premier membre est nul, le second membre ne 1’est pas : il y a contradiction, ce qui montre
que I’égalité des accroissements finis ne se généralise pas.
Exercice 3

11 suffit d’appliquer I’'inégalité des accroissements finis a la fonction sinus entre O et x.

5. Logarithmes, exponentielles et puissances

Exercice 1

e Les expressions In(x + 1) et In(x + 5) sont définies si, et seulement si :
x+1>0 et x+5>0 < x>-1.
Pour ces valeurs, 1’équation est équivalente a :

Inx+ Dx+5 =% < x+1DHx+5)=96 X +6x-91=0.

Cette équation du second degré a pour racines 7 et —13. Seule la racine x = 7 convient.

e La deuxieme équation est définie pour x # —1 et x # 5.

Les deux racines x = —13 et x = 7 conviennent.

Exercice 2
(D & ¥ +1-(+1)<0 = @+ 1)1 -e<0.

Comme on a toujours e 41> O,ona:

2—x

) = 1<e — 0<2—-x & x<?2.

6. Fonctions circulaires et hyperboliques

Exercice 1

La méthode la plus simple consiste a linéariser ¢’est-a-dire a transformer le produit en somme :

Ir . . e 1 1
f(x)—5[sm5x+smx].Onendedun.ff(x)dx— 1OcosSx 5 COS X.

Exercice 2

La fonction définie par f(x) = arctan(2x) + arctan x est continue et strictement croissante de
. , . s . .

—m anr quand x décrit R. L’équation f(x) = I a donc une solution, et une seule, et cette racine

est positive car f(0) = 0. L’équation implique :

bg 3x 5
tan[f(x)] =tanZ — 1_—2x2 =1 &< 2x"+3x-1=0.
-3+ V17
La seule racine positive de cette équation est — ~ 0,28.

Exercice 3

Pour démontrer une égalité de ce genre, il vaut mieux partir du membre le plus compliqué et
chercher a obtenir I’autre.

2 1 e+l e+l 2eM+2-eM—2e2 -]
th2x) thx “e* -1 e>*—-1 (-1 (E*+1)




146 Mathématiques

e -1

= —— =thx
e +1

7. Suites numériques

Exercice 1

1
Onalu,| <nx—=1 car|sinu| < |u| (cf. fiche 4)
n

Exercice 2

o 1 .
Lorsque n tend vers I'infini, v, ~ n* X —=n carsinu 3 u (cf. fiche 10)
+00 n

Exercice 3

Chacun des n termes de la somme peut étre encadré par des termes indépendants de & :

n n d'od oo n?
B I ou S U, &
n+n nf+k n?+1 n+n " n2+1
2 2
Comme lim =1= lim — la suite (u,) converge vers 1.
n—+o0o < +n n—+oo - +

Exercice 4

La suite est bornée car |u,| = 1.

Les deux suites extraites ug, = 1 et ug,+3 = —1 sont convergentes avec des limites différentes.
La suite (u,) est donc divergente.

Exercice 5
Comme u,,; — u, = —— > 0, la suite (u,) est croissante.
(n+1)!
1-n . L.
Comme v,y — v, = —— < 0, la suite (v,) est décroissante.
(n+1)!

Etonabien lim (v, —u,)= lim ——— =
n—>+oo( " n) n—+0o0o (n + l)'

Exercice 6

On montre d’abord par récurrence que u, > 0 et v, > 0 pour tout #.

2
(Un = V)
Comme vy, | — Upy; = —— >0, onau, < v, pour tout n.
2(un + vi)
Uy (Vy — Up) . .
Comme u,,; — u, = —— > 0, la suite (u,) est croissante.
Uy + Vp
Up =V

Comme v,y — Vv, = < 0, la suite (v,) est décroissante.

La suite (u,) croissante et majorée par v, est convergente vers /;.
La suite (v,) décroissante et minorée par u, est convergente vers /.

U, +V . L +1 . . .
""" ondéduitl, = 172 puis [} = I, : les suites sont adjacentes.

De vy =

Exercice 7
L’ équation caractéristique 7> + r + 1 = 0 a pour racines :
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1 V3 i

rn=—--+i—=e¢e3 etr,=7y.

2 2
Les suites qui vérifient la relation de récurrence sont donc de la forme :

2r . 2n .. c .
u, = Kj cos (n ?) + K> sin (n ?) Les conditions initiales donnent :

1=M0=K1 K1=1
1 V3 = i p_ 2

O,5=u1=—§K1+7K2 2= "=

Exercice 8

Par récurrence, on a u, > 0 pour tout n. La fonction f définie par f(s) = x* + 0, 1875 est
croissante sur ]0; +oo[.

On a u; = 0,4375, soit u; < up. On en déduit par récurrence que (u,) est décroissante :
Up-1 < tty = f(up-1) < f(uy) SOit uy < tpyy.

La suite (u,,) décroissante et minorée par O converge vers une limite / qui vérifie :
[=1P+0,1875 < [=0,25 ou [ =0,75.

Comme la suite décroit en partant de 0, 5, la valeur 0, 75 est impossible et [ = 0, 25.

8. Intégrales définies

Exercice 1
Pour tout x € [0;1],onal <chx<chl,d’ou0< x"chx < x"chl.On en déduit :

1
f’chxdx<ch1f X" dx.
0 0

Comme lim chl

n—+o0o 0 n—-+oo

=0, onadonc:

1
lim x"chxdx=0

n—+oo 0

Exercice 2

. 2 7r . .
En écrivant u,, = — 5 on reconnait une somme de Riemann associée a la fonc-
T
. . . T .
tion continue définie p f( ) = cosx sur |0 5] La suite (u,) est donc convergente et
) 2 2 2
lim u, = — cosxdx = —.
n—+oo T 0 T

9. Calcul des primitives

Exercice 1

On utilise une intégration par parties qui fait apparaitre une fonction rationnelle :
W (x)=1 ; w(x)=arctanx

ux)=x ; V= o2

1
farctanxdx = xarctan x — f 1 sz :dx =xtanx — Eln(l +x°).

Exercice 2

Mathématique
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' o(2+30x
fezx sin3xdx = Im fe(2+3‘)x dx| =Im -
2+ 3i

m e(cos 3x +isin3x)(2 - 31\ _ 1
- 13 13

ezx( —3cos3x + 2sin 3x).

Exercice 3
En posant u = Et —lonat =2u+2etdonc df = 2u du. En n’oubliant pas les bornes, on

obtient : |
1 2 du [arccos ]% n
= - = u = —
-1 V1= 2 _% 3
Exercice 4 |
1
Le changement de variable u = sin x conduita: [ = f —————du.
0o U —-5u+6
La fraction rationnelle se dé ! L
a fraction rationnelle se décompose : =
P w—5u+6 u-2 u-3
1
- 4
et on obtient : I = |In |~ 3 =ln- -
u—2l|, 3

10. Comparaisons locales
Exercice 1

. 1 . . .
e Silx|<1,|u,=x"x = est le produit de deux suites qui tendent vers 0, donc tend vers 0.
n.
. 1
o Silx|=1,|u,| = = tend vers O.
n!
e Si|x| > 1, |u,| tend encore vers O car on sait que |x|" = o(n!).

Exercice 2

1 1
Posons f(x) = (cos x)“i“‘x =™ avec A(x) = 5 In(cos x) ~ n(Lzsx) .
tan? x , 0 X
Par ailleurs In(cos x) = In(1 + cosx — 1) 3 cosx—1 v - % .
1 1
Par conséquent A(x) 7Ty On a donc lirr(l) A(x) = - 5 puis, exp étant continue, liI’I(l) f(x) =
e % 0,607.
11. Formules de Taylor
Exercice 1
En calculant f’(x), on obtient :
n—1
I+x+--+ ﬁ x_r: "
-1 X
f = =1 o =1- 2 +o(x).
X X" n!
I+x+--4+— I+x+---4+—
n! n!

xn+1
Comme f(0) = 0, on en déduit : f(x) = x — ——— + o(x").

(n+1)!
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Exercice 2
2

Ona:(l+ x)% = exp (% In(1 + x)) = exp (%[x - % + o(xz)])

= exp(l - g + o(x)) - e[l - g + o(x)]
1
Dot : d+ox-e e +o(1)
X 2

L o ‘ ‘ ., €
ce qui démontre que la limite demandée est égale a -5

12. Equations différentielles linéaires

Exercice 1

. . . 3
L’équation s’écrit sous forme normalisée : y" + = = 0.
x

3
OnaA(x) = f— dx=3Inx.
X
1
La solution générale s’écrit donc : y(x) = K e AW =K =
X

Exercice 2

Considérons une fonction auxiliaire telle que y(x) = K(x) — soit solution de 1’équation pro-
X

posée.

Aprés avoir calculé K'(x), reporté dans 1’équation et simplifié, il reste : K'(x) = 1. On obtient
1

K(x) = x + K, ce qui entraine la solution générale cherchée : y(x) = =+ K =
X X
Exercice 3

On multiplie les deux membres de 1’équation normalisée par e’ = x*, ce qui donne :

1 1
Xy +3x%y = (¥’y) = 1, puis : ¥’y = x + K, et enfin : y(x) = S +K—= -
X X

Exercice 4

e L’équation caractéristique r* —2r+ 1 = 0 = (r — 1)* a 1 comme racine double. La solution
générale de 1’équation homogene s’écrit donc :

ys(x) = (Kix + K;) e* avec K et K, constantes réelles.

e On cherche une solution particuliére sous la forme y(x) = ax* + bx + c. Aprés avoir calculé
¥'(x) et y”(x) on aboutit a I’égalité de deux polynémes, c’est-a-dire a 1’égalité de leurs coef-
ficients. On obtient ainsi la solution particuliere y,(x) = 2% + 1.

e La solution générale de I’équation s’écrit donc :

yo(x) = (Kix + K») e +2x* + 1 avec K, et K> constantes réelles.

Exercice 5
e L’équation caractéristique 7> — 4r + 3 = 0 a deux racines réelles distinctes 1 et 3. La solu-
tion générale de I’équation homogene associée s’écrit donc : y(x) = K; e* + K, e**.

e Pour obtenir une solution particuliére de 1I’équation compléte, on peut procéder en deux

Mathématiques
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phases.
— On effectue le changement de fonction inconnue
y(x) = e z(x)
ol z est une nouvelle fonction inconnue.
X

Enreportanty = e*z, ¥y =e*z+e" 7 ety” =e*z+2e" 7 +e*7” dans I’équation donnée, on
estconduita: z” — 27 = 2x + 1.

La disparition de 7 correspond a 1 racine de I’équation caractéristique.

— On cherche z sous la forme z = ax’ + bx.

Avec 7 =2ax+ bet7’ =2a,on aboutitd a = -3 eth=-1.
1 1
On obtient donc z = —5X- 1 puis la solution particuliere y = e* ( — X 1)
1
e La solution générale de 1’équation est donc : y = K| e* + K, &> + ¢* ( —5X- 1).

13. Séries numériques

Exercice 1

Pour qu’une série Z u, converge, il est nécessaire que lim u, = 0.

n—+oo

. 2n+1 2 . 2n+1 N .
Comme lim = — lasérie Z I E3 est grossierement divergente.
n

n—+0 3n+3 3

Exercice 2

Pour n > 3, u, existe et est positif. Au voisinage de +oo, on peut écrire :
1 1+”2+(1) In(1 ﬂ2+(1) ﬂ2+(1) il

=1In — —||-In{1 - — —||=— — |~ = -
tn w2 A w2 2 2\ ) e

‘o A r . L. .
La série Z u, est donc de méme nature que 7 Z — qui est une série de Riemann conver-
n
gente.

Exercice 3
. 1 . .
- La série de terme général — est une série de Riemann convergente. La
n2
série proposée est donc absolument convergente, donc convergente.

On a: |u,| <

S
| =

14. Rudiments de logique

Exercice 1
La publicité dit : pas moderne = pas client.
La phrase synonyme est la contraposée : Si vous étes client, alors vous étes moderne.

Le publicitaire utilise le ressort psychologique : le rétablissement de la forme affirmative
conduit a une meilleure appropriation du message. Et si certains se trompent en pensant mo-
derne = client, c’est plus fort, mais ce n’est pas dit !

Exercice 2
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Il existe au moins une ville dont la partie commerciale comporte au moins un carrefour sans
agence bancaire.

Exercice 3 .
Raisonnons par I’absurde, c’est-a-dire supposons que V2 soit rationnel et montrons que cela
entraine une contradiction.

Supposons que V2= ;—; avec a et b premiers entre eux (. fiche 22).
Onaalors a = b V2 qui entraine a® = 2b%.

2 divise a2, donc aussi a puisque ¢’est un nombre premier.

On peut donc écrire a = 2a’ avec a’ € N, ce qui donne b* = 24",

. . . Loa
Comme ci-dessus b est alors pair. Comme on est parti de la fraction 5 simplifiée, en obtenant
a et b pairs, il s’agit d’une contradiction.

On rejette donc I’hypothese faite et on conclut que V2 est irrationnel.

Exercice 4

Soit x et y deux réels quelconques. Deux cas sont & envisager :

1 1

. x<y.0naalorsmin(x,y):xetz[x+y—|x—y|]=§[x+y—(y—x)]=x.
. 1 1

. x>y.0naa10rsm1n(x,y)=yet§[x+y—|x—y|]= §[x+y—(x—y)]=y.

Exercice 5

Mathématiqu

n
1
Soit P(n) la propriété : Y (2i = 1)* = " 4n* - 1).
-

1

1
e Comme 12 = 5(4 — 1), P(1) est vraie.

e Pour k € N quelconque, montrons que P (k) entraine P(k + 1).

k+1 k

Z(Zi —1)?= Z(Zi — 1% + 2k + 1)?

i=1 i=1

= % k(@K = 1)+ (2k +1)? en utilisant P(k)
_ %(Zk + 1)[k(2k S 1)+32k + 1)]
- %(Zk + 1)[2k2 5k + 3] _ %(21( + 1)k + 1)(2k + 3)

- %(k + 1)[(2k + 12k + 3)] = %(k + 1)[4(k +1)? - 1].

16. Applications
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Exercice 1
£{0}) = {f(0)} = {0}. 710D = {x; f(x) = 0} = nZ.

Exercice 2

e f est surjective si, pour tout élément (X,Y) de R?, il existe toujours (x,y) € R? tel que
f,y)=X7).

On a nécessairement x = X — y, puis, en reportant :
Y=2X-y)+y, soit y°—2y+2X-Y =0.

La fonction ¢ définie par ¢(y) = y* — 2y + 2X — Y est continue, négative lorsque y tend vers
—oo, positive lorsque y tend vers +oo. Il existe donc au moins un réel y tel que ¢(y) = 0.

Comme il existe toujours x et y, f est surjective.

e Ona f(1,0) = (1,2). Existe-t-il un autre couple (x,y) € R? tel que f(x,y) = (1,2)? Ceci
est équivalent a :

x=1-y et y-2y=0.
Pour obtenir un nouvel élément, il suffit de prendre y = V2 et x = 1 — V2. On obtient donc
f(1=V2,V2) = 7(1,0).

Un exemple de deux éléments distincts ayant la méme image démontre que f n’est pas injec-
tive.

17. Relations

Exercice 1

1 1
e Dans ]0; +oo[, on peut écrire : xRy ar_ny fx) = f()
x oy

1
ol f est la fonction de ]0; +oo[ dans R définie par f(x) = ax
X
R est donc la relation d’équivalence associée a f.

e Pour préciser le nombre d’éléments d’une classe d’équivalence, il faut dresser le tableau
de variation de f et utiliser la théoréme des valeurs intermédiaires. Vous obtenez ainsi :

— Six €]0;1], ousix = e, la classe de x est réduite a x.

—Sixe]l;e[ U ]Je; +oo[, la classe de x comporte deux éléments.

Exercice 2

e Onatoujours x < x ety <y, soit (x,y) < (x,y). La relation < est donc réflexive.

o Si(x1,y1) < (x2,y2) et (x2,y2) < (x1,¥1), alors (x1,y1) = (x2,¥2). La relation < est donc
antisymétrique.

e Si(x1,y1) < (x2,y2) et (x2,y2) < (x3,y3), de x; < xp et xp < x3, on déduit : x; < x3; de
méme y; < y3. On a donc (x1,y;) < (x3,y3) et larelation < est transitive.

e < est donc une relation d’ordre. Cet ordre est partiel car, par exemple, (1,2) et (2, 1) ne
peuvent pas €tre comparés.

18. Calculs algébriques

Exercice 1
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e En partant de 1’égalité donnée (cf. fiche 27) :

1 _9., b L€
kk+1)(k+2) k k+1 k+2
la facon la plus rapide d’obtenir les valeurs des coefficients est : A
— en multipliant les deux membres par k, avec k = 0 on obtient a = % ; .
— en multipliant les deux membres par k + 1, avec k = —1 on obtient b = —1;
— en multipliant les deux membres par k + 2, avec k = —2 on obtient ¢ = % .

e Onadonc:

AR T I GRUE | Ih1T 2 19
S:— _ — _ 4 = _ = = — - —- 4+ — —
2;k ;k+1 2Lk +2 Z;k ;k 240k
R
) 2 2 n+1) 2\n+l1 n+2
1 1

T4 2m+hn+2)

Exercice 2
Premiére solution
Pour tout réel x, ona: (1 +x)"(1+x)" = (1 +x)*".

N

On peut développer (1 + x)" et (1 + x)2" a I’aide de la formule du binome.

Mathématique

2
Dans le second membre, le coefficient de x" est ( " )
n

Dans le premier membre, pour obtenir tous les termes en x”, il faut multiplier chaque mondme

(n )xp (avec 0 < p < n) du premier développement par le monome ( )x”"’ du deuxiéme
p

n—p
développement.

L’égalité des coeflicients de x" conduit donc a :

)-S50 5[0

arl,” )= (2)

Deuxiéme solution (avec fiche 36)

Soit E un ensemble a 2n éléments. Le nombre de parties de E comportant n éléments est égal
2n
a(7")
n
Fixons dans E un sous-ensemble A a n éléments. Son complémentaire A a aussi n éléments.
Toute partie X de E a n éléments est la réunion des deux ensembles disjoints X N A et X N A.

X N A peut avoir p éléments avec 0 < p < n. X N A a alors n — p éléments.

Dans A,ilya (n) facons de choisir une partie X N A a p éléments.
p
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Dans A, ilya ( ) facons de choisir une partie X N A a n — p éléments.

n—-p
Pour p fixé, il y a donc (n) X ( " ) facons de choisir X. Comme p peut varier de 0 a n, le
4 n—-p

n
. <14 . N n n
nombre de parties de E comportant n éléments est égal a Z ( )(
p

p=0 n-p

)-S50 -5l

=0

). Donc

Exercice 3

L algorithme du pivot de Gauss permet d’écrire des systeémes équivalents :

x+2y-3z = 1 Ly — L,
(S) — 11y—102 = 1 L2<—3L2—L1
22y—-20z = 4 Ly «—— 50,13
x+2y-3z = 1 Ly — L
= 11y—-10z = 1 L, «— L,
0 = -2 Ly «— 2L, — L3

Le systeme est donc impossible.

19. Nombres complexes

Exercice 1
=0+ =1+3i-3-i=-2+2i
e=(-2+2i)(V3+i)=-2(1+ V3)-2(1 - V3)i.
Exercice 2
Des formes trigonométriques : z; = V2elf et 22=2 e's on déduit :
v
=42 12,
Avec le résultat de 1’exercice 1, on conclut :
cos(”") 1+ V3 Sin(llﬂ) _V3-
12 242 12 242

—_—

Exercice 3
Ona:A=(7+130) —4(1 +1)(2 + 60i) = 112 — 66i # 0.

On cherche d’abord les racines carrées de A, c’est-a-dire les réels a et b tels que :
(a +ib)* = 112 — 66i.

En écrivant I’égalité des parties réelles, des parties imaginaires et des modules, on obtient :

a-bp = 112 & = 121
2ab = -66 < { B2 = 9
aZ+b = 130 ab < 0

Les racines de A sont —11 + 3iet 11 — 3i. Les racines de (E) sont donc :
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7+ 131+ (=11 +30)
a= 201 +1)

Exercice 4

7413+ (11-3)

=3+51 ; 2= 20+ 7-2i.

n n
. i ik . .
A est la partie réelle de B = Z el = Z (e” ) qui est la somme des n + 1 premiers termes
k=0 k=0 '
de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison €.

Sie =1,so0itr€2xZ, alors B=n+1letA=n+1.

. ot . 1
o 1 — eir+Dr e iz _ el(ﬂ+j)t
Sie" # 1, alors B = =

I —e ~2isin (1)

—sin (%) +sin(2n + 1)§)

ZSin(é)

ce qui entralne : A =

Exercice 5

n n . RN X X n
B est la partie réelle de : ( )”@‘: 1+e) = ‘7(2 —).
estlap 1ereeeekZ=(;ke ( e) e cos >
. x\" X
On obtient donc : B = 2" (cos 5) cos (nz)
Exercice 6
Comme z = b n’est pas solution de (E) puisque a # b, I’équation est équivalente a :

z—a\* N . Zx—a
( ) = 1; d’ou les racines
z—b Zk —

Pour k = 0, on aurait a = b, ce qui est contraire a I’hypothese.

= ei% avec k € [0;n — 1].

a-ben
2kx

1—¢e'n

Pour k € [[1;n — 1]], on obtient : z; =

.1 . . . _jkn s .
En multipliant le numérateur et le dénominateur par e 7 on aboutit a la forme plus simple :

a+b .a-b kr
5 +1i co( )

% = —
n

Exercice 7

5— est réel.
z

. N . Z
Les imagesde 1, zet 1 + 7% sont alignées si, et seulement si,

En posant z = x + iy, on a 72 = x> — y* + 2xyi, puis :
z—1 (x-1 +iy)(x2—y2—2xyi)

2 (2 — Y22 + 4x2y2

dont la partie imaginaire est nulle si, et seulement si :

Y2 -y = 2xy(x-1)=0 &= y=0ou ¥ +y* -2x=0=(x— 1)> +).

L’ensemble des solutions est donc constitué par I’axe des abscisses et le cercle de centre (1;0)
et de rayon 1.

Exercice 8

Mathématiq
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Nous pouvons écrire 7' = % Z+ % + i. La transformation est la similitude :
e de rapport ’l‘ = l;

33
e d’angle arg(l) =z

3/ 27
e decentre S d’affixe ztelque 3z =iz+ 1 +3i =z =1i.

20. Arithmétique dans Z

Exercice 1
1. ¢ La décomposition en facteurs premiers des deux nombres s’écrit :
143=11x13 ; 100=2>x5%
Comme il n’y a aucun facteur premier commun a ces deux décompositions, les nombres 100
et 143 sont premiers entre eux.

e L’algorithme d’Euclide conduit a une deuxieme démonstration de ce résultat. Il prouve
I’existence de nombres u et v du théoreme de Bézout, en fournissant explicitement une solu-
tion particuliere.

I s’agit de réaliser une suite de divisions euclidiennes : de 143 par 100, puis de 100 par le
reste 7| obtenu, puis de 7| par r; ... On obtient :

143 = 100x1 + 43
100 = 43%x2 + 14
43 = 14x3 + 1

Comme cet algorithme se termine par 1, c’est une nouvelle preuve que 143 et 100 sont pre-
miers entre eux. Nous allons en déduire un exemple de nombres u et v tels que :

143u+100v =1,

par des substitutions successives des restes en partant de la derniere égalité ou figure déja le
1 du second membre.

1=43-14x3
=43 - (100 —43 x2) x 3 = (=3) x 100 + 7 x 43
= (=3)x 100 + 7 x (143 — 100) = 7 x 143 + (=10) x 100 ..

Les nombres ug = 7 et vog = —10 vérifient donc 143 uy + 100vy = 1.

2. Considérons des entiers relatifs u et v tels que 143 u + 100v = 1.
En retranchant 1’égalité précédente, on obtient :
143 (1 — ug) = 100 (vg — v).

143 divise donc 100 (vp — v). Comme 143 est premier avec 100, on en déduit, d’apres le
théoreme de Gauss, que 143 divise vy —v, c’est-a-dire qu’il existe k € Z tel que vo—v = 143 k.

En reportant, on obtient aussi u# — ug = 100 k.
Réciproquement, tous les nombres u et v ainsi obtenus conviennent.

L’ensemble S des solutions (u,v) € 77 de I’équation 143 u + 100v = 1 est donc :

S={(7+100k,-10-143k) ;keZ}.

Exercice 2
En reportant la premiere égalité dans la deuxiéme, on obtient :
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m+d=d*+d=d(d+1)=156.
d et d + 1 sont donc des diviseurs de 156. Dans N, les diviseurs de 156 = 22 %3 x 13 sont:
{1,2,3,4,6,12,13,26,39, 52,78, 156}.

Onadoncd = 12 et m = 144. \
On sait que md = ab. Introduisons les nombres a’ et b, premiers entre eux avec a’ > b’, tels
quea=12d"etb = 12b". °
En reportant dans la derniere égalité, on obtient :

ab =12.

Deux possibilités sont a envisager.
—ad =12etb’ =1, qui conduit ala solutiona = 144 etb = 12;
—d =4eth’ =3, qui conduit a la solution a = 48 et b = 36.

Exercice 3
e SiI’écriture décimale de n comporte k chiffres, on a :

n=ar 1 105+ a4 51082+ 4 gy x 10+ a9 avec ap_; # 0.
On en déduit que :

105" < n < 108,
La fonction In étant strictement croissante, ces inégalités sont équivalentes a :
(k—=1)In10<Inn <k In10,
Inn

it k-1<
sot In10

. Inn
< k. Par conséquent, k = Ln IOJ + 1.

1
Ici, avec n = 20132 ona 1“—1”0 ~ 6653,9. Donc k = 6654.

n
e Déterminer le dernier chiffre de 1’écriture décimale de n, c’est étudier des congruences
modulo 10 puisqu’on va éliminer des multiples de 10.

Mathématiques

On commence par : 201320!% = 32014 pyis on écrit les puissances successives de 3 jusqu’a
obtenir 1 :
3'=3 ;3°=9 ;3 =7 ;3 =1

On fait alors la division euclidienne de 2014 par 4 : 2014 = 503 x 4 +2.

503
On en déduit : n = 379342 = (34) x 3% = 9. Le dernier chiffre de I’écriture décimale de n
est donc 9.

21. Structure de groupe

Exercice 1

Soit G| et G, deux sous-groupes de G.

e SiG; C Gy onaG| UG, = G, qui est bien un sous-groupe de G ; de méme si G, C G.

e Pour montrer que, si G; U G, est un sous-groupe de G, alors il y a une inclusion, on va
démontrer la contraposée et utiliser un raisonnement par I’absurde.

Supposons donc que G| ¢ G», c’est-a-dire qu’il existe a € G| avec a ¢ G

et que G, ¢ G c’est-a-dire qu’il existe b € G, avec b ¢ G;.

Utilisons un raisonnement par I’absurde pour démontrer que G| UG, n’est pas un sous-groupe
de G. Supposons donc que G| U G soit un sous-groupe. On a alors ab € G; U G.
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Siab € Gy, avec a € G, on en déduit b = ail(ab) e€eGy;
si ab € G,, avec b € G, on en déduit a € G,.
Dans tous les cas on obtient une contradiction. G; U G, n’est donc pas un sous-groupe de G.

Exercice 2
Décomposons la permutation o en produit de cycles a supports disjoints :

(1 6 4 2 8 9 10 5 3 7
7l 6 4 1)\s 910 5 2)\3]){7
On peut en déduire une décomposition de o en 2 + 4 = 6 transpositions. La permutation o
est donc paire.

22. Structures d’anneau et de corps

Exercice 1

a) Supposons qu’il existe un entier n tel que x" = 0.

y=1+x+---+x""! estun élément de A.

En développant grice aux propriétés d’un anneau, on obtient :
A-x)y=(0-x0){+x+--+x"H=1-x"=1.

L’élément 1 — x est donc inversible, et a pour inverse y.

b) ¢ x ety étant supposés nilpotents, il existe p € N tel que x” = 0, et ¢ € N tel que y? = 0.
L’anneau étant commutatif, ona (xy)? = x” y’.

Comme x” = 0, on en déduit que (xy)” = 0, ce qui prouve que xy est nilpotent.

e Considérons (x + y)" avec n = p + ¢. On peut le développer en utilisant la formule du
bindme car I’anneau est commutatif :

+ o ptq +q—k
(x+y)p‘1:Z( X )xkypq .
k=0

. " _ _ . + _
—Pour0 < k < p,ona p+g—k > ¢, qui entraine y?* 9% = y7 y?=% = 0, puis (p X q) XK yprak =
0.

—Pour p<k< p+g,onaxk=x"x*P =0,et y?*7* existe puisque p + ¢ — k > 0. Le terme
correspondant est donc nul lui aussi.

Tous les termes de la somme sont donc nuls.

On a donc montré qu’il existe n = p+q tel que (x+y)" = 0, c’est-a-dire que x+y est nilpotent.

23. Polynémes

Exercice 1
1l existe des polyndmes Q, et R, de R[X] uniques tels que :
(*) (cosa+sinaX)"=(X>+1%0,+R, avec d°R,<3.
Sin < 3,alors R, = A,.
Supposons donc que n > 4, et écrivons R, = a + bX + cX* + dX°.

En donnant 2 X la valeur i, on obtient R,(i) = ¢ = a — ¢ + (b — d)i.
On en déduit :
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a—=c¢ = COoSna
b—-d = sinna
Dérivons I’égalité (x). Il vient :
n—1
nsina(cosa+sinaX) =X+ D[(X*+1)Q, +4X Q| + b +2cX + 3dX". \
En prenant la valeur en i des fonctions polyndmes associées, on obtient : o
nsinae "V = h - 3d + i,
d’ou :
b-3d = nsinacos(n—1)a
2¢ = nsina sin(n — Da
Des quatre équations obtenues, on déduit les coefficients cherchés :
a = g sina sin(n — 1)a + cos na
1 . .
b = 3 ( —nsina cos(n— Na+3 smna)
n . .
c = 3 sina sin(n — 1a
d = 1 ( —n sina cos(n — Da + sinna)
2

Exercice 2

On peut chercher les racines de P dans C et les regrouper par paires de racines conjuguées.
Mais on va plus vite avec les transformations algébriques :

XXt +1=X*+D)-X=X*+1+XHX*+1-X)
X +1+X) =X+ 1) -X=X*+1+X)X*+1-X)
X +1-XH)=X+1)2-32=X*+1+ V3X)(X* +1- V3X)

Donc :

Mathémati

P=X+X+DX>-X+DX*+ V3X + D(X> - V3X) + 1.

Exercice 3

L’énoncé fait penser aux relations entre les coefficients et les racines d’un polyndéme. On va
donc chercher les nombres x;, x,, x3 comme racines de :

X—x)X=—x)X—x3)= X - X>+ 00X - o3

O1=X1+tX2+ X3 ; O = XX+ XpX3 +X3X] ;, 03 =X]1X2X3.
On connait oy = 2, puis on calcule :
4 =(x +)C2+)C3)2 =x%+x§+x§+2o-z =2+20, dou:o,=1.
8=(x1+x+ x3)3 = xf + xg + xg + 3(x1 + xp + x3)(X1X2 + X2X3 + X3X1) — 3X1X2X3
=8+6-303 dou:o3=2.
Les nombres cherchés sont donc les racines du polyndme :
P=X-2X>+X-2.
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Comme P(2) = 0, P est divisible par X — 2. Apres avoir effectué la division on obtient :
P=(X-2)(X>+1).

Les nombres cherchés sont donc : 2, 1, —i.

24.Arithmétique dans K[X]

Exercice 1

N

e On calcule le pGep de P et P’ a ’aide de ’algorithme d’Euclide, ce qui conduit a réaliser
des divisions euclidiennes successives :

1 1
P=PQ +R, avec Or=7X-7 e Ry = -3X*+ 12X - 12,

4 4
Pl=R|Q2+R2 avec Q2=—§X—§ et R2=0.

Le paep de P et P’ est le polyndme unitaire associé au dernier reste non nul, soit X> —4X +4 =
(X —2)%.
e 2 estracine double de P et de P’. C’est donc une racine d’ordre au moins trois de P.

En mettant (X — 2)° en facteur dans P, il vient :

P=(X-2>X+2).

Exercice 2

e Vous pouvez décomposer d’abord A et B dans C[X], et regrouper les racines non réelles,
qui sont conjuguées car A et B sont dans R[X].

e Vous pouvez aussi obtenir directement :

A= +1)2-2X>=(X* - V2X+ D(X*+ V2X + 1),

B=X+D)X*-X+1).

Tous ces polyndmes sont irréductibles dans R[X] car les trindmes sont a discriminants < 0.
2. ¢ Comme les deux décompositions de la question précédente ne comporte aucun facteur

commun ou associé, les polyndmes A et B sont premiers entre eux. Leur pep est donc égal a
1, puisqu’on a décidé qu’un PGeD serait unitaire pour avoir 1’unicité.

e Mais, pour la question suivante, nous allons démontrer a nouveau ce résultat, en utilisant
I’algorithme d’Euclide, et le théoreme de Bézout.

On effectue des divisions euclidiennes successives :
A=BQO|+R; avec Q=X et Ri=-X+1,
B=RiQ,+R, avec Qr=-X>-X-1 et Ry =2.
On en déduit :
2=B-RiQ=B-(A-BQ1) 0> =B(l+0102)-AQ:;

soit :

%(X2+X+1)A—%(X3+X2+X—1)B= 1.
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1 1
Les polynomes Uy = 3 X*+X+DetV,y = ) (X + X% + X — 1) vérifient I'identité de

Bézout, ce qui est une nouvelle preuve que A et B sont premiers entre eux.

Il s’agit de 1’unique couple vérifiant cette identité avec la condition sur les degrés : d°U, <
d°B=3et d°Vy <d°A = 4.

3. Soit U et V des polyndomes de R[X] qui vérifient AU + BV = 1.

Comme AUy + BVy = 1,onadonc A (U — Uy) = B(Vy = V).

A divise B (Vy — V), et il est premier avec B. D’apres le théoreme de Gauss, il divise V-V ;
il existe donc P € R[X] tel que V, —V = PA.

En reportant, on obtient U — Uy = PB;d’ou U = Uy + PBetV =V, — PA.
De plus, pour tout P € R[X], on a bien A (Uy + PB) + B(Vy — PA) = 1.
L’ensemble S des solutions (U, V) de AU + BV = 1 est donc :

S:{(UO+PB,VO—PA) ;PGR[X]}.

25. Fractions rationnelles

Exercice 1

o Il n’y a pas de partie entiere, puisque le degré du numérateur est strictement inférieur a
celui du dénominateur.

e La décomposition de F' en éléments simples est de la forme :
Fe a__ . b N c N d
CTX+1)? X+1 X-12 X-D

oua, b, ¢, d sont des réels a déterminer.

1
e En remplacant X par —1 dans (X + 1)*F, on obtient a = 7

. 1
e En remplacant X par 1 dans (X — 1)*>F, on obtient ¢ = il
o Lafonction rationnelle associée a F est impaire. L’unicité de la décomposition en éléments
simples entraine alors :
a=-c et b=d.
o En multipliant par X et en faisant tendre X vers +oo, nous obtenons de plus b + d = 0.

e Par conséquent b == 0. La décomposition est donc :

1y -1 1
F= —( + )
AA\X+1)2 (X-1)?
Exercice 2
X+ 1 _A
X»-1 B
Sa partie entiere est égale au quotient de la division euclidienne de A par B, soit 1.

e Considérons la fraction rationnelle F =

2ik
e Dans C, B admet 2n racines simples @y = exp (%), avec k € [0,2n — 1]
n

Sa factorisation en polyndmes irréductibles s’écrit :

Mathématiques
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2n—1
B= l_[ X — ).
k=0
La décomposition de F en éléments simples, dans C(X), est donc de la forme :
ai
F=1+ >
kZ:(; X - (0779

ot les a; sont des nombres complexes a déterminer.

Comme les poles sont simples, on sait que :
_ A _ "+ 2

.= - - s
B'(ay) Zn()zi"‘1 ZnQi”‘l n

Dans C(X), la décomposition de F est donc :
1 2n—-1 o
k
F=1+- :
n ; X —a

26. Structure d’espace vectoriel

Exercice 1

e Tout vecteur z de Vect (yy, x2, ..., x,) peut s’écrire sous la forme
Z=a1y1 +a Xy + -+ + @, X, ol les a; sont des scalaires.

On a donc aussi z = a; A1 x; + (@1 A2 + @) xp + -+ + (@1 4, + @) X, C€ qui prouve que
z € Vect (x1, X2, ..., X,).

e Réciproquement, tout vecteur de Vect (xl, X2yt xn) s’écrit :

Z=P1x1+ -+ B xy

='§—i(/llx1+-~~+/1,,xn>+(,82—

ﬁ]/lfz)x2+"'+(ﬁn_

Il appartient donc aussi a Vect (y1, X2, ..., X,).

ﬁl An)
Xy
A

e La double inclusion que nous venons de démontrer prouve 1’égalité :
Vect (yl, X2, e.ns xn) = Vect (xl, Xoyens x,l).

Remarquez bien 'importance de I’hypothése A1 + 0.

D’autre part, retenez le résultat de cet exercice. Comme 1’espace vectoriel engendré n’est
pas modifié par I’opération élémentaire effectuée, nous obtenons un outil efficace dans la re-
cherche du rang d’une famille de vecteurs.

Exercice 2

n
Montrons que la relation Z A ¢r = 0 entraine A; = 0 pour tout k.
k=1
Cette hypothese signifie que :

VxeR Z/lke““‘ =0.
k=1

X

Divisons cette expression par e*'* et faisons tendre x vers —oco ; on obtient 1; = 0.

Sin = 2, ’expression se réduit a A, e®* = 0 qui entraine 4, = 0.
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n
Sin > 2, I'expression se réduit a Z Ar €®* = 0 et on poursuit de maniére analogue :
k=2
en divisant par e***
Ay = 0.
Pour terminer, la relation 4, e** = 0 entraine A, = 0.
On a ainsi démontré que la famille proposée est libre.

et en faisant tendre x vers —co , on obtient A, = 0 et ainsi de suite jusqu’a

Exercice 3

e Démontrons d’abord I’unicité d’une décomposition. Soit f une fonction quelconque de
R dans R et supposons qu’il existe une fonction paire g et une fonction impaire 4 telles que
f=g+h. Onaalors:

VxeR f(x) = g(x) + h(x)
YxeR  f(=x) = g(=x) + h(—x) = g(x) — h(x).

On a donc, pour tout x, g(x) = w et h(x) = ]w >

ce qui prouve I’unicité d’une éventuelle décomposition.

o Le calcul précédent va inspirer la démonstration de I’existence d’une décomposition. Soit
f une fonction quelconque de R dans R.

Considérons les fonctions g et &, de R dans R, définie pour tout x par :
S+ f(=x) J) - f(=x)
2

et h(x) = 5

gx) =
On abien :
VxeR f(x) = g(x)+ h(x), soit f=g+h.

et, d’autre part :

VxeR g(=x) = w = g(x), soit g paire;
VxeR h(-x) = w = —h(x), soit himpaire.

On a donc décomposé f comme somme d’une fonction paire et d’'une fonction impaire, ce
qui acheve de démontrer que ¥ (R,R) =P & 1.

e Si f est la fonction exponentielle, g est la fonction cosinus hyperbolique et / la fonction
sinus hyperbolique.

& Cet exercice est un cas typique de raisonnement par analyse-synthése (cf. fiche 14).

27. Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 1

a) e La caractérisation des vecteurs de F' est I’équation d’un plan vectoriel.
Avec x = —y — 2z, tout vecteur de F s’écrit, de facon unique, sous la forme :

y(—1,1,0) + z(=2,0, 1), ce qui fournit une base de F.

e Tout vecteur de G s’écrita(l, —1, 3), ce qui montre que G est la droite vectorielle Vect(1, —1, 3).
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b) On a déja dim (F) + dim (G) = 3. 11 suffit de démontrer que F N G = {0}.

Soit (x,y,z) € FNG.Commeonax=a,y=—a,z=23aetx+Yy+ 2z =0, on obtient bien le
résultat.

Exercice 2

e Ecrivons des familles successives de vecteurs qui ont toutes le méme rang :

vi Vv, Vv, vi VvV, W 1%

1 0 0 0 1 0 0 0
-5 -11 -14 3 -11 0 0

-1 a+2 5 fB+5 -1 5 lla-3 l4a-58+3

avec V) =V, =2V, V,=V3-3V,, V,=V,=-5V;

puis V}' = 11V; = 5V5, V) =14V, - 5V,.

e Sille—3 =0et l4a—-58+3 = 0 (c’est-a-dire @ = 13—1 etf = %), le rang de
V1, Va, V3, Vy) est égal 2 2.

Dans tous les autres cas, le rang est égal a 3.
28. Applications linéaires

Exercice 1

o Montrons que rg (g o f) < min (rg f,1g g).
Comme Im(go f)cImg,ona:rg(go f)<rgg.
Soit (;)
(g(ui))ie[[l,p]]

1g(gof)<p=rgf.
On a donc bien rg (g o ) < min (rg f,rg g).

] une base de Im f.
i€[1,pll

est alors une famille génératrice de g(Im f) = Im (g o f), ce qui entraine

e Montrons que rg f +rg g —n <rg(go f), ou, ce qui est équivalent :

rg f—dimKerg <rg(go f).
Soit & la restriction de g a Im f.
h étant une application linéaire de Im f dans E, on a :

dim Im f = dim Ker /4 + dim Im A

Onalmh =1Im(go f),

et Kerh={xelmjf; h(x)=g(x)=0}=Im fnNKerg c Kerg.

D’ou dimIm f = dimIm (g o f) + dim (Im f N Ker g).

On en déduit rg f <rg(go f)+ dim Ker g, ce qui est équivalent a I’'inégalité demandée.

Exercice 2

e On atoujours :

Ker f c Ker f> car xeKerf & f(x) =0= f>(x) = f(0) =0,



corrigés 165

Imf?cImf carsi xelmf? ilexistey € E tel que x = f2(y) = £(f()).
. @= ()
D’apres le théoréme du rang appliqué a feta f%, ona:
n = dimKer f + dimIm f = dim Ker £ + dim Im f2.
L’hypothese entraine : dim Im f = dim Im f2, et par conséquent
dim Ker f = dim Ker f2.
Comme on a toujours Ker f c Ker f2, on en déduit Ker f = Ker f2.

o (b)=(0)
Sachant que dim Ker f + dimIm f = n, il reste a démontrer que :
Ker f N Im f = {0}. En effet, on aura alors :
dim (Ker f + Im f) = dimKer f + dimIm f — dim (Ker f N Im f) = n,
ce qui entrainera Kerf + Imf = E.
Soit x € Ker f NIm f. On a f(x) = 0, etil existe y € E tel que x = f(y). Par conséquent
f2(y) = 0, soit y € Ker f.
D’apres I’hypothese, on a donc y € Ker f, soit f(y) = 0, puis x = 0.

e ()= (a)

Comme Im 2 c Im f, il reste & démontrer que Im f C Im f2.

Soit x = f(y) un élément de Imf. Utilisons I’hypothese pour décomposer y sous la forme :
y=a+ f(b),

avec a € Ker f. Alors x = f(y) = f(a) + f3(b) = f(b), ce qui montre que x € Im f2. Donc
Im f2 =Im f.

Exercice 3

e Des regles de calcul dans £(E), il vient :
(pog)o(pog)=polgop)og=po(pogog=p°og’ =pogq.

p o g est donc un projecteur de E.

> Rappelons que, si u est un projecteur de E, les vecteurs x de Im u sont caractérisés par
la condition u(x) = x.

e Soit x € Im (p o g). On aalors (p o g)(x) = x,d’ ot x € Im p.

Comme pog=gop,onaaussi(gop)(x)=x,douxelmg.

On en déduit que Im (p o ¢) € Im p N Im g.

Soit x € Im p N Im ¢ ; on a alors p(x) = g(x) = x,

d’ot (poq)(x) = p(x) = x,etdonc x € Im (p o g).

On conclutque: Im(pog)=ImpNImg.

e Soit x € Ker p; on a alors p(x) = 0, ce qui entraine (g o p)(x) = 0, puis (po g)(x) =0

Mathématiques
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puisque pog=gqgo p.
On en déduit Ker p c Ker (p o ¢). On montre de méme que Ker g C Ker (p o g).
Ker(pogq) contient donc le sous-espace vectoriel engendré par Ker pUKerg, soit Ker p+Kerg.

Réciproquement, soit x € Ker (p o g). Comme on a E = Ker p & Im p puisque p est un pro-
jecteur, il existe des vecteurs uniques x; € Ker p et x, € Im p tels que x = x; + x».

De
0=(poqg(x)=(gop)(x)=(qop)(x1)+(gop)(x),
on tire (g o p) (x2) = 0.

Comme x; € Im p, on a p(x) = xp, d’ou g(x) = 0 soit x, € Ker g, et par conséquent
x € Ker p + Ker g.

On conclut donc que : Ker (p o g) = Ker p + Ker g.

Exercice 4
US"  Dans I’hypothese, k dépend de x. L’exercice consiste a démontrer que k est constant.

e Soit (eq,...,e,) une base de E.
Pour tout i, I’hypothese entraine qu’il existe k; tel que f(e;) = kie;.

e [L’application de ’hypothese a e = Z e; entraine qu’il existe k tel que f(e) = ke d’ou :

i=1
D flen =) ke
i=1 i=1

n n

e On obtient donc Z kie; = Z ke; ce qui entraine k; = k pour tout i. L’ endomorphisme f
i=1 i=1

est donc ’homothétie de rapport k.

30. Calcul matriciel
Exercice 1

2 1 1
On a immédiatement A> =| 1 2 1 [c’est-a-direAZ2=A+21;.
1 1 2

Cette derniere relation s’écrit 3 A (A — ;) = I; et montre que A est inversible avec :

-1 1 1

1 1
A‘I:E(A—I3)=§ 1 -1 1
1 1 -1

U Dans la factorisation de A> — A, attention & mettre I, et non pas 1.

Exercice 2

n
Soit b;; le terme général de A%2.Ona bij = Z ajk Ay j.
k=1
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ajr ai; est non nul si, et seulement si, i <k < j.
On peut donc déja dire que b;; = 0 quand i > j.

Quand i < j, la somme précédente comporte des termes non nuls.

/ (k-1 j-1
4._21_ i-1 1Ykl
b”_k:i( D (i—l)( D (k—l) .

j .
oy k=D! (=D
=D ;(i—l)!(k—i)!( b (k- DI(-k)!

IR IR P 1
=D ;( RETEr Ty

(=1 < i~ 1
e () ()
(NS, e (=i (=Y
_(i—l)k,z:;)( D ( % )_(i—l)(l b

Sii < j, on obtient donc b;; = 0. Mais si i = j, on obtient b; = 1.

Par conséquent : A% = I,

N SoitE = R,—1[X] muni de sa base canonique (1,X, ... ,X"_l).
La matrice A est celle de I’endomorphisme :
P(X) — P(1 - X).

11 n’est donc pas miraculeux d’avoir obtenu A* = I,.

Mathématiq

Exercice 3

Il est normal de penser a utiliser la formule du bindme pour calculer A”. Mais toutes les
décompositions ne permettent pas de conclure. En voici une qui est efficace :

1 00 111
A=@-0| 0 1 0|+b| 1 1 1 |=@-b1L+bB.
00 1 111

On constate que B> = 3B, et on démontre par récurrence que, pour tout k € N*, on a :
B =3"'p
Comme I3B = Bl;, on peut appliquer la formule du binéme, et on obtient, pour tout n € N* :

A" = (a—bY'I + (Z ('IZ) (a— by b 3“]3
k=1

= (a—b)'ls + % (Z (Z) G3b) (a - b)”"‘] B

k=1

=(a-bY'"L + %[(a +2b)" = (a - b)"]B .
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31. Matrices et applications linéaires

Exercice 1

e [l s’agit de trouver une base (ey,...,e,) telle que :
{f(ei) = ¢y pour 1<i<n-1
f(en) = 0.

On doit avoir ¢; = fi‘l(el) pour 1 <i<netil faut que e, = f”‘l(el) soit non nul.

e Apres cette phase d’étude, construisons une base convenable.

Comme "~ # 0, il existe e tel que f"'(e;) # 0.

Pour 2 < i < n, posons e; = fi_l(el), et montrons que B = (e, ..., e,) est une base de E.
Comme E est de dimension #, il suffit de montrer que c’est une famille libre, puisque le
nombre de vecteurs est égal a la dimension.

Soit 4y, ..., 4, des scalaires tels que Z Aie;=0.0na:

i=1
(Y ) = 0= s e
i=1

Comme f""!(e;) # 0, on en déduit que 1; = 0.

n
A partir de f”’z( Z A; ei) = 0, on obtient A, = 0, et ainsi de suite.
i=1
On a bien construit une base de E. Et la matrice de f dans cette base est de la forme annoncée.

Exercice 2
Considérons la base canonique de M, (R), c’est-a-dire les matrices E;; avec 1 < i < n et
1 < j < n (cf. fiche 30).

SiA= (aij) 1<i<n » ON peut aussi écrire : A = Z a;;E;;. On a alors :

I<jsn I
J ij
n

n
AEy = Z a;;EijEy = Z aigEy et EyA = Z aj;iEy;,

ij i=1 j=1

n

n
d’ou Y(Ey) = Z aEq + Z aj;E;.
i=1 j=1
La composante de y/(Ey;) sur Ey;) est ag, + ay. La trace de ¢ est donc :

n n
trt//=Z(akk+a”)=Zakk-l—Za”=nZakk+nZa”=2ntr(A).
kl kl k=1 =1

ki
Exercice 3
Considérons f € L(F) représenté par M dans la base canonique, donc tel que f o f = 0.
On a alors Im f c Ker f.
D’apres le théoreme du rang : dim Im f + dim Ker f = 3,d’ot : dimIm f < 1.

Si f n’est pas nul, c’est donc un endomorphisme de rang 1 dont I’'image est incluse dans le
noyau.
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Soit (V3) une base d’un supplémentaire du noyau. Le vecteur V| = f(V3) est alors une base
de Im f car V| # 0.

Comme Im f c Ker f, on peut alors choisir V, pour que (V;, V,) soit une base de Ker f.

B = (V,,V,, V3) est une base de R3 et la matrice de f dans cette base est : )
0 0 1 o

A= 0 0 O

0 0 O

Les solutions de I’équation sont donc : la matrice nulle, et toutes les matrices semblables a A.
32. Systemes linéaires

Exercice 1

o Premiere méthode

X1 X2 X3
11 s’agit de trouver la matrice A" = [ i Y2 3 ] vérifiant AA’ = I3. Les coeflicients de A’
i1 2 13

vérifient donc :

x1+2y1+2z1=1 X2 +2y:+22,0=0 x3+2y:+2z2,0=0
x1+2y1+ z1=0 Xp+2ym+ =1 X+2ym+ 2=0
xi+ yvi+ z1=0 X2+ »+ =0 X2+ o+ =1

Les trois systemes ne different que par leurs seconds membres. On peut les résoudre en méme
temps en juxtaposant les seconds membres. On part de la matrice augmentée :

1 2 2|1 00
1 2 10 1 0
1 00

Mathématiqu
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Avec les opérations L, « L, — Ly et L3 « L3 — L,

puis L, & L3, Ly « —L,, L3y « —Lzet L} « L; —2L,, on obtient successivement :

1 2 20 1 00 1 00-1 0 2
0O 0 -1|-1 10 0 1 1 1 0 -1
0O -1 -1|/-1 0 1 0 0 1 1 -1 0

Avec L, < L, — L3, on obtient enfin /3 dans la partie gauche du tableau :

1 0 0j-1 O 2
01 0] 0 1 -1
0 0 1

1 -1 0
-1 0 2
Onadonc A™'=] 0 1 -1

o Deuxieme méthode

Soit f 1’endomorphisme de R* dont la matrice est A dans la base canonique. Si x = x; e; +
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X2 ey + x3 €3 est un vecteur de R? et f(x) = x| e1 + x5 ey + X} e3 son image, on a la relation

X X

X' =AXouX=| x |etX' =] x5 |,
7
X3 X3

ce qui conduit au systeme linéaire :

Xi+2xm+2x = X
X1+2x+ x3 = X
Xi+ m+ x = X

Si A est inversible, f est un isomorphisme et la matrice A" est la matrice de ! dans la base
canonique et permet d’exprimer les coordonnée x;, x», x3 en fonction de x|, x5, x5, ce qui
revient a résoudre le systeme précédent en x;, X, X3.

On obtient (avec la méthode de Gauss habituelle) :

X = —Xx +2 X,
X, = +x, =X,
x3 = X} -Xx

ce qui donne A™!.

e Troisieme méthode

On peut expliciter 1’endomorphisme de R® dont la matrice est A dans la base canonique
B = (e1,e2,€3).

Sil’on pose a; = f(e1), ax = f(ez) et az = f(e3), on a les relations :

ey + ey +es = a
2e1 +2e +e3 = a
2e; + en te3 = a3

Si A est inversible, f est un isomorphisme de R, B = (ai,ay, a3) est une base de RietA
représente la matrice de passage de Ba B'.

A" est alors la matrice de passage de 8’ a B qui s’obtient en exprimant e, e,, e3 en fonction
de a;, a», a3, c’est-a-dire en résolvant le systeme précédent en ey, e;, e3.

On obtient A~! en écrivant en colonnes les composantes des vecteurs e, e, e3 en fonction
des vecteurs a;, a, as.

N Quelle que soit la variante choisie, lorsque la matrice n’est pas inversible, on obtient
un systeme impossible.

33. Déterminants

Exercice 1

11 -1 11 -1
det@, 7, %)=| 1 2 3|=l0 1 4 avec f:iz;il
-1 0 2 01 1 3 3T

en développant par rapport a la premiere colonne
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=-3.

Comme det(@,V, W) # 0, le systéme constitue une base de R>.

Exercice 2

1 56 1 5 156
D=|1 6 9 |= 6 169 avec (3 « C3+ 10C; + 100C,
2 2 1 2 2 221

Comme 156, 169 et 221 sont divisibles par 13, on peut mettre 13 en facteur dans la troisieme
colonne et il reste un nombre entier : D est divisible par 13.

Exercice 3

En posant :
a b c d
2 2 2 2
a b c d
A = (,l3 N B = b3 5 C - C3 s D - d3 s
a* b* ct d*

on peut écrire :
A=det(A+B,B+C,C+D,D+A).

Sachant qu’un déterminant est une forme multilinéaire, on développe de facon analogue au
produit (A + B) (B+ C) (C + D) (D + A).

De plus, comme un déterminant est une forme alternée, tous les les termes comportant deux
colonnes égales sont nuls.

Il reste donc :
A =det(A,B,C,D)+det(B,C,D,A).

On passe de (B,C, D,A) a (A, B, C, D) a I’aide de trois transpositions. On a donc :

det (B, C, D, A) = (—-1)* det (A, B,C, D),

et par conséquent :
A =0.

Exercice 4
1. Notons A = M? = (a pq). Par définition d’un produit de matrices, on a :

n n n
tyy = Z M Mg = Z WPV k=D @1 _ Z Wk D (p+a-2)
k=1 k=1 k=1

" k-1
S
=1

On reconnait une somme de termes d’une suite géométrique de raison w? 2.

o SiwPr £ 1,s0itp+g—2+#0etp+g—2#n,ona:
- (o)

apy=—————=0 car W"=1.
rq 1 — rta-2

e Siw!t?=1,s0itp+q-2=00up+g—2=n,0ona a, =n.
Donc :

Mathématiq
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n 0 0
0 n
M? = 0
0O n O ... 0
2. Dans Mz, effectuons la permutation des colonnes :
(1 2 ... n-1 n
A S TR SR &

dont la signature est :
nn-1)
8(0_) — (_1)(n—1)+(n—2)+---+1 — (_1)72 .

On se raméne ainsi a la matrice scalaire n I, dont le déterminant est égal a n".

On obtient donc :
det (M?) = (det M)* = e (o) n",
d’ou I’on tire : ;
|det M| = n2.

34. Espaces préhilbertiens réels

Exercice 1
1. e Pour tout (M,N) € M2(R),ona:

¢(M,N) = tr (MN) = tr (' MN)) = tr (NM) = @(N, M).
@ est donc symétrique.
e Pour tout (M,N,N’) € M3(R) et tout (1,1’) e R?, ona:
@(M,AN + AN') = tr ("M(AN + XN")) = Atr (MN) + X tr (MN')

= Ao(M,N) + X (M, N")

¢ est donc bilinéaire symétrique.

e SiM= (mi j), le terme de ' MM situé sur la i-ieme ligne et la j-iéme colonne est Z My M.
k=1

Onadonc: @M,M) = Z (kaiz) >0.
i=1 k=1

D’autre part, si (M, M) = 0, I’expression précédente montre que my; = 0 pour tous k et i,
soit M = 0.

¢ est donc définie positive, ce qui acheve la démonstration de ¢ produit scalaire.

e Soit (Ei j) \<icn 12 base canonique de M, (R).

1<j<n

Calculons QO(E,‘]-, Ey) =tr (tEij Ek1> =1r (Eji Ek[) = Ojtr Ejl.
Si (i, j) = (k, 1), on a p(E;j, Eij) = tr (Ele E,;,-) =1tr (E,;,-) =
Si (i, j) # (k,]),on ainegkou j#l.

Pouri# k,ona Ej; Ey; = 0,d’ ot @(Ejj, Ey) = 0.
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Pouri=k,onaEj Ey = Ej, d’ou @(E;j, Ey) = tr (Ej;) = 0 puisque j # L.

La famille (Ei j) 1« €St donc une base orthonormale de M, (R).

I<j<n

2. En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz au produit scalaire ¢ et aux matrices A et I,, A

on obtient :
|‘10(In9A)| < V‘P(Imln) (,D(A, A) [ ]
[tr Al < y/ntr (FAA).

L’égalité a lieu si, et seulement si, les deux vecteurs sont colinéaires, c’est-a-dire si A est une
matrice scalaire.

c’est-a-dire :

Exercice 2

e Soit x et y deux vecteurs quelconques de E. Appliquons I’hypothése & x + y :

<x+ylfx+y)>=0=<x|f(x) > + < x|fO) >+ <y|lf(x) >+ <y|f(y) >cequi
entraine :

<X fO) >= - <yl fx) >,
e SoitxeKerfetf(y)eImf.Ona:
<x|f)>= - <yl f®) >= - <y|0>=0.

Ceci entraine que Ker f NIm f = {0} ; puis que Ker f et Im f sont supplémentaires en utilisant
le théoréme du rang.

35. Isométries vectorielles

Mathématique

Exercice 1
Soitx; € E, xp € E, 1} € Ret A; € R; montrons que :

z= flhixy + 2ax2) — 4 f(x1) — 22 f(x2) = 0.
Le vecteur z appartient a Vect [ f(E )].
Pour tout y € E, I’hypothese vérifiée par f et les propriétés d’un produit scalaire entratnent :
< flixi + x) [ f(y) >=< ix; + Laxz |y >
= <xi|ly>+b <x|y>
=4 < fD)|fG) >+ < f() | f(») >
=< i f(x) + 2 f() [ f() >

Par conséquent < z| f(y) >= 0 pour tout y € E.

Comme z est, a la fois, élément de Vect [ f (E)] et orthogonal a tout élément de Vect [ f (E)], il
est nul.

Exercice 2
o Premiere solution

Notons Cy, ..., C, les matrices colonnes de A, que I’on peut considérer comme des vecteurs

n
de R". Leur somme est le vecteur de R" dont les composantes sont Z ajj.
=1
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Pour obtenir Z a;j. il reste a considérer le vecteur U de R” dont toutes les composantes sont
i.J
égales a 1, et le produit scalaire :

(C1+"'+Cn)'U=Zn:Zn:aij.
=1 j=1

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

Sl <3

On a ||U]| = Vn. De plus on a supposé, A orthogonale, c’est-a-dire que les vecteurs C j sont
deux a deux orthogonaux et unitaires, ce qui entraine :

IR el =Xler =n st Y= v
1 = P
On obtient donc :
| Z aij| < n.
ij

e Deuxieme solution

Désignons par f 1’endomorphisme de R" représenté par A dans la base canonique (orthonor-
male). On a alors a;; = f(e;) - ¢;. En utilisant les propriétés du produit scalaire, on peut écrire :

i=1 j=1 j: i=1

L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :
Saf<lSrellSel

n
On a ” Z e,~“ = n. D’autre part, comme A est orthogonale, f est une isométrie, donc
i=1

conserve la norme :

HZf(e,»)H = Hf(jZn]e,)H = Zl | = VA
|;aij| <n.

On obtient donc :

Exercice 3
Ona: 'A=1,- 2’(U’U> =1,-2U'U = A, ce qui montre que A est symétrique.

Onadonc:'AA = A = (In - 2U’U)(1,, - 2U’U) =1,-4U'U + 4(U’U)(U’U).

Le produit de matrices étant associatif, on a :
n

(UrU)(UzU) = U(rUU)rU =U'U=1, puisque'UU = Z”zz _ L
A est donc orthogonale. i=l
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36. Dénombrement

Exercice 1

1. Un tirage est constitué par le choix de 2 boules (en vrac et sans remise) parmi les 5 boules
de ’'urne A et le choix de d’1 boule parmi les 4 boules de ’'urne B. Le nombre total de tirages

4
possibles est donc : (;) X (2) =10x 4 = 40.

2. ¢ La couleur unique peut étre noire ou blanche.

e Les tirages ol les 3 boules sont noires sont obtenus en choisissant 2 boules parmi les 3
boules noires de 1'urne A, puis 1 boule parmi les 2 boules noires de I’'urne B. Il y en a donc :
3x2=6.

e Les tirages ou les 3 boules sont blanches sont obtenus en choisissant 2 boules blanches
dans A et 1 boule blanche dans B.Illyenadonc: 1x2 = 2.

e En définitive, il y a 6 + 2 = 8 tirages ou les trois boules sont de la méme couleur.
3. ¢ L’ensemble des tirages comportant exactement 1 boule blanche est la réunion des deux
ensembles disjoints :

— On a prélevé 1 boule noire et 1 boule blanche dans A (de 3 X 2 = 6 facons) et 1 boule noire
dans B (de 2 fagons). Il y a 6 x 2 = 12 tirages de ce type.

— On a prélevé 2 boules noires dans A (de 3 facons) et 1 boule blanche dans B (de 2 fagons).
Ily a3 x 2 = 6 tirages de ce type.

e Ilyadonc 12 + 6 = 18 tirages qui comportent exactement 1 boule blanche.
4. ¢ L’ensemble des tirages comportant exactement 2 boules blanches est la réunion des
deux ensembles disjoints :

— On a prélevé 2 boules blanches dans A et 1 boule noire dans B. Il y a 1 X 2 = 2 tirages de
ce type.

— On a prélevé 1 boule blanche et 1 boule noire dans A et 1 boule blanche dans B. Il y a
2 x 3 x 2 =12 tirages de ce type.

e Ilyadonc?2+ 12 = 14 tirages qui comportent exactement 2 boules blanches.

Exercice 2
Repérons les dés (par des couleurs différentes par exemple) et considérons les triplets (a, b, ¢)
des nombres observés. Il y en a en tout 6° = 216.

e Dénombrons les triplets pour lesquels § = 9.

Il y en a 25 qui se décomposent en :

6 du type (1, 2, 6) qui sont (1,2, 6);(1,6,2);(2,1,6);(2,6,1);(6,1,2);(6,2,1)
6 du type (1, 3, 5)

3dutype (1,4,4)quisont (1,4,4);(4,1,4);(4,4,1)

6 dutype (2,3,4) ; 3dutype(2,2,5) ; 1dutype(3,3,3)

o Les 6 manieres d’obtenir une somme égale a 10 sont :
10=143+6=1+4+5=2+2+6=2+3+5=2+4+4=3+3+4

il y a 27 triplets pour lesquels S = 10 :

6dutype (1,3,6) ; 6dutype(1,4,5) ; 3dutype(2,2,6);

C
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6 dutype (2,3,5) ; 3dutype(2,4,4) ; 3dutype(3,3,4)

e La somme 10 apparaitra donc plus souvent (27 cas sur 216) que la somme 9 (25 cas sur
216). Le prince de Toscane avait donc bien observé, sans doute parce qu’il avait beaucoup
de temps libre !

37. Espaces probabilisés finis

Exercice 1
La propriété se démontre par récurrence sur n.

e Pourn =1,onabienP(A)) < P(A)).
Pourn =2, onaP(A; UAy) =P(A)) + P(Ay) — P(A; NAy) < P(Ay) + P(A»).

e Supposons la propriété vraie au rang k et démontrons-la au rang k + 1.

k+1 k
P[UA,») - P(UAi UAk+1]
i=1 i=1

k
<P {U Ai] + P(Ars1) d’apres ce qui précede dans le cas n = 2
i=1
k
< Z P(A;) + P(Ars1) d’apres I’hypothese de récurrence
i=1
k+1
< Z P(A) ce qui démontre la propriété au rang k + 1.
i=1

Exercice 2
Le mot au moins, doit vous faire penser a I’événement contraire A.

Le nombre de cas possibles est 365" (arrangements avec répétitions), et le nombre de cas
favorables pour A est A% (arrangements d’ordre 7).

Tous les cas sont équiprobables. On a donc :

i An 365 ><364><~--><(365 —(n- 1))
P = — = —
A) 365" 365 X 365 X --- X 365

1) s (5

N Pour n = 23, on obtient P(A) ~ 0,5073, ce qui signifie que dans un groupe de 23
personnes (et a fortiori s’il y en a plus), il y a plus d’une chance sur deux pour qu’au moins
deux personnes aient la méme date anniversaire.

Comme, en plus, les jours ne sont pas tout a fait équiprobables, la probabilité réelle est
encore un peu plus élevée.

Exercice 3
Remarquons d’abord que, pour que le probléme ait un sens, il faut :

k<n ;m<n ; x<m ; x<k
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On a implicitement ’hypothése d’équiprobabilité entre les situations. Mais qu’est-ce-qu’une
situation ?

o Point de vue de ’acheteur
Ilya ( " ) choix possibles de m billets parmi .
m

Une situation < favorable > (qui réalise 1’événement) s’obtient en choisissant d’acheter x
k -k
billets gagnants, soit ( ) possibilités, et m — x billets perdants, soit ( " ) possibilités. La
X m—x
probabilité demandée est donc :
k n—k
o)
e Point de vue de I’organisateur qui tire les lots
Ilya (Z) choix possibles des k billets gagnants.

Une situation < favorable > s’obtient en choisissant x billet gagnants parmi les billets détenus
par la personne et k — x billets gagnants parmi les billets détenus par les autres. La probabilité
demandée est donc :
m n—-m
(0 ()

D)

o En écrivant les combinaisons avec des factorielles, vérifiez que I’on a bien p; = p;.

38. Probabilités conditionnelles
Exercice 1

Considérons un poulet tiré au hasard dans la population et notons 7 < le poulet a été traité >,
P < le poulet est parasité >.

Les informations fournies s’écrivent, dans 1I’ordre du texte :

P(T)=0,7 ; (T)=0,3 ; P(PT)=0,25 ; P(P|) =0,125
et on en déduit: P(P/T) = 0,75 et P(P/T) = 0,875
1. P(P)=P(T)P(P|T) +P(T)P(PT) = 0,2125.

P(T)P(PIT) 0,3x0,125 3

2. P(T|P) = - -2
(T1P) P(P) 0,2125 17

Exercice 2
Considérons une personne tirée au hasard dans la population et notons V < la personne est
vaccinée >, M < la personne tombe malade >>.

Les informations fournies s’écrivent, dans I’ordre du texte :
1 P(V/M 1 1 —

P(V)=— (_/ ) =- ; P(M|V)=— etoncherche P(M|V).
4 P(VIM) 4 12

Comme P(V|M) + P(V|M) = 1 (deux événements contraires avec le méme conditionnement),

Mathématiques
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I 4
on obtient : P(V|M) = 3 etP(VIM) = 5

P(M) B(V/M) _ 4

5
Comme P(M|V) = P(M), on en déduit P(M) = — -

PV) 5 48
_ % P(M) %
Doi : B(MV) = SN EVIM) ( 3) LS Y
B(V) i B ?

Exercice 3

1. Compte tenu de 1’ordre des naissances, I’univers peut s’écrire
Q ={GG,GF, FG, FF}. Avec I'hypothese d’équiprobabilité, on obtient :

P(A) = P({GF,FG)) =05, ; B(B) = (IGG,GF,FG})=0,75,
P(AN B) = P(IGF, FG}) = 0,5.
Comme P(A N B) # P(A) X P(B), les événements A et B ne sont pas indépendants.

2. L’univers peut s’écrire :
Q ={GGG,GGF,GFG,GFF,FGG,FGF,FFG,FFF}.

Avec I’hypothese d’équiprobabilité, on obtient en comptant les cas élémentaires :
6 4 3
P(A):§:0,75 ; ]P’(B):gzo,S ; P(AOB):§~
Comme P(A N B) = P(A) x P(B), les événements A et B sont indépendants.

I On constate donc que I'indépendance dépend de ’espace de probabilité considéré ; ce
qui confirme qu’un événement, ce n’est seulement une phrase, mais un contexte.

Exercice 4

Notons les événements A : < victoire du premier joueur >, B : < victoire du deuxieéme
joueur > et C : < I’as ne sort pas au premier lancer >>.

Notons les probabilités : P(A) = pet P(B) = ¢q. On a p + g = 1 puisque A et B sont des
événements contraires.

Premiere solution

Pour que le premier joueur gagne, il faut qu’il obtienne I’as au premier lancer, ou bien que
I’as ne sorte ni au 1¢", ni au 2° lancer mais au 3¢, ou bien . . .

1 5.5 1 Io(2s)y" 1 1 6
— ot XX t= oY (2] = — =2 fiche 13
P=676"6"6 6;(;(36) 6, _ 5 1 (¢ fiche 13)
36
De méme :
SIVS SN IVEIVEIVE SN of ) SN I S
76767676 6 6 T 3644\36) 36, _25 11

36

Deuxiéme solution

Si I’as ne sort pas lors du premier lancer, la deuxieéme joueur se retrouve alors dans la situa-
tion de premier joueur. On a donc : P(B|C) = P(A).
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5 — . . . N . . N
OnaP(C) = 3 et B et C sont incompatibles (si I’as sort la premiere fois, le jeu s’arréte avant

F(BNC) PB(B) 6 t
PC) P  51Pd

que le deuxiéme joueur puisse jouer). On a donc : p =

vérifient donc le systeme :

6

5p—6q=0 P10
+ g=1 = 5

p = _ 2
1= 17

39. Variables aléatoires

Exercice 1
1. Loi du couple

L’expérience aléatoire est représentée par Q = {0; 1;3; 5; 10}2 et P la probabilité uniforme sur
Q (qui comporte 25 éléments).

Chaque événement du type (X =ietY = j)aveci € {0;1;3;5;10} et j € {0;1;3;5;10} se
ramene a un événement de P(Q). Par exemple :

25
L’ensemble des résultats déterminant la loi du couple (X, Y) figure dans le tableau ci-dessous :

P(X=10etY = 10) = ]P’({(lO;O), (10; 1), (10; 3), (105 5), (10; 10)}) -2

Y| o}| 1|3 ]| 5]10
X

0 1 [ 1 |1 |1 |1

25 125 |1 25|25 | 25
2 11 |1

! A AR AR
301

3 0055%
4

5 ooogg

5

10 Ol 0] 0| 0| —

25

2. Lois marginales
Par addition, on obtient les lois marginales :

r od) (1), (). (52 (02

1 3 5 7 9
deY‘(O’E)’ (155)’ (3’5)’ (5’5)’ (lo’z)

Comme, par exemple, P(X = 0et Y = 0) # P(X = 0) x P(Y = 0), les variables aléatoires X et
Y ne sont pas indépendantes.

Mathématiq



180 Mathématiques

N La définition mathématique va dans le méme sens que Uintuition : X est associée a la
premiere marguerite et Y aux deux marguerites. Il doit donc y avoir un lien entre X et Y.

Exercice 2

Les valeurs possibles pour Z = X + Y sont :
{0;1;2;3;4;5;6;8;10; 11; 13; 15; 20}

et les probabilités correspondantes :

P(Z=0)=P(X=0etY=o)=i

25
P(Z:1)=P(X=OetY=1)+P(X:IetY=O)=%
P(Z:Z):P(X:letY:l):%
P(Z:3)=P(X=0etY=3)+P(X=3etY:0):%
P(Z=4)=IP(X=letY=3)+P(X=3etY=1)=%
P(Zz5)=P(X=SetY=O)+1P’(X=OetY=5):%
P(Z=6)=P(X=5etY=1)+1P’(X=3etY=3)+P(X:letY:S):%
P(Z:8)=1P>(X=5etY=3)+P(X=3etY=5)=%
P(Zz10)=P(X:10etY=O)+P(X:5etY=5)+IP(X=OetY=10)=%

1
B(Z=1)=P(X=10ety=D+PX =let¥ =10)=

1
PZ=13)=P(X=10etY =3)+P(X =3et¥Y = 10) = —

25
1
P(Z:15)=IP(X=10etY=5)+IP(X=5etY=10)=g
5
P(Z:2O):P(X:10etY:10):E

Exercice 3
Les valeurs possibles pour 7 = XY sont :
{0;1;3;5;9;10; 15;25; 30, 50; 100}
et les probabilités correspondantes :
PT=0)=PX=0etY=0)+PX=0etY=0)+P(X=0etY =3)
+PX=0etY=5)+PX=0etY=10)+PX=1etY =0)

5

+B(XX=3etY =0)+P(X =5et¥ = 0) +P(X = 10et¥ = 0) = =
2
PT=1)=PX=1letY=1)=—
(T=D=PX=let¥Y=1)=—

1
B(I=3)=P(X=1letY=3)+P(X=3et¥=1)=
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P(T=5)=P(X=1etY=5)+IP(X=SetY=1)=%

3
P(T=9)=PX=3etY=3)=—
(T=9)=B(X=3et¥=3)= \
1
P(T=10)=P(X=1etY=10)+P(X=10etY=1)=E
1 °
P(T:15)=P(X=3etY=5)+P(X=5etY=3)=E
4
IP’(T:ZS):P(X=SetY=5)=g
1
P(T:30)=P(X=3etY:10)+P(X=10etY=3)=g
1
P(T:SO):P(X:SetY:10)+P(X=106tY=5)=E
5
T=100=PX =1 Y=10)= —
P( 00) = P( Oet 0) 75 -
Exercice 4 .!-
19 135 b
EX)=—=3,8 ; EX}) = — =27 ; V(X) = 12,56
X = < () = = (X) o
143 1123
E(Y)=— =572 ; EY?) = —= =44,92 ; V(Y) = 12,2016 E
25 25 \‘I’
238
EX+Y)=""=952 ; V(X + ) = 40,6496 N o
25 w
N On observe que l’on a bien E(X +Y) = E(X) + E(Y), ce qui est un résultat général, u
mais que V(X + Y) # V(X) + V(Y) ce qui confirme que X et Y ne sont pas indépendantes. E

E(XY) = 29,68 ; V(XY) = 1379,2576

ESY On observe que E(XY) # E(X) E(Y), ce qui confirme que X et Y ne sont pas
indépendantes.
_ Cov(X,Y)

Cov(X,Y)=EXY)-EX)E(Y)=7,944 ; r= m

=~ 0,6417.

Exercice 5

1. En utilisant la formule du bindme, I’égalité de polyndmes fournie par 1’énoncé s’écrit :
ny+ny

ny 1 1
(S 3 ()
X X’ | = X*.
En égalant les coefficients de x* , on obtient la formule de Vandermonde :
2 (0=
a+b=k a b k

2. Les valeurs possibles sont X + Y sont les entiers compris entre O et n; + ny.

-----

PX+Y =k = Z Pl(X =a)n (¥ =b)
a+b=k
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Z P[(X = a)) X P[(Y = b)] car X et Y indépendantes
a+b=k

n e .
Z( l)paq}ﬁ ( z)pqub
a b

a+b=k

_ n n
e 3 )

a+b=k

+
= (m « nz) avec la formule de Vandermonde.
Exercice 6

Puisque les univers-images sont X(Q2) = {0, 1,2,3}et Y(Q2) ={0,1,2,3,4},on a:
3
P(X=Y)= ) P((X =k n(Y =k)

3
= Z PX =k)xP(Y =k) car X et Y indépendantes
=0

Il
—_—
SN IR
~——
w
—_—
N =
o~

+
—_—
RS
~————
(&)
—_—
N =
~——
(&)

+

40. Espérance et variance

Exercice 1
1. Probabilité d’ouvrir la premiere porte au k¢ essai
o k=1

g . . . 1
La probabilité d’ouvrir au premier essai est p; = T

e k=2

. . . . . o 11 . .
Pour ouvrir au deuxiéme essai, il faut : ne pas ouvrir au premier (probabilité E)’ puis ouvrir

1
au deuxieme essai sachant que la bonne clé est parmi les 11 clés restantes (probabilité H).
11 1 1
Dou:pp=—=X—=— -
PRI RTT T2
e D’une fagon générale, pour 1 < k < 12, pour ouvrir au k° essai, il faut : ne pas ouvrir lors

k-1
des k — 1 premiers essais (probabilité 1 — T)’ puis ouvrir au k° essai sachant que la bonne

1
clé est parmi les 12 — (k — 1) clés restantes (probabilité LoG-D ).
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12-k+1 1 1

D’\: = X = — .
Ot - Pr 12 2—k+1 12

2. Loi de X nombre total d’essais
Pour k de 1 a 12, notons X; le nombre d’essais pour ouvrir la k° porte.
Ona: X=X +Xp+ -+ Xp».

Et il s’agit de variables aléatoires indépendantes car la fagon d’ouvrir une porte n’a pas d’in-
fluence sur I’ouverture de la porte suivante.

D’apres la question précédente, X suit la loi uniforme sur [1, 12]]
2
12;1 =65 et V(X)) = 1212_1 - % :
De méme, pour 1 < k < 12, X; suit la loi uniforme sur [1, 12 — (k — D)].
12-Gk-1D+1 14—k
2 2
(12-(k-1)> -1 a (13-k)? -1 _
12 12

D’apres les théorémes sur I’espérance mathématique et la variance de la somme de variables
aléatoires indépendantes, on en déduit :

D’ou: E(X;) =

D’ou: E(Xy) =

et V(Xp) =

12 12 14—/( 112
EX) = E(Xy) = — = 12X%x7 - = k=45
(X) ; (X¢) 2 2;

12 12 12
13-k2 1 T, 319
voo =Y vao=Y B S-SV e =22
X) L (Xe) VIR > 12;1 6

puis : o(X) = VV(X) = 7,29.

nn+1) of Z"]kzzn(n+l)(2n+1)'

S Rappelons que : Z k= 5 6
k=1

k=1

Exercice 2
e Cov(X+Y,X-Y)=Cov(X,X)+ Cov(X,-Y) + Cov(¥, X) + Cov(Y,-Y)
= Cov(X,X) - Cov(Y,Y) car X et Y indépendantes

=0 car X et Y suivent la méme loi

e Pour montrer que X + Y et X — Y ne sont pas indépendantes, il suffit d’un contre-exemple.

[(X +Y=2)nX-Y = 1)] est un événement impossible puisque les seules valeurs possibles
pour X et Y sontO et 1. OnadoncP[(X+ Y=2)nX-Y= 1)] =0.

PX+Y=2)=PX=1letY =1)=p? car X et Y indépendantes
PX-Y=1)=PX=1etY =0)=pg car X et Y indépendantes
On a donc :

P(X+Y=2)Nn(X-Y=D|#PX+Y=2)xPX-Y=1),

Mathématique
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ce qui prouve que X + Y et X — Y ne sont pas indépendantes.

Exercice 3
1 n

On a toujours : E(Z,) = — Z EX)) = p.
=}

. . 1 < o?
Comme les X; sont eux a deux indépendantes, on aussi : V(Z,) = - Z VX)=— -
n n
i=1
D’apres I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on pour tout € > 0 :

o2

P(|Z, - pl > &) < %

ce qui entraine le résultat annoncé.

N Le résultat démontré est appelé loi faible des grands nombres. Il justifie I’assimilation
entre la probabilité d’un événement et sa fréquence observée sur un échantillon de grande
taille.



Partie 2

Max Planck, 1858-1947 Albert Einstein, 1879-1955

La physique quantique étudie les phénomenes fondamentaux a I’échelle
atomique et sub-atomique. Parmi ses peres :

Max Planck : prix Nobel de physique de 1918 pour ses travaux en théorie

des quanta.
Albert Einstein : prix Nobel de physique de 1921 pour son explication
de I’effet photoélectrique.







Oscillateur harmonique

1. Définition oscillateur harmonique

Un point matériel M de masse m accroché a I’extrémité d’un ressort sans masse, de raideur
k, de longueur a vide [y dont I’autre extrémité est fixe et pouvant se déplacer sans frottement
sur une tige horizontale.

2. Mise en équation

o Le systeme étudié : la masse ponctuelle .

o Le référentiel d’étude : le référentiel terrestre supposé galiléen.
e Le repére de projection : le repere orthonormé de projection (O,?},?y’,?;). Dans ce
repere, le point matériel M a pour coordonnées (x(t), 0, 0), le vecteur OM s’écrit :

OM = x(t) €, + 02, + 02 = x() 2.

> X0 représente aussi dans cet exemple la longueur du ressort a l’instant t.

e Le bilan des forces qui s’exercent sur la masse :

le poids P=mg = -mgey
la tension du ressort T = —k (x(t) = lp)es

la réaction de latige R = Rye) + R.e

e Mise en équation : le référentiel d’étude étant supposé galiléen, appliquons a la masse le
principe fondamental de la dynamique :

ma = 27 = 7 + _R) + 7
ol @ est I’accélération du point matériel dans le référentiel de 1’étude :

_d’0M &«

7 @(t)a notée aussi @ =0M = i(n)e.
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La projection de la relation fondamentale sur les trois vecteurs de base du repere de projec-

tion donne :
surey : mi(t) = —k (x(t) = ly) ;

- . — .

sure; : 0=R, —mg;

surez: 0=R..
e L’équation du mouvement : c’est I’équation différentielle portant sur x(z) :

mi(t) = —k(x(t) = Io)-

e La position d’équilibre : si la masse ponctuelle est a 1’équilibre dans le référentiel, sa
vitesse et son accélération y sont nulles.
Cette position x,, doit ainsi satisfaire : 0 = —k (xeq - lo); S0it Xeq = lo.
Le ressort possede alors sa longueur a vide, ni allongé, ni comprimé.

o Simplification de I’équation du mouvement : soit X(¢) I’écart par rapport a la position
d’équilibre X(¢) = x(f) — x.q = x(t) = ly.

Alors X(f) = x(f) et X(f) = ¥(f). L’équation devient :
mX() = —kX(t)  écrite: X+ wiX=0 -1

k . . ..
avec a)é = — - Seule sa solution positive est retenue et par définition :
m

k
wo = \/; 1-2)

> Chagque fois qu’une grandeur physique g(t) satisfait a une équation du type :
grag=f

avec a > 0 et f une fonction du temps donnée, la grandeur g est de nature oscillatoire. En
posant a = wg on retrouve le méme membre de gauche que I’égalité (1-1).

3. Résolution de I'équation du mouvement

3.1 Solution générale

Résoudre I’équation (1-1), c’est trouver toutes les fonctions du temps qui y satisfont. La so-
lution la plus générale est :

X(1) = A cos (wot) + Bsin (wpt) ou X(t) = Ccos (wgt - go)
ou A, B, C et ¢ sont des constantes, appelées constantes d’intégration.

Les constantes (A, B) ou (C, ¢) sont a déterminer a partir des conditions initiales, souvent
I’écart de la masse par rapport a la position d’équilibre a I’instant initial X(0), et sa vitesse a

cet instant X(0).
Supposons qu’a t = 0, X(0) = X, et X(0) = V,, ol X, et V, sont de signe quelconque.

3.2 Utilisation des conditions initiales (premiére forme)
e Avec la premiere forme de X(¢) les conditions initiales s’écrivent :
X(0) = Acos (wg X 0) + Bsin (wg X 0) = A = Xp.

. 1%
X(0) = —Awy sin (wg X 0) + Bwg cos (wy X 0) = Bwy = Vo d’ott B = —2 -
wo
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e Ainsi, I’écart a la position d’équilibre s’écrit :
Vo .
X(t) = Xo cos (wot) + — sin (wot)
)
et la position dans le repere initial :

x(t) = X(@) + Iy = lp + X cos (wot) + E sin (wot) (1-3)
w

3.3 Deuxiéme forme de la solution

Pour mettre la solution obtenue sous la deuxieme forme, on utilise la transformation de
acost + bsint qui figure dans la partie maths, fiche 19 §5.5

2
Vi .
On calcule : C = Xg + (—O) et on définit I’angle ¢ tel que :
wo
v
Xo . wn
Cosp=——o—— et sing=—u0———o
2 Vi 2 Vi
X5+ (32) X5+ (22)

La solution s’écrit alors :
x(t) = ly + C cos (wot — ¢) 1-4)

A est I’amplitude de 1’oscillation autour de la position d’équilibre.

4. Vocabulaire associé

e La pulsation propre w, de I’oscillateur est exprimée en rad.s™'. Sa dimension est I’in-
verse d’un temps : [wy] = T

N D’une maniere générale, des crochets [ | placés autour d’une grandeur physique g,
comme [g], signifient < dimension de g >.

e La fréquence propre fj telle que fy = ;ﬂ est exprimée en hertz (Hz). Sa dimension est
T
aussi celle de I’inverse d’un temps : [fy] = T
1
e La période propre T telle que Ty = — est exprimée en seconde (s). Sa dimension est
0
celle d’un d’un temps : [To] = T.

e C L’ amplitude C de I’oscillation par rapport a la position d’équilibre, exprimée en metre
(m), a la dimension d’une longueur : [C] = L.

e La phase a I’origine —¢, exprimée en radian (rad), est sans dimension : [¢] = 1.

e Laphase instantanée wy?—¢, exprimée en radian (rad), est sans dimension : [wot—¢] = 1.

5. Description du mouvement

e Le mouvement se caractérise par une oscillation périodique, de période T, et d’amplitude
C autour de la position d’équilibre.
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N Pour un oscillateur harmonique de caractéristiques m et k données, la période des
oscillations est indépendante de leur amplitude. L’amplitude et la phase a I’ origine dépendent
des conditions initiales.

e Le point matériel se déplace entre les abscisses Iy — C et [y + C.
Sa vitesse varie entre —Cwy et +Cwy.
Un exemple de courbes représentatives de x(¢) et de x(¢) est donné par la figure 2 :

Coutbe de x(f)

Coutbe de v (£)

6 Energie de I'oscillateur

L’énergie mécanique est la somme de I’énergie cinétique et de 1’énergie potentielle de 1’os-
cillateur harmonique. On exprime les trois énergies a I’aide de 1’expression (1-4).

6.1 Energie cinétique de la masse dans le référentiel de I'étude
1, 1

1
Ec=zmi = smi’ = megcz(l —cos Quot—¢)).  (1-5)

L’énergie cinétique du point M varie a la fréquence 2 f;, double de celle des oscillations. La

vitesse change de signe toutes les demi- périodes d’ou x(r + 70) = —X(t) et leurs carrés rede-
viennent égaux toutes les demi-périodes.

Sa valeur moyenne (E) est positive, égale a :

1 1 Vo)) 1 1
(B = 1miC? = i [xg + (w_o) ] = ik tmv;

en vertu de la relation (1-2) définissant la pulsation.

6.2 Energie potentielle élastique du ressort

E, = %k(l(t) 1)

ol [(¢) est 1a longueur instantanée du ressort, I(r) — [y représentant son allongement algébrique
instantané. Comme dans le probleme étudié I(r) = x(¢), il vient :

1 1
Ep = SkX*(1) = ZkC? (1 +cos Qunt = ¢).  (16)

L’énergie potentielle élastique du ressort varie, elle aussi, a la fréquence 2 f;.
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T
L’allongement algébrique change de signe a chaque demi-période, X (t + 70) = —X(#) et donc

son carré reprend la méme valeur toutes les demi-périodes.
Sa valeur moyenne (E),) vaut :

1 1 Vo) 1 1
(Ep) = chz = Zk(xg + (w—o) ] = kag + vag.

RSN L’égalité (E.) = (E,) est une propriété fondamentale des oscillateurs harmoniques.On
nomme cette propriété I’ équipartition de 1’ énergie.

6.3 Energie mécanique de I'oscillateur

e La valeur de I’énergie mécanique E,, = E. + E, a un instant ¢ quelconque vaut, grice a
(1-5) et (1-6) :

LIRS

E, =Ec+Ep = EmVO +§kX s

Elle est constante, indépendante du temps : on dit que le systéme est conservatif .

e On y reconnait I’énergie cinétique initiale communiquée a la masse et 1’énergie potentielle
élastique initiale accumulée a cause de 1’écartement de la position d’équilibre qui est aussi la
longueur a vide du ressort.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Un oscillateur harmonique est placé en position verticale dans le champ de pe-
santeur terrestre, son point de suspension O étant au-dessus de la masse. Ces caractéristiques

sont : masse m = 100 g, raideur k = 10N.m™! et longueur 2 vide Iy = 25 cm. Quelle est sa
position d’équilibre ?

Exercice 2 : On reprend la situation de ’exercice 1. L oscillateur est écarté vers le bas

de sa position d’équilibre d’une quantité Ey = 5cm avec une vitesse initiale vo = 0,5m.s™".
Déterminez la loi horaire x(¢) de son mouvement.



¥l Propagation d’un signal

1. Exemples de signhaux, spectre

1.1 Exemples

e Un son, une lumiere directe, réfléchie ou diffusée par un objet, la houle, la vibration
mécanique le long d’un tuyau, une tension ou un courant électriques. D’une maniere générale,
toute modification de I’état physique d’un milieu constitue un signal.

e Les grandeurs physiques variables associées aux signaux mécaniques sont, par exemple :
la pression d’un gaz (son dans I’air), le déplacement ou la déformation par rapport a une
position d’équilibre (d’une corde tendue ou d’une plaque solide), un champ électrique et un
champ magnétique associés pour la lumiere (du moins dans sa théorie ondulatoire). Il est
d’usage de confondre le signal et les grandeurs physiques qui lui sont associées.

1.2 Spectre

Il donne du signal une description qui en fait une superposition (une somme) de composantes
sinusoidales. On le représente, soit par une fonction S (f), soit par des raies a des fréquences
spécifiquement définies (cf fig. 1).

(= Attention, le terme de < spectre » désigne parfois, improprement, [’intervalle de
fréquences des composantes sinusoidales participant au signal en question, fy — fu, ¢’est-
a -dire I’étendue spectrale ou simplement fy, la fréquence la plus élevée entrant dans la
décomposition du signal.

1.3 Ordres de grandeur

e spectre audible acoustique
11 est conventionnellement borné par 20 Hz (grave) et 20 kHz (aigii).

La variation de pression audible va de 3 X 107> Pa (limite de 1’audition) & 30 Pa (seuil de la
douleur). En deca de 20 Hz, on parle d’infrasons, au-dela, d’ultrasons.

e Spectre électromagnétique

1l va de quelques Hz a 10" Hz pour le proche ultraviolet.
Le spectre visible s’étend de 3,752 7,5 X 10'* Hz.

S 5

Spectre continu Spectre de raies




2 e Propagation d’un signal 193

2. Onde progressive dans le cas d’une propagation unidi-
mensionnelle

2.1 Onde progressive

C’est un signal se propageant de proche en proche dans un milieu, transportant de 1’énergie
mais aucune matiere.

Son énergie est localisée dans les régions de I’espace ot le signal est non nul.

La grandeur physique caractéristique d’un signal se propageant selon la direction (Ox) sera
désignée par s(x, t), fonction donnant la valeur de cette grandeur physique en un point d’abs-
cisse x, a I’instant ¢.

2.2 Caractere longitudinal ou transversal de I'onde

e Si la grandeur physique variable entraine une modification de 1’état physique du milieu
perpendiculairement a la direction de propagation, on parle d’ondes transversales.

Exemples : ondes mécaniques sur une corde tendue, ondes électromagnétiques, ondes mécaniques
de cisaillement dans les solides.

e Sila modification du milieu se produit dans la direction de propagation, on parle d’ondes
longitudinales.

Exemples : les ondes acoustiques, les ondes mécaniques de compression dans les solides.

2.3 Caractéristiques du milieu de propagation

e On distingue parmi tous les milieux ceux qui sont dits linéaires non dispersifs.

Le caractere non dispersif se traduit par le fait qu'une onde s’y propage dans une direction
donnée sans s’y déformer (cf fig. 2).

Le caractere linéaire provient de ce que plusieurs signaux peuvent s’y propager simultanément
sans que leurs caractéristiques propres n’influent les unes sur les autres.

L’état du milieu en un point et a un instant donnés vis-a -vis de tels signaux, est alors la
somme de leurs valeurs respectives en ce point et a cet instant.

4 50 t) )
— 4 sens de déplacement

| A% ; ¢
— L — a l'instant ¢
4+ 5(x. 25) * 4 _,
' :

S 'x

al'instant £ > ¢/

fig. 2

e La répartition spatiale dans la direction de propagation de la grandeur propagée s(x, t)
conserve la méme allure. Elle a seulement subi une translation le long du milieu de propaga-
tion.

e Le signal qui arrivait au point M, d’abscisse x| a I’instant #;, atteint le point M, d’abscisse
X, > x1 a l'instant ultérieur #,. On appelle #, — ¢, le retard temporel du signal en M, par
rapport au signal en M. C’est le temps mis par le signal pour passer de M| a M,.

t, — t; désigne aussi I’avance du signal en M, sur ce qu’il sera en M>.

2.4 Célérité de propagation

On définit la célérité ¢ de propagation du signal dans le milieu considéré, par la valeur abso-
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lue du rapport de la distance Ax dont s’est déplacé le front du signal pendant un intervalle de
temps At :

Ax
At

2-1)

X2 — X1

égale sur ’exemple de la figure 2 a : P
20

N La célérité est par définition positive car elle caractérise physiquement [’élasticité et
Uinertie du milieu. Aussi convient-il, lors de I’étude d’un signal, de préter attention au sens
de son déplacement vers les x croissants ou décroissants.

2.5 Dualité des représentations spatiales et temporelles du signal en
un point

e Le signal percu en un point M; d’abscisse xj, s(xj,t) (fig. 3), se déduit de la répartition
spatiale du signal le long de la direction de propagation a un instant donné si son sens de
déplacement est connus (fig. 2).

Tf; SN TN o
[P i+ T | ty+ T
s, .9 s(M,. 0

fig. 3

Supposons connu, par exemple, s(x, t;) = f(x). Soit s(xj, f) la valeur du signal en M; d’abs-
cisse x;. Elle s’obtient en constatant, qu’a I’instant ¢, elle doit étre égale a celle, s(x, #1), qu’il
avait a ’instant #; en un point x tel que le temps de propagation de x a x; soit égal a ¢ — #;.

X1 — X

Pour un signal se propageant dans le sens des x croissants,ona: ¢ —# =
C

De sorte que s(x, ) est égale a la valeur du signal a I’instant #; au point d’abscisse x; —c(f—11).
Ceci se traduit par :

sGar 1) = s(x = et = 1), 11) = fx1 = ot = 1)) = g(1)
La forme temporelle d’un signal qui s’étale spatialement sur L est celle obtenue par le retour-

nement spatial de s(x, #;), étalé temporellement sur une durée 7 = — -
c

> Remarquez la présence de la quantité x| — ct dans I’argument de la fonction f.

e Réciproquement, si le signal temporel en un point x; est connu par s(x;,t) = g(), la
répartition spatiale du signal a un instant #; donné s’en déduit. En un point d’abscisse x quel-
conque, a I’instant #;, le signal possede la valeur, s(x, #), qui était la sienne en x; a I’instant

L. X — X1 ..
< antérieur > t =1y — ——. Ainsi :
C

X — X1

s(x, 1) = s(xl,tl - T) = h(x).

La forme spatiale du signal est a nouveau obtenue en retournant la forme temporelle qu’il
avait en un point donné. Si sa durée était T, son extension spatiale sera ¢T = L. On retrouve
la quantité x — ct; sous une forme un peu déguisée.
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& Sile signal se propage dans le sens des x décroissants, il suffit de substituer —c a ¢ dans
les formules précédentes donnant g(t) et h(x).

2.6 Expression générale d’un signal s(x, t)

La valeur instantanée d’un signal progressif se propageant a la célérité ¢ dans un milieu non
dispersif, en un point d’abscisse x et a un instant ¢ quelconque, s’écrit, s’il propage :

e dans le sens des x croissants :  s(x,1) = F(x —ct);

e dans le sens des x décroissants :  s(x,t) = G(x + ct).

3. Onde progressive sinusoidale

3.1 Définition

Un cas particulier d’onde progressive est I’onde progressive sinusoidale pour laquelle les
fonctions F et G sont sinusoidales. La valeur de la grandeur physique caractéristique de la
perturbation du milieu est de la forme, a un instant ¢ et en un point x donnés :

s(x, 1) = S, cos (k(x —ct) + 1,0) ou §,cos (k(x +ct) + go).
selon que sa propagation se fait respectivement vers les x croissants ou décroissants.

s(x, 1) est périodique en fonction a la fois de x et de ¢.

3.2 Vocabulaire

e [’amplitude maximale du signal est notée S ,,.
e Lalongueur d’onde A (en m) désigne la période spatiale définie par :
kA = 2m. 2-2)
e La période temporelle 7, exprimée en seconde (s), est définie par :
keT = T =21 (2-3)

e La pulsation w = kc est exprimée en rad.s™'. Elle est liée 4 la fréquence v, en Hz, par la
relation : w = 2mv.

e L est la norme, exprimée en m~!, du vecteur d’onde, vecteur dirigé dans le sens de la
propagation :

X =ke. (-4
¢ Relation entre la fréquence, la longueur d’onde et la célérité
c= A (2-5)

e La phase instantanée k(x + ct) + ¢, est exprimée en radian (rad).
3.3 Déphasage
e Les signaux recus en deux points d’abscisses respectives x; et x, sont :

s(xy,t) =S, cos (wt —kx; — (,0)
s(x2,1) =8, cos (a)t —kxy — go).
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Ils sont sinusoidaux, de méme pulsation et déphasés 1’un part rapport a 1’autre.

Le déphasage de s(x,, ) par rapport a s(x, t) est égal a la différence des phases instantanées :
(wt —kxy — @) — (Wt — kx; — ) = k(x) — x2).

e Six; —x; est égal a un nombre entier de longueur d’onde, le déphasage est un multiple de
27 et son effet disparait dans 1’expression des signaux : les signaux sont alors dits en phase.

e Si x; — x; est égal a un multiple impair de demi-longueur d’onde, le déphasage est alors
égal a un multiple impair de 7 : s(x;,1) = —s(xz, ). Les signaux sont dits en opposition de
phase.

e D’une facon générale si le déphasage de s(x», ) par rapport a s(x;, t) est positif, le premier
signal sera dit en avance sur le second. Sinon, il sera dit en retard.

4. Interférences entre deux ondes acoustiques ou méca-
niques de méme fréquence

4.1 Description

o Le phénomene d’interférences résulte de la superposition dans une région donnée de I’es-
pace de deux ondes progressives de méme fréquence et ayant entre elles un déphasage fixe.

e Un exemple est fourni par deux émetteurs d’ondes ultrasonores alimentées par un méme
générateur de signaux basses fréquences (cf. fig. 4).

Lorsque I’on place un récepteur en un point M, on détecte un signal de méme fréquence que
celle imposée par le G.B.F. et qui est exactement la somme des signaux qu’il aurait recus s’ils
avaient été émis seuls par chacune des sources S et S .

2

C

G
i fig 4

e Si I’on déplace parallelement au plan des sources le récepteur autour du point M, la
fréquence du signal regu reste la méme, mais son amplitude change, en passant par des mi-
nima et des maxima.

4.2 Interprétation
Les transducteurs S et S, délivrent respectivement les signaux ultrasonores
S(S1,1) = Smicos(wt+ @) et s(So,1) =S, cos(wt + o).

Le signal recu en M est la somme des signaux issus de chacune des sources :
SiM S.M
s(M,1) =S, cos(w [t— l—] + gol)+ e +szcos<w [t— 2—] + tpz)
c ¢

SM S,M
ou et

sont les retards de propagation entre les sources et le point M.

4.3 Caractéristiques de la vibration résultante

L’amplitude et le déphasage de la vibration résultante en M sont déterminés par 1’'usage des
grandeurs complexes associées a chacune des vibrations.

On utilise la représentation complexe :
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s(M.1)= Sexplj (i +¢) |
s(M, t) s’appelle I’amplitude complexe et on a : s(M, 1) = Re [g(M, t)].
Soit 5,(M, 1) et 5,(M, 1) les grandeurs complexes construites de la méme maniere.
L’amplitude complexe résultante en M est alors :
S el =8, dOTEM g, QerkSM)

S est alors égale au module du complexe du membre de droite de 1’égalité ; son argument ¢
est égal a I’argument de ce méme complexe.

La situation se présente, géométriquement, comme sur la fig. 5 : on associe dans le plan un
point image de chacun des complexes. les vecteurs construits entre I’origine et chacun de ces
points sont appelés vecteurs de Fresnel des signaux.

Ll
tay
Il
!
l_
ty

b

5 fig 5

Les longueurs des vecteurs correspondent aux amplitudes maximales des signaux et les angles
par rapport au demi-axe des réels positifs aux arguments.

4.4 Cas particulier
Un cas intéressant est celui ou S|, S, et M sont alignés avec S,,;; = S,n = S.
Le signal résultant en M est alors :

- k(SoM —-SM
(9012‘P2+ (S2 1 ))x

s(M,t) = 2S cos 5

e+ k(SoM+SM)
2 2

"'XCOS(U)t+

représente 1’amplitude de la vibration.

- k(S.M - S\M
‘ZSCOS(% $2 (S2 1 ))

2

Comme S,M—-S M = §,81, il advient que I’amplitude est, selon le modele unidimensionnel
adopté, indépendante de la position du point M, son alignement avec les deux sources étant
conservé, et ne dépend que de la distance entre les sources et de leur déphasage temporel
initial ¢ — ¢;.

4.5 Interférences constructives ou destructives

o Les interférences sont dites constructives lorsque les ondes émises se renforcent mutuel-
lement au point M.

A la limite, il existe des positions particuliéres pour lesquelles 1’amplitude obtenue est maxi-
(pl - (,02 + k(SzM - SlM) est

2

male. Dans le cas particulier précédent, ceci se produit lorsque
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un multiple entier de 7.

e Les interférences sont dites destructives lorsque I’amplitude de la vibration est nulle. Ceci
$r=¢ k(S2M — S M)

2 2

se produit, dans le méme exemple, lorsque est un multiple impair

T
de = -
€3

5. Ondes stationnaires mécaniques

5.1 Définition

On appelle ondes stationnaires une superposition de deux ondes progressives se propageant
dans des directions opposées.

5.2 Exemple : la corde de Melde
e Une corde est tendue sous I’effet du poids d’une masse suspendue a 1’une de ses extrémités.
L’autre extrémité est excitée transversalement par un vibreur a une fréquence f réglable.

Pour certaines fréquences particuliéres, la corde présente 1’aspect de fuseaux nettement formés
et d’amplitude tres supérieure au déplacement du vibreur, les ventres de vibration, séparés
par des points otl la corde semble fixe, les neeuds de vibration.

Ce phénomene est appelé résonance d’ondes stationnaires (cf. fig.7).

}'EO L

Ty
vibreur yixy

F

vibreur Y M /f
noeuds ventres
fig. 7

e [’observation au stroboscope de 1’aspect de la corde montre alors que deux points quel-
conques de la corde situés entre deux nceuds consécutifs vibrent avec des amplitudes différentes
mais rigoureusement en phase. En revanche, deux points appartenant a deux ventres immédiatement
voisins vibrent en opposition de phase.

®  Des ondes stationnaires existent sur la corde a n’importe quelle fréquence, mais les
spectaculaires résonances d’ondes stationnaires n’existent que pour certaines d’entre elles,
multiples d’une fréquence fondamentale.

5.3 Aspects quantitatifs

o La célérité de propagation des ébranlements le long de la corde est égale a :

€= r (2-6)
u

ou T est la tension créée par la masse (I = mg) et u la masse linéique (masse par unité de
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longueur) de la corde.

e Le vibreur étant pris comme origine de la corde, posons que le déplacement transversal di
a I’onde progressive incidente s’écrit :

vi(x, 1) = Y, cos(wt —kx) ou kc = w.
Supposons qu’a I’onde réfléchie corresponde un déplacement transversal :
yr(x, 1) = =Y, cos (wt + kx).
Le déplacement transversal total de la corde en un point x est égal a :
y(x, 1) = yi(x, 1) + y(x, 1) = 2Y,, sin(wr) sin(kx).
e Comme y(x,1) # F(x —ct) ou G(x + ct), le caractere propagatif a disparu.

En un point d’abscisse x de la corde, ’ampitude de la vibration est donnée par |2V, sin(kx)|.

Deux points sur la corde d’abscisses x; et x; telles que sin(kx; ) et sin(kx,) ont le méme signe,
vibrent en phase.

Si les signes des deux sinus sont opposés, les points vibrent en opposition de phase.

5.4 Condition de résonance
o Enx =0, en négligeant le déplacement du vibreur devant 1’épaisseur des ventres de vibra-
tion, I’amplitude peut étre considérée comme nulle, conformément a la formule.

Pour que I’amplitude soit également nulle en x = L, il faut que sin(kL) = 0, soit kL = nr avec
n € N* entier naturel non nul.

Cette exigence sélectionne les valeurs de k, et donc les fréquences f,, qui leur correspondent.

2rfy
c

(&
L= — == - 2-7

nm f n2L 2-7)
La fréquence f; = i est appelée la fréquence fondamentale de la corde. A cette fréquence,

la corde est le sicge d’un seul ventre de vibration, de longueur L égale a la demi-longueur
d’onde associée a f.

Les fréquences multiples de f; sont appelées les fréquences harmoniques.
Lorsque la corde vibre a la fréquence f;, la corde est le siege de n ventres de vibration, chacun

L
de longueur — -
n

e Les fréquences de résonance f;, et la répartition spatiale des amplitudes correspondantes,
. . . (n7TXx L. . .
proportionnelles a sin { — |, caractérisent les modes propres de vibration de la corde, c’est-

a -dire les fagcons «les plus simples > qu’a la corde tendue de vibrer librement, ses deux
extrémités étant fixes.

La position d’équilibre correspond a y(x,7) = 0 Vx € [0;L]; écartée de cette derniere et
laissée a elle-méme, la corde vibrera selon une superposition de modes propres :

+00
y(x, 1) = Z Y, cos 2anfyt + ¢,) sin (%rx)
n=1

ot les amplitudes (Y,,),en- €t les phases (¢,).en+ sont déterminées par les conditions de tirage
de la corde a I’instant initial : y(x, 0) connue et 6%()6’ 0)=0.

Dans ces conditions, tous les ¢, sont nuls et :
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6. Diffraction a I'infini

6.1 Définition

Le phénomene de diffraction survient lorsqu’un obstacle matériel limite I’étendue d’une onde
progressive. Il se traduit par un élargissement du front d’onde apres le passage de 1’obstacle
par rapport a ce qu’il serait dans son ombre géométrique (cf. fig. 8). Il n’est cependant marqué
que lorsque la dimension caractéristique de 1’ouverture dans I’obstacle est de 1’ordre de gran-
deur de la longueur d’onde de la vibration.

s
i

|| ey
|

o

P .
. ljr t X \

6.2 Aspect quantitatif

L’élargissement du front d’onde est caractérisé par son ouverture angulaire 6 par rapport a la
direction générale de propagation avant le franchissement de I’obstacle.

Si d est une dimension caractéristique de 1’obstacle et A 1a longueur d’onde de la vibration qui
se propage, I’ouverture angulaire 6 parallelement a cette dimension d est toujours de 1’ordre

y a un facteur numérique pres, de I’ordre de I’unité, traduisant la forme de 1I’obstacle.
A
O~ — - 2-8
p (2-8)

6.3 Conséquences

Le phénomene de diffraction est important en optique car il limite le pouvoir de résolution
des instruments d’optique : ’image d’un point A par une lentille ou un miroir non plan n’est
plus le point A’ conjugué de A par le systeme optique mais une tache lumineuse autour de A”.
En effet, ’onde sphérique issue de A est limitée par le diametre de la lentille ou du dia-
phragme rajouté pour se placer dans les conditions de Gauss (voir plus loin).

Un systeme optique forme, de deux points voisins dans un méme plan objet, deux taches
lumineuses voisines dans le plan image (cf. fig. 9), les deux points objets seront distingués si
leurs images respectives peuvent 1’€tre aussi.

G | B0

fig 9 Aerd éloignés A et A rapprochés

6.4 Critere de Rayleigh

Deux images sont distinctes si le rayon de leur tache principale de diffraction est inférieur ou
égal a la distance séparant leurs centres respectifs.
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6.5 Pouvoirs de résolution

e Pour une lunette astronomique ou un télescope, les objets sont considérés comme étant a
I’infini et ce pouvoir de résolution se traduit par un écart angulaire minimal entre les direc-
tions d’ou proviennent les lumieres émises par les deux objets.

Cet écart est conventionnellement fixé a 1,22 — d’apres le critere de Rayleigh.

A est la longueur d’onde de la radiation détectée et D 1’ouverture (le diametre) du télescope.

e Pour un microscope, le pouvoir séparateur des objets, qui s’exprime par la distance mini-

C o . A .
male qui doit les séparer, a pour expression 0,61 ——— ou n est I’indice moyen des verres

nsinu
employés pour fabriquer les lentilles et u 1’angle sous lequel on voit le rayon de 1’objectif
depuis I’objet.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Un signal se propage selon la direction x’Ox dans un milieu non dispersif.
La représentation temporelle en un point M, d’abscisse x, d’un signal s’y propageant dans le
sens des x décroissants, s(x, f) étant connue, exprimez la répartition spatiale s(x, #) du signal
a l’instant #,.

Exercice 2 : Pourquoi les stations de radiodiffusion de la bande F.M. doivent-elles opérer
avec des fréquences différentes entre réémetteurs voisins ?



Optique géométrique

1. Principes et lois

1. Sources lumineuses

1.1 Définition

Au sens strict, une source lumineuse est un dispositif émettant un rayonnement électromagnétique
appartenant au spectre visible, mono - ou polychrome - c’est-a-dire d’une seule <« couleur >

ou dans lequel plusieurs « couleurs = se trouvent mélées. Au sens large, il s’agit d’un dispo-
sitif émettant un rayonnement électromagnétique de fréquence(s) quelconque(s).

1.2 Modele de la source ponctuelle monochromatique

Utilisé pour son caractere simple et pratique, un point géométrique S, modélise la source.
Elle est supposée émettre son énergie lumineuse identiquement dans toutes les directions de
I’espace.

On n’y tient compte ni de la nature physique du rayonnement (onde électromagnétique conti-
nue ou flux de quanta d’énergie, les photons), ni de ses dimensions.
1.3 Spectre des sources

La lumiere émise par une source peut étre considérée comme un signal caractérisé par une
certaine distribution d’énergie : son spectre (cf. fiche 2 §1 fig. 1). Il peut ainsi étre continu,
de raies discretes, ou mixte.

1.4 Exemples

Sources a spectre continu : les sources naturelles (directes, comme les étoiles ou de diffusion,
telle 1a lune), certaines sources artificielles (les lampes a incandescence, les lampes a arc). Les
lampes spectrales (décharge dans une vapeur d’un élément a basse pression) ont un spectre
de raies.

2. Approximation de I'optique géométrique et notion de
rayon lumineux

2.1 Définition

L optique géométrique est la science de la propagation de la lumiére a travers des milieux
transparents ou réfléchissants sans référence a son caractere ondulatoire mais en faisant appel
a la notion de rayons lumineux.

2.2 Rayon lumineux

Courbe géométrique dans 1’espace a trois dimensions le long de laquelle est censée se propa-
ger I’énergie lumineuse entre deux points. L’idée de rayon lumineux est approchée par 1’étroit
faisceau issu d’une source LASER vu a une distance grande par rapport a son diametre.

2.3 Limite du modele géométrique

Le phénomene de diffraction empéche que, par un procédé quelconque, on puisse rendre aussi
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fin qu’on le désirerait un faisceau lumineux pour se rapprocher du rayon lumineux théorique.
En effet, si I’énergie lumineuse rencontre un obstacle de 1’ordre de grandeur de quelques
longueurs d’onde du rayonnement qui limiterait son espace de propagation, ou bien si les ca-
ractéristiques physiques du milieu varient a cette méme échelle, 1’optique géométrique et ses
rayons lumineux doivent céder la place a I’optique ondulatoire et a la théorie de la diffraction.

3. Indice optique d’un milieu transparent

3.1 Milieu homogeéne

Milieu en tous points duquel les propriétés physiques qui y caractérisent la propagation des
rayons lumineux sont identiques.

3.2 Propriété fondamentale des rayons lumineux

IIs se propagent en ligne droite dans tout milieu transparent homogene.

3.3 Indice optique

o Ladiversité des milieux transparents se traduit par des vitesses de propagation de 1’énergie
lumineuse différentes. On constate que la vitesse v de la lumiere dans un milieu transparent

s pss N . C . 1ee 3e . ...
est inférieure a celle, ¢, dans le vide. Le rapport — définit I’indice optique » du milieu trans-
y
parent.

e L’indice du milieu dépend en général de la fréquence de la lumiére monochromatique em-
ployée, ce qui se traduit par 1’existence d’une fonction n(1).

e L’indice optique de I’air dans les conditions habituelles de température et de pression est
pris égal a 1, sauf exception.

e D’une maniere générale, les conditions physiques influent sur 1’indice optique d’un mi-
lieu matériel ; par exemple, la température pour I’air (en été, phénomene de mirage au-dessus
d’une route au revétement sombre longuement chauffé). Les indices optiques des solides
transparents dépendent des contraintes qui s’exercent sur eux.

e D’apres la définition de la longueur d’onde d’un rayonnement monochromatique de fréquence
. N c . . N %
v, elle est égale dans le vide a g = — et dans un milieu transparent d’indicena A = — - Ilen
v v

résulte que Ag = nd.

4. Réflexion-réfraction; lois de Descartes

4.1 Réflexion-réfraction

ravon incident rayon réflechi

fig_ 1 i\ rayon transmis

e Lorsqu’un rayon lumineux passe d’une région de I’espace remplie d’un milieu homogene
d’indice optique n; a une région ol I’indice optique est n,, une partie de I’énergie lumineuse
qu’il transporte est réfléchie dans le milieu d’incidence et une autre est transmise dans le se-
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cond milieu (cf. fig. 1).

e Si le rayon lumineux transmis n’est pas dans le prolongement du rayon incident, on
parle de phénomeéne de réfraction. Plus I’indice d’un milieu est élevé, plus le milieu est
dit réfringent.

4.2 Les trois lois de Snell-Descartes

e Soit [ le point de la surface - le dioptre- séparant deux milieux ou un rayon lumineux
passe de I'un a I’autre.

Soit 77 un vecteur unitaire normal au dioptre en / et 7 un second vecteur unitaire apparte-
nant a la direction du plan tangent en / au dioptre, définissant le plan d’incidence (I 77)
c’est-a-dire le plan contenant le rayon lumineux incident.

Soit i}, I’angle d’incidence, angle compté de la direction (I ,7) normale au dioptre au point

I vers le rayon incident, r, I’angle de réflexion, compté de la méme normale vers le rayon
réfléchi et ip, I’angle de réfraction, angle compté de la direction normale au dioptre en /

dans le second milieu (I R —7) vers le rayon transmis dans ce milieu.

Premiere loi : les rayons incidents, réfléchis et transmis sont contenus dans le plan d’inci-
dence. Ils sont coplanaires.

Deuxieme loi : les angles d’incidence et de réflexion sont égaux. iy = r.
Troisieme loi : Les angles d’incidence et de réfraction sont liés par la relation :

ny sini; = ny sini,. 3-1)

4.3 Phénomeéne de réflexion totale

e Dr’apres la troisieme loi de Snell-Descartes quand un rayon lumineux passe d’un milieu
d’incidence plus réfringent a un autre qui 1I’est moins, avec un 1’angle d’incidence trop élevé,
il est possible qu’il n’existe aucune valeur de 1’angle de réfraction satisfaisant la relation (3-
1).

Le rayon lumineux incident se réfléchit alors totalement en / et 1’énergie lumineuse retourne
dans le milieu d’incidence.

e [’angle d’incidence minimal i}, que doit faire le rayon incident avec la normale au dioptre
de séparation des milieux pour qu’il y ait réflexion totale est :

. R
Um — arcsm(—) avec np < nj.
ny

e La réflexion totale est utilisée dans les fibres optiques pour y confiner 1’énergie lumi-
neuse et guider ainsi I’information entre une source et un destinataire. Une fibre optique est
constituée d’un ceeur cylindrique d’indice supérieur a celui de la gaine qui I’entoure. Ainsi, si
I’on injecte la lumiere dans ce coeur avec une incidence rasante, ¢’est-a-dire un angle d’inci-
dence proche de 90°, il y aura réflexion totale de la lumiére injectée sur la gaine et la lumiére
restera dans le cceur qui lui sert alors de guide.
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™ coem

I >, ~ gaine
fig. 2

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Une fibre optique rectiligne posséde un cceur circulaire en verre, d’indice op-
tique n, = 1,4, et sa gaine est I’air, d’indice n, = 1. On injecte au centre d’une de ses sections
droites (perpendiculaire a la direction de la fibre) un faisceau monochromatique.

Quel est I’angle maximal sous lequel cette injection doit étre faite pour que la fibre guide en

permanence le faisceau de lumiere ?



1 Optique géométrique

2. Formation des images

1. Présentation du sujet

1.1 Introduction

L’expression de « formation d’une image » est un raccourci pour < formation de I’image d’un
objet par un systeme optique ». Il s’agit d’étudier comment les rayons lumineux diffusés par
tous les points de la surface d’un objet C, que nous supposons opaque, se concentrent pour
constituer un autre < objet > C’ apres avoir traversé un systéme optique donné.

1.2 Limitation du champ des études

L’étude est limitée ici aux systemes optiques qui présentent - a I’exception notable du miroir
plan - une symétrie de révolution autour d’une droite appelé axe optique du systeme. De
tels systeémes optiques peuvent ainsi étre tournés d’un angle quelconque autour de leur axe
optique sans que change la position relative de 1’image formée d’un certain objet par rapport
a cet objet lui-méme.

1.3 Conventions des études

e (Ces systémes sont supposés pouvoir étre indéfiniment étendus perpendiculairement a leur
axe optique pour la construction des trajets des rayons lumineux. Ceci est naturellement
contraire a la réalité puisque ces systemes ont forcément des dimensions finies. Dans un
systeme optique réel, certains rayons lumineux ont leur trajet interrompu.

o Le sens conventionnel de propagation des rayons lumineux est de la gauche vers la droite.
o Les objets choisis sont disposés perpendiculairement a 1’axe optique et symboliquement
représentés par un segment [AB] dont I’extrémité A est sur 1’axe optique.

Pour former 1’image de cet objet, on lance a partir du point B les rayons lumineux dont les
trajets a travers le systeme optique présentent des propriétés particulieres et sont connus.

L’image B’ de B se trouve alors au point de concours des rayons émergents du systéme op-
tique. B étant hors de 1’axe optique, son image B’ est, elle aussi, située hors de cet axe.
L’intersection du plan passant par B’ et perpendiculaire a 1’axe optique avec ce dernier définit
la position de A’, image de A par le systéme optique.

L’image de 1’objet AB est alors le segment [A’B’] ot chaque point M’ € [A’B’] est ’image
d’un point M unique appartenant & [AB]. On note conventionnellement A’B’ I'image de AB.

2. Miroir plan

e Le miroir plan est le systeme optique le plus simple qui soit dénué d’axe optique unique.
Les rayons lumineux n’y ont a satisfaire que la seconde loi de Snell-Descartes sur la réflexion.
Soit un objet AB disposé de manieére quelconque par rapport au miroir.

La figure 3 montre comment sont construits les rayons lumineux issus du point A : ils se
réfléchissent sur le miroir plan avec, pour chacun d’eux, un angle de réflexion égal a I’angle
d’incidence.
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Les rayons réfléchis concourent au point A’ qui est I’image de A par le miroir.
A’ est le symétrique de A par rapport au plan du miroir.

Si on construit de la méme maniére I’image M’ de chaque point M appartenant & 1’objet,
I’ensemble de ces images constitue le segment de droite [A’B], symétrique du segment [AB]
par rapport au plan du miroir : A’B’ est ainsi I’image de AB.

e Dans le cas présenté, ol I’objet est situé en amont du miroir, on dit que I’objet est réel.
L’image, située derriere le plan du miroir, est dite virtuelle car elle ne peut pas étre projetée
sur un écran diffusant.

e Le principe du retour inverse de la lumiere fait que des rayons qui arriveraient sur
le miroir en ayant les directions des rayons réfléchis, et convergeraient de ce fait en A’, se
refléteraient sur le miroir plan en convergeant en A. A’B’ jouerait alors le rdle d’objet vir-
tuel, et AB celui d’image réelle car les rayons lumineux qui servent a construire I’'image
pourraient étre interceptés par un écran diffusant pour obtenir une projection de celle-ci.

N Pour un miroir plan, objet et image sont toujours de natures opposées : a un objet réel
correspond une image virtuelle, a un objet virtuel correspond une image réelle.

3. Conditions de Gauss

3.1 Justification

e On attend d’un systeme optique qu’il forme des images nettes des objets. Pour ce faire,
I’idéal serait que les rayons lumineux issus d’un point A objet émergent du systéme en conver-
geant rigoureusement en un point A" qui serait son image. Si cette circonstance se produisait
pour n’importe quel point objet, le systeéme serait dit rigoureusement stigmatique.

N Seul le miroir plan posséde cette qualité, dans les limites de [’optique géométrique,
c’est-a-dire pour un miroir d’étendue tres grande devant les longueurs d’onde de la lumiere
visible.

e Toutefois, I’imperfection des détecteurs optiques (ceil, photo-détecteurs, etc...) fait que
1’on peut se contenter d’un stigmatisme approché.

Qu’un systéme optique forme sur un détecteur élémentaire, a partir d’'un point source, une
image rigoureusement ponctuelle ou une image possédant une étendue d’aire inférieure a
celle du détecteur, ne change pas fondamentalement 1’information générée par le détecteur, a
savoir, son excitation et la fréquence a laquelle il I’a été.

3.2 Définition des conditions de Gauss

e D’apres le principe de Fermat, ( la lumiére emprunte le trajet de temps minimal), une
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condition pour que le systeme soit stigmatique de maniere approchée est que les rayons lu-
mineux qui conduisent a la formation des images soit proches de 1’axe optique du systeme et
peu inclinés par rapport a celui-ci. On dit que les rayons lumineux sont alors paraxiaux.

e Pour que ces conditions soient obtenues en pratique, il est parfois nécessaire de diaphrag-
mer le systeme optique autour de son axe optique, c’est-a-dire de placer un écran opaque qui
lui est perpendiculaire, percé d’une ouverture circulaire que 1’on centre sur 1’axe et dont le
but est d’éliminer les rayons non paraxiaux susceptibles de nuire a la netteté des images.
Cependant, trop petites, ces ouvertures dégraderaient I’'image en faisant ressortir la diffrac-
tion. Par ailleurs, ils influent sur la quantité de lumiere traversant le systéme optique ainsi
que sur I’étendue de I’image que I’on peut escompter. Une bonne image apparait donc le
résultat d’un compromis entre clarté et netteté, dans la limite des contraintes imposées par le
détecteur.

e Dans les conditions de Gauss, les systémes optiques se révélent aplanétiques. Ils forment
des images planes, perpendiculaires a leur axe optique, d’objets plans également disposés
perpendiculairement a cet axe.

N Nous supposerons que les conditions de stigmatisme et d’aplanétisme approchés sont
systématiquement satisfaites par les systémes optiques étudiés par la suite dans le cadre de
cette présentation.
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3. Lentilles minces

1. Présentation matérielle
1.1 Définition

Une lentille mince est un solide constitué d’un matériau d’indice optique n essentiellement
délimité par deux calottes sphériques de rayons de courbure respectifs R; et R, présentant un
axe optique, et tel que les sommets S et S, des calottes et les centres de courbure C; et C;
des dioptres soient alignés sur une droite, I’axe optique.

fig 4

La lentille est dite mince si son épaisseur aux sommets, e = § 1.5, est petite devant les deux
rayons de courbure R; et R, ainsi que devant |[R| — R;|.

1.2 Classification

On distingue :

e les lentilles a bords minces-convergentes qui comportent les lentilles dites biconvexe (fig.
5a), plan convexe (fig. 5b) et les ménisques a bords minces (fig. 5c)

o les lentilles a bord épais-divergentes qui comportent les lentilles dites biconcave (fig. 5d),
plan concave (fig. Se) et les ménisques a bords épais (fig. 5f).

(@} By (@Y @ (e) 3]
fig. 5

1.3 Modeéle et symboles

On modélise les lentilles minces en considérant que les sommets des dioptres S et S, sont
confondus en un point S que I’on nomme le centre optique de la lentille. Elles sont symbo-
lisées respectivement de la maniere suivante (cf. fig. 6) :

(a) (b} (c) (d) (=) (8

2. Points particuliers
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2.1 Les foyers principaux

e Une lentille mince posséde deux autres points particuliers notés F et F’ situés sur 1’axe
optique, de part et d’autre de son centre optique et a égale distance de celui-ci. On les appelle
respectivement les foyers principaux objet et image.

e On appelle distance focale d’une lentille mince la mesure algébrique de son centre op-
tique a son foyer principal image. Elle est notée habituellement f” ; par définition,

f =SF =-SF.

La distance focale s’exprime en metres (m).

N Le terme de < distance ~ pour la distance focale est trompeur : c’est une mesure
algébrique sur un axe orienté de gauche a droite. Elle peut étre négative alors que le mot
distance suggere une quantité positive ou nulle.

e La distance focale d’une lentille dépend du milieu dans lequel elle est plongée. Une len-
tille en verre utilisée dans I’air ou dans un autre milieu transparent conserve la symétrie des
foyers principaux objet et image par rapport au centre optique. En revanche, si la lentille était
utilisée a I'interface de deux milieux d’entrée et sortie d’indices différents, la symétrie de la
position des foyers principaux par rapport au centre optique disparaitrait.

e La distance focale d’une lentille est liée a I’indice #» du matériau employé pour la fabri-

quer, aux rayons de courbure algébriques S C; et S C, de ses dioptres d’entrée et de sortie et a
I’indice 7, du milieu transparent dans lequel la lentille serait utilisée par la relation générale :

==
:(n—ne):—:
SC, SC,

SF’
qui devient dans I’air :
1 1 1
F’ SC, SGC, f
e La vergence d’une lentille mince dans 1I’air, I’inverse de sa distance focale :

1
V= .
SF’
Inverse d’une longueur, elle s’exprime en dioptries, de symbole 6 : 15 = 1m~! dans un

milieu d’indice optique égal a 1.

e La distance focale S F’ d’une lentille convergente est positive ; celle d’une lentille diver-
gente est négative.

2.2 Les plans focaux

Le plan perpendiculaire a 1’axe optique passant par le foyer principal objet (resp. image) est
le plan focal objet (resp. image).

2.3 Les foyers secondaires

Tous les points du plan focal objet (resp. image) sont des foyers secondaires objet, (resp.
image), a I’exception des deux foyers principaux.

3. Rayons lumineux particuliers
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o Trois rayons lumineux particuliers privilégiés par la formation des images. Soit un objet
AB perpendiculaire a 1’axe optique, A étant positionné sur ce dernier.

a. Le rayon lumineux passant par B et par le centre optique S ou O de la lentille mince n’est
pas dévié (cf. fig. 7 rayon (1));

b. Le rayon lumineux passant par B et parallele a 1’axe optique émerge de la lentille en pas-
sant par le foyer principal image F’ (cf. fig. 7 rayon (2));

c. Le rayon lumineux passant par B et par le foyer image F de la lentille émerge de celle-ci
en étant parallele a I’axe optique (cf. fig. 7 rayon (3)).

e Le point de concours des directions des rayons passant par le point objet B et émergents
de la lentille est alors le point image de B, noté B'.

B + (2)
B 2) B 3
=2y [T
d F - E A4’
Fo s Ly 2 F J 5
(a) (b)
fig 7

™ st ‘objet AB est dans le plan focal objet, tous les rayons lumineux issus du point B
émergent de la lentille paralléles entre eux et a BS : ils < convergent > a ’infini.

4. Aspects quantitatifs : les formules de conjugaison

4.1 Utilité
Les relations de conjugaison permettent de

— déterminer la position de I’image d’un objet par une lentille connaissant la position de I’ob-
jet par rapport a cette lentille ;

— déterminer la position d’un objet par rapport a une lentille connaissant la position de son
image par rapport a cette lentille ;

— déterminer, la distance focale d’une lentille, connaissant les positions de I’objet et de son
image par rapport a cette lentille.
4.2 Conventions sur les mesures

Une mesure M P est positive si, s’agissant d’une mesure horizontale le long de 1’axe optique,
le point P est a droite du point M ; ou si, s’agissant d’une mesure verticale perpendiculaire-
ment a 1’axe optique, le point P est au-dessus du point M.

4.3 Formule de Descartes (origine au sommet)

111
SA” SA SF

(5-1

4.4 Formule de Newton (origines aux foyers)

FA-FA =-SF" =—f~. (5-2)
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N Dans la formule de Descartes, le sommet S de la lentille est [’origine commune de
toutes les mesures algébriques intervenant. Au contraire, la formule de Newton fait intervenir
la mesure de la position de I’objet le long de I’axe optique par rapport au foyer objet et celle
de l'image par rapport au foyer image : il n’y a plus d’origine commune a toutes les mesures.

4.5 Grandissement transversal

A'B

AB

Il s’exprime a I’aide des rapports ayant servi a établir la formule de Newton et donc, a I’aide
de la position de I’objet ou de I’image le long de 1’axe optique.

’)/:

5. Réalité et virtualité des images et des objets

5.1 Définition

e Un objet est dit réel s’il est situé a gauche du dioptre d’entrée d’un systéme optique. Au-
dela de celui-ci, il est dit virtuel.

e Une image par le systeme optique en question est dite réelle si elle est située a droite du
dioptre de sortie du systeme optique. Elle est dite virtuelle en deca. (cf. fig. 8)

N Dans le cadre du modele de la lentille mince, | ‘espace des objets réels est confondu
avec l’espace des images virtuelles et, réciproquement, celui des objets virtuels se superpose
a celui des images réelles.

5 / S}'sltéme \
ophique

\dioptre dioptre /

H dentrée  de sortie /!

Espace des Espace des
objets réels objets virtuels

Espace des Espaces des
i i : images réelles
images virtuelles fig 8 ' g

5.2 Lentille mince convergente

Un objet est réel si SA < 0; son image est réelle si SA” > 0.

La condition nécessaire pour qu’une lentille convergente forme, sur un écran, une image
réelle d’un objet réel est que la distance D de I’objet a I’écran vérifie :

D> 4f
Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Démontrez la relation D > 4 f’ entre la distance minimale entre un objet réel
et I'image réelle qui peut en étre formée par une lentille convergente de distance focale f.
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Exercice 2 : A quelle condition peut-on avoir un grandissement transversal supérieur 2 1
lors de la formation d’une image par une lentille convergente de distance focale f”.
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4. L'ceil et les instruments d’optique

1. Ucril

1.1 Anatomie sommaire de I'ceil

e Le globe oculaire est principalement constitué d’une enveloppe protectrice, la cornée qui
délimite, en avant du cristallin, la zone remplie d’humeur acqueuse et, en arriere, le corps
vitré, deux milieux transparents incolores d’indice optique 1, 336.

e L’ouverture de I’ceil, la pupille, est diaphragmée par I’iris. Le diamétre de la pupille peut
varier de 2 a 8 mm en fonction de la quantité de lumiere nécessaire a la détection d’un signal
lumineux.

e Une lentille épaisse de vergence modulable grace aux muscles qui la contrdlent, le cris-
tallin, est constituée d’un milieu transparent d’indice 1, 4 environ.

e Apres avoir traversé cette succession de milieux transparents, les photons atteignent enfin
le fond de I’ceil ou ils sont absorbés par les molécules des cellules qui le tapissent et qui
forment ensemble la rétine. Leur absorption génére des signaux électriques transmis au cer-
veau par le nerf optique et dont les informations sont décryptées et interprétées par le cortex
cérébral comme une image. (cf. fig. 9).

fig 9

N La variation de la vergence du cristallin est due a une modification des rayons de
courbure des dioptres délimitant le cristallin sous [’effet des muscles périphériques auxquels
le cristallin est rattaché.

1.2 La rétine

La rétine est une membrane constituée de cellules non uniformément réparties et dont les
roles sont sensiblement différents. Parmi ces cellules, deux types captent la lumiere : les
cones et les batonnets.

Les cones ne sont sensibles qu’a des éclairements relativement élevés et informent sur les
couleurs. Les batonnets sont sensibles aux faibles éclairements mais ne donnent qu’une in-
formation monochrome.

1.3 Punctum remotum et punctum proximum

e Le punctum remotum est le point objet réel qui, sans accommodation, ¢’est-a-dire sans
action des muscles qui contrdlent le cristallin, forme son image sur la rétine. Pour un ceil
normal, le punctum remotum est a I’infini. La distance focale image du systéme optique est
alors égale a 16,7 mm en moyenne.
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e e punctum proximum est le point objet réel le plus proche de I’ceil a pouvoir avoir son
image sur la rétine avec une accommodation maximale.

Pour un cil normal, le punctum proximum est a environ 20 cm de la cornée : la distance
focale image est alors égale a 14, 7 mm en moyenne. Les valeurs des deux points varient d’un
individu a I’autre.

o Laplage d’accommodation de I’xil est constituée de I’ensemble des points compris entre
le punctum proximum et le punctum remotum.

1.4 Modélisation de I'ceil

L’ceil est un systeme optique complexe. On peut le modéliser comme étant constitué d’une
lentille mince convergente de vergence variable associée a un capteur positionné dans le plan
de formation des images, plan situé a une distance fixe de la lentille.

1.5 La résolution angulaire

Sur un ceil n’accommodant pas, c’est I’angle minimal au centre optique de la lentille devant
séparer deux points pour que leurs images respectives se forment sur deux cones différents.

Cet angle a pour valeur moyenne € ~ 1,7.107* rad, soit environ une demi-minute d’arc.

2. La lunette astronomique

2.1 Généralités

La lunette astronomique est un exemple de systeme optique composé modélisable par un
ensemble de lentilles minces. Utilisée pour observer des objets fort lointains, des étoiles ou
des planetes, ceux-ci seront considérés comme étant a I’infini. Deux points lumineux séparés
envoient ainsi des faisceaux paralleles de rayons lumineux qui atteignent la lunette en faisant
entre eux un tres petit angle.

2.2 Structure de la lunette

Une lunette astronomique peut étre modélisée par un ensemble de trois lentilles minces :

une lentille convergente L;, appelée 1’objectif, c’est-a-dire la lentille du systeme la plus
proche de I’objet observé, de grande distance focale f], et deux lentilles convergentes consti-
tuant un systeéme convergent de faible distance focale, I’oculaire c’est-a-dire la partie du
systeme optique proche de I’ceil (cf. fig.10).

Le foyer image de I’objectif F| doit &tre confondu avec le foyer objet F,, de 1’oculaire.

2.3 L’oculaire

o Constitué des lentilles L, et L3, il est habituel de définir les configurations de 1’oculaire de
la sorte :

hi_e_ £

m n P

ou f; et f; sont les distances focales de chacune des lentilles, e la distance entre leurs centres
optiques, (m, n, p) un triplet de naturels non nuls et a une longueur d’échelle pour I’oculaire.
11 est habituel de prendre des triplets du type (3,2, 3), (4,3,2) ou (3,2, 1).

e Nous considererons 1’oculaire symétrique (3, 2, 3) pour lequel S, F, = 3% &S 3F, = Si—:

avec un centre optique S situé au milieu du doublet comme sur la figure 10.
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objectif oculaire
fig. 10

2.4 Trajet des rayons lumineux

e Construisons les rayons lumineux appartenant a deux faisceaux incidents de rayons pa-
ralleles, I’un parallele a I’axe optique, 1’autre faisant avec lui un angle a.

e Apres I’objectif, les faisceaux convergent respectivement au foyer principal image F qui
est aussi le foyer principal objet F, de 1’oculaire et a un foyer secondaire image de I’ objectif,
qui est aussi un foyer secondaire objet de I’oculaire.

o Le faisceau parallele a I’axe optique émerge de la lentille L3 parallele a I’axe. L’autre
faisceau de rayons paralleles émergera de la lentille L3 en faisant un angle @’, normalement
grand par rapport a @, avec 1’axe optique.

e Les trajets des rayons lumineux sont construits en se servant des caractéristiques du dou-
blet oculaire puisque les positions des foyers de chaque lentilles sont connues (cf. fig. 11)

(S2F, =83F3 = —3a,S2F§ =S3F§ = 3a,S3F£ =a,S,F3 = —a).

i 4 2
B L) &)
S FT_S,{" \ -
- E_‘caf::——-""' At
objectif oculaire

fig. 11

2.5 Cercle oculaire

Les faisceaux lumineux paralleles provenant de diverses directions incidentes possedent en
sortie de 1’oculaire une intersection commune dans un plan perpendiculaire a 1’axe optique.

Ce plan est le plan conjugué de 1’objectif par 1’oculaire. Il est trés voisin du plan focal image
de I’oculaire pour une lunette astronomique pour laquelle la distance focale de 1’objectif est
toujours grande devant le distance focale de I’oculaire.

Cette intersection commune des faisceaux s’appelle le cercle oculaire. C’est au cercle ocu-
laire que I’observateur aura intérét a placer la pupille de son ceil afin de bénéficier du plus
grand champ angulaire d’observation possible.

2.6 Grossissement

La lunette astronomique se comporte comme un amplificateur angulaire. En se placant au
cercle oculaire, le grossissement angulaire, défini par :
al
G=—
a
est égal a I’opposé du rapport de la distance focale image de 1’objectif a la distance focale
/

image de I’oculaire —f—l, .
o
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2.7 Latitude de réglage

Les caractéristiques de la lunette décrites sont celles correspondant a un observateur ayant un
ceil normal et qui, placant la pupille de son ceil au cercle oculaire recevrait les images sur sa
rétine.

La possibilité de déplacer I’oculaire le long de 1’axe optique est maintenue pour I’adapter aux

punctum proximum et punctum remotum de chaque ceil et rendre ainsi I’observation confor-
table.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Une lunette astronomique est constituée de deux lentilles : un objectif convergent
de distance focale f, et un oculaire divergent de distance focale f! (|f/| < f;, la distance entre
les centres optiques des deux lentilles est f;, + f..
'
Montrez que le grossissement angulaire G est égal a — JT}Z .
c
Quel est I'intérét de cette configuration ?



Un monde quantique
1. Expériences et interprétations fondamentales

1. L’effet photo-électrique
1.1 Définition

Il consiste en I’extraction d’électrons de certains métaux lorsqu’ils sont éclairés par un rayon-
nement électromagnétique adéquat.

1.2 Le dispositif expérimental
Une cellule photo-électrique est un tube a vide dans lequel sont enfermées une cathode
revétue d’un métal donné pouvant étre éclairée et une anode.

Une tension est appliquée entre 1’anode et la cathode pour collecter ou freiner les électrons
émis par cette derniere lorsqu’elle est convenablement éclairée.

On mesure le courant qui circule dans la cellule en fonction de la tension U,. avec comme
variables d’étude la fréquence du rayonnement monochromatique qui éclaire la cathode et
I’intensité de I’éclairement. (fig. 1).

C)E Py anode
C) i U, métal
recouvrant v

fig. 1 cathode

1.3 Résultats de I'étude

e Plusieurs phénomenes sont observés.

a. Il existe une fréquence seuil vy, caractéristique du métal qui recouvre la cathode, telle
qu’aucune lumiere monochromatique de fréquence v < vy ne parvient a créer de courant
électrique / dans la cellule, et ce, quelle que soit la tension U, et quel que soit I’éclairement
de la source lumineuse ;

b. Les courbes de I = f(U,.) pour un éclairement fixé produit par un rayonnement de
fréquence v donnée, supérieure a la fréquence de seuil, ont la forme suivante (cf. fig. 2) :

ot 10,

intensité de saturation
o,

-U, potentiel d'arrét Ui Vg ¥

[szt p—
fig. fig. 3

[ %]

Lorsque ’on fait varier 1’éclairement, a fréquence v fixée, les courbes relevées sont ho-
mothétiques les unes des autres et 1’intensité de leur courant de saturation apparait comme
une fonction croissante de 1’éclairement de la cathode.
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c. Le potentiel d’arrét Uy est une fonction affine croissante de la fréquence du rayonnement
électromagnétique employé (cf. fig. 3). Elle s’annule pour v = vy. Si le point d’intersection
de la droite avec 1’axe des abscisses change avec le métal recouvrant la cathode, la pente de
cette droite en revanche en est indépendante.

2. Dualité onde-corpuscule pour la lumiere

2.1 Relation de Planck-Einstein

e Afin de trouver la fonction décrivant exactement la densité spectrale du rayonnement du
corps noir, Planck avait di émettre I’hypothese que les échanges d’énergie entre un champ
électromagnétique de fréquence donnée v et la matiere ne pouvaient se faire que par quan-
tités finies proportionnelles a la fréquence. Il appela ces quantités des quanta d’énergie (au
singulier : quantum).

Peu apres, Einstein reprit et développa cette hypotheése pour résoudre 1’énigme de 1’effet

photo-électrique. Il donna au quantum d’énergie de Planck, un statut de < particule de lumiére >
dénommée photon et a laquelle il attribua une énergie E égale a celle du quantum d’énergie,

une vitesse égale a c, la célérité de la lumiere dans le vide et une masse nulle.

¢ Relation de Planck-Einstein

Dans un rayonnement électromagnétique monochromatique de fréquence v, 1’énergie E de
chaque photon vaut :

E=hy (7-1)

ol & est la constante de Planck ou constante d’action.
Sa dimension est M.L2.T™" ; sa valeur est i = 6, 6261 8(4).10_34 J.s.

o Le rayonnement électromagnétique de fréquence v étant associé a la longueur d’onde A4
par la relation 1 v = ¢, la relation de Planck-Einstein peut se réécrire :

_he
T2

E (7-2)
2.2 Attribution d’une impulsion

Il est possible d’affecter au photon, en dépit de la nullité de sa masse, un autre attribut essen-
tiel des corps matériels en mécanique classique ou relativiste, a savoir, une impulsion.

Comme cette grandeur est a priori vectorielle, un photon appartenant a une onde électroma-
. , - 2m_, L. . , .
gnétique de vecteur d’onde kK = — 7 ol ¥ est la direction de propagation de ’onde, posseéde

une impulsion donnée par la relation :
h
?zpﬂziﬂzh_k) (7-3)

N

h .
ou h= e est la constante de Planck réduite.
Ve

2.3 Interprétation

e Chaque photon ou quantum d’énergie, de fréquence v transporte a la célérité ¢ une partie
de I’énergie et de I’impulsion du rayonnement électromagnétique a cette fréquence.

Le sort du photon est singulier :

— soit il interagit avec la matiere, lui ceéde alors toute son énergie et disparait, on dit qu’il est
absorbé. Son énergie est entierement transférée a une et une seule particule
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— soit il ne se passe rien, conserve son €nergie et continue son trajet dans la direction de
propagation du rayonnement électromagnétique a la célérité c.

Le photon apparait ainsi comme une < particule > aux caractéristiques mécaniques fort con-

traintes : une seule vitesse possible, ¢, une seule énergie possible dans un rayonnement de
z z . . -

fréquence donnée, hv et une seule impulsion p =7 K.

e Lorsque les états accessibles de la particule ont des énergies quantifiées, seuls peuvent étre

absorbés les photons ayant des énergies convenables.

Supposons ainsi les énergies quantifiées ordonnées, (E;),cy avec E,, < E, si m < n, alors les
fréquences v,,, des photons pouvant étre absorbés sont données par la relation de Bohr :

E,—Eu, = hvy 7-4)

e Dans I'interaction que la matiere a avec le rayonnement électromagnétique, le processus
inverse est aussi possible : une particule matérielle qui passe d’un état ou son énergie est E,
a un état d’énergie moindre E,, émet un photon qui emporte la différence d’énergie E, — E,,
entre les deux états de la particule.

Ce photon émis participe alors au transport d’énergie électromagnétique par un rayonnement
de fréquence v,,, imposée par la relation de Bohr.

2.4 Emission spontanée, émission induite

Lorsque I’émission résulte de la désexcitation spontanée d’un atome ou d’une molécule reve-
nant a un état plus stable en se débarrassant d’une partie de son énergie, on parle d’émission
spontanée et le processus est entierement aléatoire dans le temps.

Toutefois, si I’état excité a une durée de vie suffisamment grande, il est parfois nécessaire
ou intéressant, de provoquer I’émission du photon : on parle alors d’émission induite ou sti-
mulée.

Ainsi, dans un LASER, I’émission est provoquée par un photon incident appartenant a un
rayonnement de la fréquence de Bohr v,,, de celui que 1’on obtiendrait par émission spon-
tanée. Mais le photon émis par 1’atome ou la molécule possede alors exactement la méme
phase que le photon incident. Il participe de maniere constructive a 1’onde électromagnétique
de fréquence v,,, dont ce nouveau photon est un quantum d’énergie.

3. Dualité onde-corpuscule pour la matiéere

3.1 Relation de de Broglie

e Renversant la démarche intellectuelle qui avait conduit a associer des < corpuscules >
a une radiation électromagnétique, Louis de Broglie a émis I’hypotheése qu’une < onde de
matiere > pourrait étre associée a toute particule matérielle, onde dont la longueur d’onde
serait donnée par la relation de de Broglie :

A= ﬁ (7-5)
p

oll p = |[P|| représente la norme de la quantité de mouvement de la particule B = mV en
mécanique classique ou P = ymiV en mécanique relativiste avec m la masse de la particule,
1

V sa vitesse, y =
2
-
c
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N Tous les objets de la physique doivent étre considérés comme des objets quantiques, ni
ondes ni corpuscules, méme si, a notre échelle, ils se manifestent le plus souvent de facon telle
qu’ils soient rangés dans ['une ou I’autre de ces deux catégories qui s’ excluent mutuellement
et que la physique classique avait forgées au long de son développement.

e Pour contourner cette difficulté a appréhender ces nouveaux objets, on a introduit la no-
tion de < dualité onde - corpuscule ». Cette expression suggere que les objets de la physique
se comporteraient tantdt comme des ondes tantdt comme des corpuscules, 1’interprétation
d’un phénomene physique se faisant simultanément a la lueur de ces deux catégories, la plus
pertinente seulement des deux devant, dans une expérience donnée, étre retenue.

3.2 Ordres de grandeurs dans les phénomeénes quantiques

Les effets quantiques se manifestent a 1’échelle atomique et moléculaire et concernent en
premier lieu les électrons et en second lieu les noyaux atomiques dans ces édifices. Ainsi,
les spectroscopies d’absorption ou d’émission ou résonantes utilisées en analyse physico-
chimique utilisent des rayonnements électromagnétiques couvrant un spectre étendu de lon-
gueurs d’onde. Le tableau suivant les résume :

Absorption U.V. lointain 10 — 180 nm électrons liants
Absorption U.V. - visible 180 — 780 nm électrons liants
Absorption L.R. 0,78 —300um vibration-rotation
des molécules

R.P.E.! 3cm spin électronique dans
un champ magnétique

R.M.N.2 0,6 —10m spin nucléaire dans

un champ magnétique

! Résonance Paramagnétique Electronique ; 2 Résonance Magnétique Nucléaire.

3.3 Application

Les propriétés ondulatoires des particules matérielles révélées par la relation de de Broglie
sont employées pour découvrir les structures moléculaires dans la méthode de diffraction de
neutrons.

3.4 Qu’est-ce qu’une figure d’interférences lumineuses ?

e Une figure d’interférences lumineuses classique est obtenue a 1’aide du dispositif des
fentes d’ Young suivant. (cf. fig. 4).

Ix) i l
S
: Il
x
fig 4 ‘

e Deux fentes fines paralleles entre elles et séparées par une distance de quelques dizaines
de longueurs d’onde sont pratiquées dans un écran opaque. Elles sont éclairées par une source
lumineuse ponctuelle S monochromatique de fréquence v. Un écran situé a grande distance
et parallele au plan des fentes recueille I’éclairement résultant du passage de la lumiere par
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les fentes. Une alternance de franges sombres et lumineuses dont la répartition /(x) autour de
I’axe Ox semble pouvoir étre décrite par une fonction continue de x s’y dessine.

e Si 'intensité énergétique de la source est rendue trés faible, le caractere discontinu de
I’échange d’énergie entre le rayonnement et la matiere reparait. Au commencement de la di-
minution de I’intensité énergétique, la figure d’interférences formée sur 1’écran continue en
apparence a subsister comme dans la conception ondulatoire de la lumiére, avec un éclairement
sur I’écran uniformément atténué.

Il arrive un moment ou, si I’on a diminué tres fortement 1’intensité énergétique de la source,
celle-ci émet si peu de photons d’énergie v a chaque seconde, que I’on en observe distincte-
ment leurs arrivées sur I’écran les uns apres les autres (cf. fig. 5).

o Supposons qu’un dispositif enregistre tous les photons arrivant dans le plan de I’écran sur
une surface dS centrée sur le point d’abscisse x pendant un intervalle de temps Az, et comp-

tabilise un nombre de photons d*Ni (x, At,dS ) La fonction de x :

Be i EN(x, At, dS)
) = Ati“?so ArdsS

dsS —

est proportionnelle a /(x).

La figure des franges d’interférences résulte ainsi de I’accumulation d’un grand nombre de
photons venant frapper 1’écran sans s’étre étalés ou divisés, ce qui manifeste un caractere
corpusculaire certain de la lumicre, tout en se répartissant avec une densité proportionnelle a
la loi de I’éclairement fournie par la théorie ondulatoire classique de la lumiere !

Sauriez-vous répondre ?
Exercice 1 : Que vaut la constante de Planck en eV.s ? Que vaut le produit zc en eV.um ?

Exercice 2 : 1l est habituel de qualifier les rayons X par 1’énergie, exprimée en eV ou keV,
de leurs photons correspondant.

Quelle est I’énergie des photons X susceptibles de pouvoir donner des détails sur I’agen-
cement intramoléculaire d’une substance donnée, sachant que la limite de résolution est la
longueur d’onde du photon ?

Exercice 3 : Les niveaux d’énergie de I’électron dans I’atome d’hydrogéne sont donnés

. L . Ey .
en premiere approximation par I’expression : E, = —— ou n est un entier naturel non nul et
n
Ey=13,6eV.

Déterminez la longueur d’onde A;, des photons pouvant faire passer I’électron de son niveau
fondamental n = 1 a son premier état excité n = 2.
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2. Introduction a la fonction d’onde

1. L’outil fondamental : la fonction d’onde

1.1 Amplitude et densité de probabilité

e [’expérience des interférences lumineuses a montré qu’une grandeur classique, 1’éclaire-
ment /(x), revétait un caractere probabiliste, en tant qu’elle était proportionnelle a la distri-
bution spatiale limite d’un grand nombre d’événements aléatoires, en I’espece, les manifes-
tations non corrélées des photons dans le plan de I’écran d’observation, lorsque ce nombre
tend vers 'infini : n(x) = al(x).

Or, I’électromagnétisme classique et la physiologie de notre vision nous font définir cet
éclairement comme proportionnel a la valeur moyenne au cours du temps du carré du module
du champ électrique de 1’onde lumineuse au dela du plan des fentes :

1) =B En ).

e La description des interférences des ondes de matiere étant en tous points similaire a celle
des interférences lumineuses, il nous faut faire intervenir, lors de 1’analyse des phénomenes
physiques a I’échelle microscopique, une fonction ayant le role d’une densité de probabilité
qui dépendrait des coordonnées spatiales et peut-&tre du temps. Cette densité de probabilité
sera elle-méme considérée comme le carré du module d’une fonction, éventuellement com-
plexe, I’amplitude de probabilité.

1.2 La fonction d’onde et I'équation de Schrodinger

e La fonction complexe des coordonnées 7 et du temps ¢ qui assume le role d’amplitude de
probabilité décrivant I’ état d’une particule matérielle ponctuelle s’ appelle la fonction d’onde.

Elle est habituellement notée (7, t).

e Schrodinger a montré que la fonction d’onde d’une particule ponctuelle de masse m
plongée dans un potentiel d’interaction V(?, t) est solution de 1’équation fondamentale de

la mécanique quantique non relativiste, nommée équation de Schrodinger. Dans les cas les
plus simples ( notamment en 1’absence de champ électromagnétique dans lequel la particule
évoluerait) cette équation prend la forme :

—h—zmp(? 1) + V(7. 1)y(7.1) = i (7.1) (8-1)
2m ’ ’ )T e\

62170 821/’ 32(11
ol Ay = — + — + — et i est I"imaginaire pur i> = —1.
v oxr  0yr 07 g P
N Les phénomenes lumineux étant par essence relativistes, ils ne peuvent étre étudiés
que dans le cadre de [’électrodynamique quantique. On 'y montre que le champ électrique
de ’onde lumineuse n’est pas, en fait, assimilable a la fonction d’onde du photon dans le
rayonnement.
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1.3 Signification physique de ¢

e L’interprétation admise de la fonction d’onde est celle d’une amplitude de probabilité.
Si I’on considére un volume infinitésimal dr dont le point 7 est le centre, la probabilité de
présence de la particule dans le volume en question a I’instant ¢ vaut :

CP (7 1) = |y (70 [dr (8-2)

|zp(7, t) |2 est ainsi une densité de probabilité de présence. C’est cette densité de proba-

bilité qui posséde une signification physique particuliere et non I’amplitude correspondante.
La probabilité de présence de la particule dans un volume V fini de I’espace a I’instant ¢,

P(V,t), vaut :
B(V.1) = f f v (7.1) Pdr.
%

La présence de la particule dans tout I’espace &, a tout instant, étant certaine, cet événement
a une probabilité égale a 1. Donc :

fffsw(?,r)fdr:l.

Cette contrainte limite les solutions physiquement acceptables de 1’équation de Schrédinger
a celles dites de carré sommable, qui satisfont cette relation de normalisation.

e Deux fonctions d’onde d’une méme particule dans un méme contexte physique, propor-
tionnelles 1’une a I’autre 2 un facteur e pres, ou «a est réel, conduisent a une méme densité
de probabilité puisque [e”|* = 1. Ces deux fonctions décrivent par conséquence un méme état
physique de la particule.

A cause de sa signification physique, la fonction d’onde W doit étre, continue sur tout
U’espace. Elle doit avoir des dérivées partielles secondes par rapport aux coordonnées spa-
tiales, par morceaux, qui doivent elles-mémes étre continues lorsque le potentiel est continu
ou n’a, au pire, que des discontinuités finies (de premiére espéce) et en nombre fini.

1.4 Etats stationnaires

e Parmi tous les problemes étudiés, une classe particuliere concerne les particules plongées

dans des potentiels indépendants du temps, V(7). En physique classique, cette situation cor-
respond aux systemes conservatifs, d’énergie mécanique E,, constante.

e En physique quantique, les états correspondants de ces systeémes ont des fonctions d’onde
. _jE . N . .
qui peuvent se mettre sous la forme :,l/(?, t) = @(7)e'" ou E, qui posséde la dimension
d’une énergie, est I’énergie de la particule dans I’état quantique dont ¢ est la fonction d’onde.

La fonction des coordonnées spatiales ¢(7°) est solution de I’équation dite équation aux va-
leurs propres :

h2
—ﬁA¢(7)+V(?)¢(7)=E<P(?) 8.3)

Les densités de probabilité des états physiques décrits par ces fonctions d’onde sont alors
indépendantes du temps car || (7, t) P = o).

Ces états particuliers sont appelés états stationnaires de la particule. Ils sont importants car
ils sont stables au cours du temps et traduisent la permanence des états considérés.
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2. Quantification de I’énergie d’une particule libre
confinée 1D

2.1 Présentation de la situation

e Nous recherchons les états stationnaires d’une particule de masse m et d’énergie E, libre
donc soumise a aucune force, dont le mouvement est limité a une seule dimension sur le seg-
ment x € [0; L].

Le potentiel dans lequel elle est plongée peut étre pris égal a 0 sur I’intervalle [0; L].

Cette recherche revient a examiner les conditions d’existence de parties spatiales non nulles
des fonctions d’onde et a les obtenir analytiquement.

2.2 Equation aux valeurs propres du probleme

Elle se déduit du caractere unidimensionnel du probleme et de la nullit¢ du potentiel. Une
fois arrangée, on obtient :

d*¢ 2mE

— +——0¢=0.

e ¥
La particule étant confinée dans la région x € [0; L], la fonction d’onde doit étre nulle hors
de cet intervalle.

Par continuité, les conditions aux limites suivantes sur ¢ sont : ¢(0) = ¢(L) = 0.

2.3 Etats stationnaires

e Considérons les seuls états d’énergie E positive. En posant k> =

;nz , la fonction ¢ s’ex-
prime, sur [0; L] par : ¢(x) = A sin(kx) + B cos(kx).

Les conditions aux limites imposent B = 0 et sin(kL) = 0 pour que ¢ ne soit pas la fonction
nulle.

La seconde condition aux limites impose des valeurs particulieres de k pour que la particule
soit dans un état stationnaire défini :

3

k,=n— ou n eN"

h

Il en résulte que, contrairement a ce qui se passe en physique classique, les seules valeurs
possibles de I’énergie de la particule dans un état stationnaire sont :

R R,

P T RaiR 8.4

Ce phénomene est appelé la quantification de ’énergie. A 1’énergie E, est associée une
partie spatiale de la fonction d’onde, ¢,, décrite comme suit :

0 si x<0
on(x) =14 Aysin(k,x) si 0<x<L
0 si L<x

A, étant une constante de normalisation telle que :

f W (x, t)lzdx=f (X dx = 1.

00 00
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e La forme de la fonction d’onde de 1’état d’énergie E,, est par conséquence :

0 six<O0
Byt
Yn(x,0) =9 A,sintk,x)e” 7 si 0<x<L
0 si L<x

Chaque fonction d’onde y, caractérise un état propre stationnaire de la particule, d’énergie
E,.

2.4 Commentaires

e La physique classique prévoirait pour une telle situation physique que toutes les énergies

positives seraient accessibles a la particule. Or, la quantification de 1’énergie impose au

systeme des énergies spécifiques et 1’état de plus basse énergie de la particule est d’énergie
/’l2

8mL

Ces propriétés sont générales aux particules confinées dans des puits de potentiels.

non nulle, E; =

e La forme de la fonction d’onde d’un état E,, quelconque possede des parties réelle et ima-
ginaire qui ressemblent a I’amplitude de vibration en un point x a un instant ¢ d’une corde
vibrante tendue, attachée a ses deux extrémités.

Or, pour la corde vibrante, une telle solution traduit une résonance d’ondes stationnaires
nc

mécaniques. La relation (2.7) en donne les fréquences temporelles de résonance : f, = 2L
avec n € N*.
Elle découlait en fait d’une quantification du vecteur d’onde k, k, = — , rigoureusement

identique a celle de la partie spatiale de la fonction d’onde de la particule confinée.

Cette analogie inviterait a prendre un état quantique stationnaire de la particule dans sa boite
a une dimension pour une résonance d’ondes stationnaires de matiere, c’est-a-dire une in-
terférence constructive d’ondes de matiere qui se < propageraient selon des directions op-

posées =. Et, dans les deux cas, la sélection des fréquences spatiales (=) est la conséquence

d’une limitation de I’espace : celui de propagation pour la corde, celui d’existence de la fonc-
tion d’onde non nulle pour la particule.

e La densité de probabilité de présence de la particule |<,0,l()c)|2 vaut |A,|? sinz(nﬂx/ L). 11 ap-
parait donc des extrema de probabilité de présence localisés aux positions équivalentes aux
ventres de vibration sur la corde de Melde pour les endroits ou I’on a la plus grande probabi-
lité de trouver la particule et aux nceuds de vibration pour ceux ol I’on est assuré qu’elle sera
absente.

Sur la fig. 6 sont représentées les densités de probabilité des trois premiers états propres par
ordre croissant d’énergie.

2
[w|” =

-

a’ 0.2 0.4 0.6 0.8 1

fig. 6

e (Cependant, il ne faut pas surestimer 1’analogie en question. L’amplitude de vibration sur
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la corde est solution d’une équation d’onde a une dimension :

Py 1 _

ox2 ¢ o
L’amplitude de probabilité, la fonction d’onde, est, pour le probleme examiné, solution de :
9* 2m d
Y 2y
9x? no ot
La premiere équation possede naturellement des solutions fonctions réelles de x et de ¢, pas

la seconde qui ne présente pas le méme ordre de dérivation en temps, et introduit par ailleurs
le nombre imaginaire i.
La seconde équation ne peut pas avoir pour solutions des ondes progressives en A cos (wt — kx)

ou B cos (wt + kx) dont la superposition et les conditions aux limites feraient émerger une
onde stationnaire et la regle de sélection des fréquences spatiales au sens classique du terme.

2.5 En guise de conclusion provisoire

L’importance de la fonction d’onde ne saurait étre sous-estimée. L’étude de tout systeme
physique microscopique impose d’exprimer la fonction « potentiel d’interaction » dans le-
quel évoluera (-ront) la (les) particule(s) dudit systeme et de construire son équation d’onde.

La complexité de cette équation et le petit nombre de situations physiques pour lesquelles
ses solutions analytiques sont accessibles contraignent souvent & la simplifier pour réussir a
construire, moyennant des « accommodements raisonnables >, une fonction d’onde exploi-
table.

Cette fonction d’onde est systématiquement utilisée pour calculer, a partir de postulats que
vous étudierez ultérieurement, les grandeurs physiques mesurables que 1’on pourra comparer
avec I’expérience.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Montrez que, si I’on envisage toutes les fonctions d’onde

Er
W (7, t) = @(7) x(1), alors y(t) est nécessairement proportionnelle e 7 .

Exercice 2 : Montrez qu’il n’y a pas aucun état stationnaire d’énergie négative pour la
particule étudiée précédemment.

mE 1 . .. o .
Posez o et recherchez la forme des solutions avec les conditions aux limites qui
doivent étre satisfaites.



] Notions fondamentales d’électricité
1. Charges, courants et tensions électriques

1. Charges électriques

1.1 Quantification de la charge

De notre échelle a I’échelle atomique, toute quantité g de charge électrique est un multiple
entier de la charge élémentaire notée ¢ et valant 1,6 X 107" C. Ainsi,

g=ze ou zelZ

L’unité de charge électrique est le coulomb, de symbole C.

1.2 Porteurs de charges

e Dans la matiere usuelle, les charges électriques sont toujours transportées par les parti-
cules élémentaires stables : protons (+¢) et électrons (—e).

e Dans les solides, ce sont toujours des électrons qui se déplacent sur des distances plus
ou moins grandes devant les distances interatomiques. Dans les semi-conducteurs et dans
quelques métaux (aluminium, indium), il est plus facile de traiter le déplacement collectif
d’un trés grand nombre d’électrons de charges —e comme celui d’un petit nombre de pseudo-
particules de charge +e se déplacant en sens opposé des électrons et que I’on nomme trous.

e Dans les solutions conductrices - les électrolytes -, les porteurs de charges sont des ions
créés par la dissolution des sels et des composés ioniques par le solvant (K*, Na*, Cu*t, AP,
Cl~, 17,803, OH", NO3, NHJ, ...).

o Dans les gaz et les plasmas, la conduction est assurée par les électrons et des ions positifs,
les cations, (atomes ou molécules d’ou proviennent les électrons). Tres rarement des ions
négatifs, les anions, peuvent participer a ce transport de charges électriques : ce seraient des
atomes ou des molécules neutres ayant captés un électron libéré par d’autres.

2. Courants électriques
2.1 Définitions

e Un courant électrique est un déplacement de charges dans un référentiel d’étude donné.
Il s’agit donc d’une notion relative.

o Les milieux dans lesquels des courants électriques peuvent exister sont dits conducteurs
électriques. Les particules chargées mobiles dans ces milieux parcourent des distances qui
sont grandes devant les distances interatomiques des particules fixes. Les autres sont dits
diélectriques ou isolants.

2.2 Intensité d’un courant électrique

e L’intensité de courant électrique est la grandeur physique qui quantifie I’importance
d’un courant électrique. Dans un fil conducteur d’un circuit électrique, elle est le rapport de
la quantité de charge électrique dg(?), traversant une section droite de ce conducteur dans un
sens fixé a priori entre les instants 7 et ¢ + dt, a la durée dz. On la note habituellement i(¢). Par
définition :

d
m=£m (9-1)
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section droite S

Cas on
i=0

sens d'édoulement

des charged positives

sens conventionnel \‘___’

choisi
fig. 1

L’intensité d’un courant électrique est donc un débit de charges électriques, analogue au débit
d’un fleuve dans son lit.

e L’intensité de courant électrique ou « intensité électrique > est une des sept dimensions
fondamentales de la physique, notée 1. Son unité est I’ampere, de symbole A.

D’apres ( 9-1), la dimension de la charge électrique est I.T.

e Elle est une grandeur algébrique : inverser le sens dans lequel on a choisi de compter
le passage de la charge, change le signe de I’intensité électrique. Le sens de déplacement

des porteurs de charges positives (resp. négatives) est celui de (resp. opposé a) la convention
d’orientation de i si i > 0.

U5° 1q valeur de Uintensité du courant électrique est définie localement. Elle peut dépendre
de ’endroit du conducteur oii I’on a placé la surface a travers laquelle on la mesure.

2.3 Classification des courants électriques

e Les courants unidirectionnels conservent le méme sens : i(f) conserve le méme signe.
Les courants bidirectionnels changent de sens : i(#) change de signe.

e Un cas particulier : les courants continus. Ce sont des courants unidirectionnels d’inten-
sité électrique constante : i(f) = 1.

e Autre cas particulier important : les courants alternatifs :. Leur intensité électrique est
une fonction sinusoidale du temps, i(f) = I, cos (wt + ¢), ou :

I, représente I’intensité électrique maximale du courant électrique dans la branche du cir-
cuit ; elle est exprimée en amperes ;

w = 2rf est la pulsation de ce courant électrique, exprimée en rad.s™! avec f sa fréquence,
en hertz, ¢’est-a-dire le nombre de fois qu’il change de signe - donc de sens - en une seconde ;

¢ sa phase a I’origine, exprimée en radians (rad).

2.4 Mesure des intensités électriques

e L’intensité des courants électriques se mesure avec un amperemetre. 1 est inséré en série
avec le fil conducteur dans lequel on souhaite mesurer I'intensité électrique. Il est un des
éléments de la chalne de conduction de 1’électricité dans le circuit. Son branchement condi-
tionne la convention d’orientation avec laquelle la mesure sera faite. La convention de mesure
de I’appareil est que I’intensité continue mesurée [ est positive si le courant électrique le tra-
verse réellement de la borne < + > a la borne <« com. > (cf. fig. 2).

L
O — T D
C D C com
fig 2
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e Lamesure des intensités des courants électriques continus est faite en mode << DC > ; un

s / . -
amperemetre en mode <« AC > mesurera seulement la valeur efficace —\/m_ de I'intensité du
2

courant électrique sinusoidal.

3. Circuits électriques

3.1 Définition

e Circuit électrique : association de dispositifs susceptibles de conduire un courant électrique
dans laquelle un courant électrique circule s’il y a parmi eux au moins un générateur d’énergie
électrique.

e La figure 3 montre I’organisation topologique d’un circuit électrique sans détailler ses
constituants.

1 3 4 10
7 «
5 s 1 8 s i
1 2 3 : 6 13 17
I = 16
N noeuds 3 ; 9 12
M branches 6 12 14 18
3 fiz. 3 7 10

3.2 Branche

Une branche est une portion de circuit électrique comprise entre deux nceuds premiers voi-
sins. Le circuit schématisé figure 3 posséde 18 branches.

3.3 Noeud

Un nceud est un point ou plusieurs branches d’un circuit électrique se réunissent. Le circuit
schématisé figure 3 possede 12 noeuds.

3.4 Mailles

Une maille est une association de branches d’un circuit électrique constituant une boucle
fermée sans passer deux fois par un méme nceud.

Exemples dans la figure 3 : mailles constituées des branches (1-2-3), (7-8-9-12-14-13-15-10).

4. Potentiel et tension électrique

4.1 Forces électriques et travail

o Des charges électriques ponctuelles immobiles dans un référentiel galiléen créent les unes
sur les autres un ensemble de forces électrostatiques, les forces de Coulomb.

Pour déplacer de maniere infiniment lente 1’une de ces charges, ¢,, les autres demeurant im-
mobiles dans le référentiel, I’opérateur doit exercer sur g, a chaque instant une force 70p qui

compense exactement la résultante des forces de Coulomb, notée 78, exercée sur elle par les
charges fixes : ainsi 70[, = —7

er

e Au cours du déplacement de g, d’un point A a un point B, la force qu’il exerce travaille,
au sens mécanique du terme, et I’opérateur aura di effectuer un travail :
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WA—>B(7OP) = ~Wass(T.).

Ce travail est indépendant du chemin emprunté pour aller de A a B. Il ne dépend que des
positions de A et B. Il est proportionnel a la valeur de la charge g;.
4.2 Travail, potentiel et tension électrique

o Il existe une fonction V(M) des coordonnées du point M telle que :
Wass(f) = q (VA -V(B)  (9-2)
e La fonction V s’appelle le potentiel électrique. Par définition,
Uap = V(A) - V(B) 9-3)

est la tension électrique entre les points A et B, égale a la différence de potentiel électrique
entre A et B. On admet que les notions de potentiel et de tension électriques demeurent perti-
nentes pour I’étude des circuits électriques et y conservent des significations similaires.

e La tension électrique a pour dimension M.L>. T.I"!. Son unité de mesure est le volt, de
symbole V.

e La tension comme ’intensité de courant électrique est une grandeur algébrique dont le
signe dépend de la convention d’orientation choisie, ¢’est-a-dire du choix fait a priori de me-
surer Uyp ou Upy.

e La fonction V n’est définie qu’a une constante K pres : toute fonction V' = V + K peut
convenir pour exprimer le travail de la force f: entre deux points de I’espace.

e Les tensions dépendantes du temps sont notées avec des lettres minuscules usp(t).

4.3 Propriétés de la tension électrique

e D’apres la définition de la tension électrique indépendante du temps, on a :
Usp=—-Ups et  Usp+Upc = Uac.

4.4 Classification des tensions électriques

e Les tensions unidirectionnelles conservent toujours un méme signe au cours du temps.
Les autres tensions sont dites tensions bidirectionnelles.

e Cas particulier important : les tensions continues. Ce sont des tensions unidirectionnelles
constante :, usg(t) = cte.

Autre cas particulier important : les tensions alternatives de la forme :
uap(t) = Uy, cos (wt + ),

ou U, est la tension électrique maximale de la tension mesurée entre les points A et B du
circuit électrique. Elle est exprimée en volt.

w = 2nf est la pulsation de cette tension électrique, exprimée enrad.s™' avec f sa fréquence,
en hertz, c’est-a-dire le nombre de fois qu’elle change de signe en une seconde ; ¢ sa phase
a ’origine, exprimée en radian (rad).

4.5 Mesure des tensions électriques

e Une tension électrique se mesure avec un voltmetre. L’appareil se branche en parallele
sur le circuit. Pour mesurer la tension Uap, sa borne < + > se branche au point A et sa borne
<com > au point B. La convention de mesure de 1’appareil est telle que si la tension mesurée
U,p est positive alors le potentiel électrique du point A est réellement supérieur a celui du
point B. (cf. fig. 4)
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4 — B I — B
| I — S
— 7
Ve T
fig 4

o La mesure des tensions électriques continues est faite en mode < DC >>. Un voltmetre en

U . . .
mode < AC > mesure seulement la valeur efficace — de la tension électrique sinusoidal.



Notions fondamentales d’électricité
2. Les lois générales

1. L’'ARQS

1.1 Présentation

ARQS est I’acronyme pour Approximation des Régimes Quasi-Stationnaires. Ce régime
suppose que les phénomenes de propagation électromagnétiques dont tout circuit fonction-
nant en régime dépendant du temps est le siege, peuvent étre en fait négligés a I’échelle du
circuit électrique.

1.2 Critére

Un circuit électrique occupe matériellement un certain espace. Soit D la distance séparant les
deux points du circuit les plus éloignés I’un de 1’ autre.

Soit fy la fréquence maximale du spectre des grandeurs électriques -intensités et tensions
électriques - dont le circuit est le siege et 1)y = — la longueur d’onde des ondes électroma-
M

gnétiques associée a fy; (c est la célérité de la lumiere dans le vide).

Le critere de respect de I’ARQS est que la dimension maximale D soit tres petite (au moins
dix fois plus petite) que la longueur d’onde Ay, :

D<Ay ou Dfy<c

1.3 Conséquences

e Dans le cadre de I’ARQS, I'intensité du courant électrique est la méme en tous points
d’une branche du circuit électrique.

e Les notions de potentiel et de tension électriques entre deux points introduites dans le
cadre d’une situation indépendante du temps demeurent valides. On suppose donc possible
de définir le potentiel V(M, 1), dépendant du temps, en un point M.

Considérons trois points du circuit A, B et C quelconques, les tensions instantanées
upap(t) = V(A, 1) = V(B,1) ; upc(t) = V(B,1) = V(C,1) ; uact) = V(A,1) - V(C,1),

satisfont alors & chaque instant la relation d’addition des tensions : usp(t) + upc(t) = uac(t).

2. La loi des nceuds

2.1 Présentation de la situation

Soit un nceud d’un circuit électrique en lequel concourent N de ses branches. La loi des noeuds
est I’expression du fonctionnement du circuit dans le cadre de I’ARQS. Elle relie entre elles
les valeurs instantanées des intensités des courants électriques dans les branches qui abou-
tissent a un neeud.

2.2 Définitions

Une branche k posseéde une convention entrante d’intensité de courant électrique si I’orien-
tation de la convention est dirigée vers le nceud.
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On note i,(f)

(7) 'intensité instantanée du courant électrique dans une telle branche.

Dans le cas contraire, la convention est dite convention sortante. On note i;‘v)(t) I’intensité
instantanée du courant dans une telle branche /.

RSN Chaque branche est obligatoirement reliée a deux neeuds : la convention d’intensité du
courant électrique dans la branche est entrante a l’'un des neeuds, et sortante a I’ autre.

2.3 Enoncé de la loi

En un neeud d’un circuit électrique, la somme algébrique des intensités instantanées des
courants électriques dans les branches ayant une convention entrante est égale a la somme
algébrique des intensités instantanées des courants électriques dans les branches ayant une
convention sortante.

e Laloi des nceuds s’exprime par la relation algébrique :

Dilw=>"w a0

k 1

Branches a convention entrante © i, 1,,1
Branches a convention sortante © i, 7

Loi des noeuds -

iy HEs —z'z +i

3

fig. 5

e Les conventions d’orientation ne préjugent en rien des signes des différentes intensités des
courants électriques et donc de leurs sens réels. Ce sont des choix arbitraires de mesure.

I gy régime variable, la loi doit bien étre satisfaite a tous les instants. Si les intensités
des courants électriques sont des fonctions sinusoidales du temps, il n’y a aucune relation
simple entre les intensités efficaces de ces courants !

2.4 Signification physique de la loi

La loi traduit la non-accumulation de charges électriques en un nceud : les charges électriques
mobiles qui arrivent effectivement par certaines branches du nceud sont évacuées par les
autres branches.

3. La loi des mailles

3.1 Présentation de la situation

Soit un circuit électrique et, dans ce circuit, une maille constituée de N branches. Soit une
orientation arbitraire choisie pour parcourir la maille. Soit P points (A;)ie1,...py distribués le
long de la maille avec, en partant de A;, un indice croissant dans le sens d’orientation de la
maille et les P tensions entre deux points consécutifs.
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On note uf)(t) les tensions dont la convention d’orientation a le méme sens que celle de la
maille et /) I’ensemble des indices k de ces tensions.

On note ugf)(t) les tensions ayant une convention d’orientation contraire a celle de la maille
et I ’ensemble de leurs indices. {1,..,P} = [P UIO),

3.2 Enoncé de la loi

La somme algébrique des tensions ayant une convention d’orientation de méme sens que
lorientation de la maille est égale a celle des tensions ayant une convention d’orientation
opposée.

o Laloi des mailles s’exprime par la relation algébrique :

Z u () = Z U0 (10-2)

kel™) [el®)

e Les conventions d’orientation ne préjugent en rien des signes des différentes tensions
électriques. Ce sont des choix arbitraires de comptage.

I Ep régime variable, la loi doit bien étre satisfaite a tous les instants. Si les tensions
électriques sont des fonctions sinusoidales du temps, la loi des mailles ne permet de déduire
aucune relation simple entre les valeurs maximales ou efficaces de ces tensions !

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Considérons le nceud de la figure 5. Les porteurs de charges électriques
sont les électrons. Les intensités des courants électriques sont I; = 0,25A, I, = —0,30A,
Iy =-0,15Aetls = -0,10A.

Calculez I’intensité du courant électrique dans la branche 3.

Quels sont les sens réels d’arrivée au nceud des électrons dans les différentes branches ?

Exercice 2 : Dans un circuit & une maille sur laquelle sont situés, dans 1’ordre, les points
de mesure de A a E, on a relevé les tensions suivantes :

usg = 6,5V 5 upc=-55V ; upg =75V ; ucg=3V.
Déduisez-en uyp.
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3. Les dipoles

1. Caracteres généraux des dipoles

1.1 Définition

Un dipéle est un dispositif susceptible d’étre traversé par un courant électrique ne commu-
niquant avec un circuit électrique que par deux bornes de connexion. Le symbole générique
est:

—s B

A

fig 6

1.2 Conventions d’étude

C’est le choix du couple des conventions d’intensité du courant et de tension électrique pour
étudier la relation entre elles.

" = .
Upg Ugs
convention courant-tension convention courant-tension
récepteur génératenur
fig. 7

N La convention d’étude choisie ne préjuge en rien du role réel du dipdle dans le circuit.

1.3 Classification des dipdles

e Lesdipoles actifs :pile électrochimique, batterie, alternateur, générateur de courant continu
Une tension non nulle existe entre leurs bornes, méme sans étre insérés dans un circuit. IIs
sont en général étudiés avec une convention générateur, sans €tre une obligation.

o Les dipdles passifs : ils ne peuvent que consommer de 1’énergie électrique ou la stocker
pour la restituer ultérieurement : résistor ohmique, condensateur, bobine d’auto-induction,
diode, ...

Il n’y a aucune tension entre leurs bornes en 1’absence de courant électrique les traversant. Ils
sont le plus fréquemment étudiés avec une convention récepteur.

1.4 Caractéristique courant-tension d’un dipdle

L’étude de la caractéristique uap = f(iap) permet de compléter la connaissance d’un dipole
(actif ou passif) :

e si sa caractéristique ne passe pas par I’origine, il est actif ;
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o sielle passe par I’origine et si cette derniére est son centre de symétrie, le dipole est passif,
symétrique. Ses bornes sont alors indifférenciées et peuvent étre sans risque permutées dans
le circuit;

e i sa caractéristique est (ou peut étre trés raisonnablement approximée par) une droite, il
est linéaire.
1.5 Dipoles passifs dépendant d’un parametre

Il existe des dipoles passifs dont une caractéristique physique dépend d’une autre grandeur
physique :

e les thermistances ont leur résistance dépendant de la température du milieu dans lequel
elles sont plongées ;

e les photo-résistances ont leur résistance dépendant du flux lumineux qu’elles recoivent ;

e les jauges résistives ont leur résistance dépendant de la pression a laquelle elles sont sou-
mises, etc...

2. Puissance dans les dipoles

2.1 Puissance instantanée recue par un dipole

e En convention récepteur, la puissance instantanée p(f) recue par le dipdle AB aux bornes
duquel existe une tension usp(?) et traversé par le courant d’intensité isp(¢) est :

p(t) = uap(t) iap(1) (11-1)

Si p(r) > 0 le dipdle recoit effectivement la puissance sous forme électrique.

Si p(t) < 0, le dipdle fournit la valeur absolue de cette puissance toujours sous forme
électrique au reste du circuit.

N En convention générateur, p(t) = uga(t) iap(?), les interprétations s’inversent :
si p(t) > 0 le dipole fournit effectivement la puissance électrique au circuit ; sinon, il la regoit
de ce dernier.

¢ Comme toute puissance, la puissance électrique a pour dimension M.L>.T. Son unité est
le watt, de symbole W.

2.2 Justification

En admettant que le travail (9-2) et la définition de la tension (9-3) valent, dans le régime de
I’ ARQS, pour la quantité de charge dg = isp(¢) df qui <s’écoule » a travers le dipdle entre les
instants et t + dt :

oWy_,p = dq(V(A,t) - V(B, t)) = p(t)dr.

La charge dqg entre par A ou elle est au potentiel V(A, ¢) dans I’espace du dip6le. Au méme
instant, la méme quantité de charge sort en B ou elle prend le potentiel V(B, 1).

Le systeme des charges a I'intérieur du dipdle a ainsi gagné 1’énergie dg V(A, r) grace aux
charges entrantes et perdu 1’énergie dg V(B, ) a cause de celles sortantes.

2.3 Puissance moyenne

e En régime continu, izp(t) = Isp et usp(t) = Upup : la puissance instantanée est donc
indépendante du temps.

e Parmi les régimes variables, les régimes périodiques, de période T, sont distingués. Quelle
que soit la nature du régime périodique, la puissance moyenne P sur une période est :
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1 to+T
P={p®)r = ?f p(®)dr (11-2)

ty

ou p(¢) est la puissance instantanée donnée par (11-1).

e Sile régime est purement sinusoidal,
iag(1) = Ly cos (wr + ¢;) 3 uap(t) = Up cos (Wl + @) ;

1
la puissance moyenne s’en déduit: P = 3 U1y, cos (o, — ¢;) (11-3).

3. Les dipoles passifs élémentaires

3.1 Résistor ohmique

e (C’est un dipdle passif linéaire symétrique. Son symbole et sa caractéristique courant-
tension en convention récepteur établie en régime continu sont donnés sur la figure suivante :

fig 8

e La relation constitutive du résistor ohmique es, en convention récepteur :
ug(t) = Rig(?) (11-4).

R s’appelle la résistance du résistor ohmique. Sa dimension physique est M.L2. T~ 172, Elle
s’exprime en ohm, de symbole Q.

Son inverse, noté G est la conductance, de dimension inverse a celle de la résistance et
d’unité le siemens, de symbole S ou Q!

e En régime sinusoidal, si ig(¢) = I, cos (wt + ¢;) est 'intensité du courant qui traverse le
résistor ohmique, la tension qui apparait a ses bornes, en convention récepteur est : ug(t) =
R I, cos (wt + ¢;).

Il n’y a pas de déphasage entre la tension et I’intensité électriques et la résistance représente
le rapport, indépendant de la fréquence de fonctionnement, de la tension électrique maximale
a I’intensité du courant électrique maximale.

e Lapuissance regue en régime continu (en convention récepteur) par le résistor de résistance

Rest:
2

U
Pr=Uglg =RI = ?R (11-5).

Elle est toujours positive, dissipée sous forme de chaleur dans I’atmosphere. C’est I’effet
Joule.

e En régime alternatif, la puissance instantanée dissipée par effet Joule dans le résistor tra-
versé par un courant électrique d’intensité maximale I,z est :

Uﬁl R cos? (wt)
R
en prenant une origine temporelle convenable et U,,g = R Iz.

pr() = RI2, cos® (wr) =

La puissance moyenne sur une période correspondant a la pulsation w vaut alors :
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1 U?
Pg=-RP, =™ 11-6).
Mg T R (11-6)

L’intensité efficace I, du courant alternatif et la tension efficace U, de la tension alternative
sont les grandeurs équivalentes en continu qui provoquent le méme échauffement par effet
Joule dans le résistor. En égalant les expressions (11-5) et (11-6), on obtient :

ImR UmR
l,=— e U,=——. (11-7)
V2 V2

& Ces relations définissent la grandeur efficace d’une grandeur alternative.

3.2 Condensateur

e (C’est un dispositif constitué de deux conducteurs, les armatures, offrant la plus grande
surface possible en vis-a-vis et séparés par un isolant, le diélectrique, de la plus faible
épaisseur possible.

i (0 i () ———
STV Y
— —
ug (7 uy (£)
bobine a air bobine a novau de fer
fig. 10

e (C’est un accumulateur de charges électriques.

e Dans le régime de I’ARQS, en convention récepteur, ¢(f) la charge portée par 1I’armature
vers laquelle la convention d’orientation de 1’intensité électrique est dirigée, est proportion-
nelle a la tension :

q@®) = Cuc() (11-8).

ol C, toujours positif, est la capacité du condensateur. Elle a pour dimension I>.T* M~ L2,
Son unité est le farad, de symbole F.

Les ordres de grandeur habituels de la capacité d’un condensateur sont compris entre 1 nF et
1 uF. Les capacités inférieures sont plutot des capacités considérées comme parasites entre
les conducteurs. Des valeurs allant jusqu’a quelques farads sont rencontrées pour les conden-
sateurs de haute énergie.

e En régime variable et en convention récepteur, la relation qui lie la tension aux bornes du
condensateur a I’intensité du courant électrique qui le traverse est :

ic(t) = %(t) =C %C(t) (11-9)
C’est la loi d’Ohm généralisée pour le condensateur.
o En régime sinusoidal, si une tension uc(t) = U,, cos (wt + ¢,) est appliquée aux bornes du
condensateur, un courant électrique d’intensité ic(f) = Cw U,, cos (cut + @, + g), en avance

g N .
de 3 par rapport a la tension traverse le condensateur.

e Lapuissance moyenne regue par le condensateur sur une période 7' d’un régime périodique
quelconque, est nulle :

1 to+T
Pc=— f uc()ic(t)dr = 0.
T J,
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Un condensateur parfait n’absorbe ni ne crée, en moyenne, de puissance électrique.

e En revanche, un condensateur emmagasine de 1’énergie électrique : si a I’instant initial,
le condensateur d’un circuit est déchargé, a ’instant ¢, il possede une énergie :

! ’ ’ ! duc ’ ’ ’
E)=| p)dr' = | C——()uc()dt
0 o dr
soit :
14

&) = %Cu%(t) SS (11-10)

Ainsi, le rdle de réservoir de charges du condensateur se double de celui de réservoir d’énergie
électrique : les charges emmagasinées le sont a un potentiel électrique qui leur confére une
énergie utilisable ultérieurement.

N De méme que pour tout autre dispositif physique, |’ énergie du condensateur est continue,
au sens mathématique, ce qui implique que sa charge et donc sa tension électriques sont
continues dans le temps.

3.3 Bobine d’auto-induction

e Matériellement, il s’agit d’un long fil conducteur enroulé sur lui-méme de maniere a
ménager un volume vide cylindrique qui est le siege d’'un champ magnétique lorsque la bo-
bine est parcourue par un courant électrique. Symbolisée d’une des deux manieres suivantes,
selon qu’un noyau de fer est ajouté pour renforcer le champ magnétique :

i symhboles des 1,
sources idéales
5 dE
E tension ‘ courant i

fig. 11

o FElle est le siege d’un effet d’auto-induction. La loi d’Ohm généralisée en convention
récepteur est :

di
ur() = L ==(f) (11-11)
dt
ou L est la grandeur physique qui caractérise la bobine d’auto-induction, notamment a travers
ses dimensions géométriques : on I’appelle I’inductance.

Sa dimension est M.L?> 172 T2, Son unité est le henry, de symbole H.

e Les ordres de grandeur caractéristiques des inductances vont de quelques uH, en ra-
dioélectricité et circuits électroniques, a quelques centaines de mH, voire en henry, pour les
bobines - on dit aussi « selfs » de lissage des courants en électrotechnique et en courants forts.

Remarque : Les lois d’Ohm généralisées du condensateur et de la bobine d’auto-induction
sont duales d’une de I’autre : uc < iy, ic < up et C < L.

e Un courant électrique sinusoidal traversant une bobine, d’intensité iy () = I, cos (wt + ¢;),

. . . . . 7T
induit entre ses bornes une tension électrique uy(f) = Lw I, cos ((ut + @ + E) en conven-

. ) , . . T
tion récepteur, conséquence de la relation (11-11). Cette tension est en avance de 3 par
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rapport a l’intensité électrique. Le courant <« suit= la tension d’un courant électrique, car
les phénomenes d’auto-induction s’opposent spontanément au passage. La bobine se com-
porte comme un frein aux variations de courant électrique dans un circuit ou, par analogie
mécanique, comme une inertie s’opposant au mouvement.

e La puissance moyenne recue par la bobine sur une période T d’un régime périodique quel-
conque, est nulle :

1 to+T

P, == f ur(t)ig(n)dr =0.
T J,

Une bobine parfaite n’absorbe ni ne crée, en moyenne, de puissance électrique.

e En revanche, elle emmagasine de 1’énergie magnétique : si a I’instant initial, aucun cou-
rant ne traverse la bobine, a I’instant ¢, elle possede une énergie :

! i3 d
Entt) = [ p)ar - f LY@y iy ar
0 0 dtl
soit

En(t) = % Lix(1) (11-12)

Cette énergie magnétique associée au courant qui traverse la bobine posseéde une forme
similaire a 1’énergie cinétique d’une masse animée d’un mouvement dans un référentiel

donné. La continuité de I’énergie emmagasinée dans la bobine implique la continuité, au
sens mathématique, du courant électrique qui la traverse.

3.4 Notion d’impédance

e En régime sinusoidal, ’'usage des nombres complexes permet d’exprimer simplement les
lois d’Ohm généralisées pour les trois dipOles de bases que nous avons rencontrés, le résistor
ohmique, le condensateur et la bobine.

Associons a une tension u(f) = U, cos (wt + ¢,) aux bornes d’un dipdle linéaire la grandeur
complexe u(t) = U, e/“*#) = U, e dont la tension électrique est la partie réelle.

Faisons de méme pour I’intensité du courant électrique qui traverse le dip0le et créons
. _ (wt+e;) _ jwt
i(f) = Imej( ®i) !m elot

La convention courant-tension étant réceptrice, on appelle impédance du dipdle linéaire le
rapport :

_u U,
5071,

-

(11-13)

d ., . A
Comme Y (e"“’) = jw e, on en déduit les impédances des trois dipdles de base :

Résistor Condensateur Bobine
1
Impédance R — jLw
jCw
Uﬂl 1
— R — Lw
I, Cw
ou—@i | Orad - 7_2r rad 7_2r rad
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N Limpédance est indépendante du temps alors que le rapport des grandeurs réelles
correspondantes [’est. L’'usage des complexes transforme une relation de dérivation en une
relation de similitude complexe, plus simple a manipuler ce qui généralise en régime alter-
natif la notion de résistance du régime continu.

e Les parties réelle et imaginaire de I’impédance, ainsi que son module s’expriment en ohms.

. o 1 . A L . .
o L’inverse de I'impédance ¥ = 7 est ’admittance du dipdle. Les parties réelle et imagi-
naire et le module de I’admittance s’expriment en siemens ou Q.

3.5 Associations de dipdles passifs linéaires

e On appelle association série, une connexion de N dipdles, d’impédances Z,, i = 1,..., N,
telle qu’elle constitue encore un dipdle et que le courant électrique soit le méme dans tous les
dipdles de I’association.

11 en résulte que I'impédance équivalente de 1’association, Z, - c’est-a-dire le rapport de la
tension complexe aux bornes de 1’association a I’intensité complexe du courant électrique qui

la traverse, est la somme des impédances des dipdles :

Z,=) 7. (11-14)

M-

Il
—

l

e On appelle association parallele, une connexion de N dipdles, d’admittances ¥, = —,

%
i=1,..,N, telle qu’elle constitue encore un dipdle et que la tension électrique soit la méme
aux bornes de tous les dipoles de 1’association.

Il en résulte que I’admittance équivalente de 1’association, Y, c’est-a-dire le rapport de
I’intensité complexe du courant électrique qui la traverse & la tension complexe aux bornes

de I’association, est la somme des admittances des dipoles :

Zeq

M=

(11-15)

—l

i=1
4. Les sources de tension et de courant

4.1 Définitions

e Une source idéale de tension est un dipdle capable de maintenir entre ses bornes une
tension u(#) ayant des caractéristiques données indépendamment de 1’intensité du courant
électrique qu’elle doit débiter dans la branche du circuit électrique dans lequel elle est insérée.

E. ¥
B ¥ A ' i
O 1 — B»—@—>—~A
TE T W — 7

EaR fig. 12

e Exemples : source idéale de tension continue u(z) = E ou E est une valeur constante ;
source idéale de tension alternative de fréquence f et de valeur efficace U, ou maximale U,,
données : u(t) = Uy, cos (wt + ¢,) ou U, V2 cos (wt + ¢,) ou w =2rf.
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e Une source idéale de courant est un dipole capable de débiter un courant électrique d’in-
tensité i(r) ayant des caractéristiques données, dans la branche du circuit dans laquelle elle
est insérée, quelle que soit la tension existant entre ses bornes.

o Exemples : source idéale de courant continu i(f) = Iy ou I est une valeur constante ;
source idéale de courant alternatif de fréquence f et de valeur efficace I, ou maximale 7,
données : i(t) = I, cos (wt + ¢;) ou I, V2 cos (wt + ¢;) ou w =2xf.

&\ [l est habituel - mais non obligatoire, naturellement - de choisir une convention courant
- tension générateur pour les sources.

4.2 Sources réelles

e Une source réelle de tension continue délivrant une tension électrique u > 0 voit en
général la tension u 1égerement diminuer lorsqu’elle débite un courant dont I’intensité i > 0
augmente, la convention courant - tension étant générateur. S’il s’agit d’une source réelle de
tension alternative, c’est la valeur efficace de la tension délivrée qui diminue.

o De méme, une source réelle de courant électrique continu débitant dans un circuit voit
I’intensité i > 0 du courant électrique qu’elle délivre au reste du circuit diminuer lorsque la
tension électrique u# > 0 a ses bornes doit augmenter. C’est la valeur efficace de I'intensité
délivrée qui diminue lorsque la source réelle de courant est alternative.

4.3 Modéles des sources réelles

e Pour tenir compte des faits expérimentaux, un modele de la source réelle peut étre le sui-
vant :

E. r
B /7y 08— [y
Nt T B\ A
E . w1

Uag

HaAR fig. 12

ol r; est la résistance interne (en continu). En alternatif, on substitue a r; I'impédance interne
Z;.

e La loi d’addition des tensions et la loi d’Ohm aux bornes de la résistance permettent
d’écrire : uap = E — u, = E — ri, qui traduit effectivement la diminution de la tension aux
bornes A et B de la source réelle. Ce modele est appelé modele de Thevenin de la source
réelle de tension.

e Pour une source réelle de courant, un modele classique, le modele de Norton, est :

A

<> I,.R u

fig 13

ol R; est la résistance interne de la source (en continu). En alternatif, on substitue a R;
I’'impédance interne Z;.
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e La loi des nceuds et la loi d’Ohm permettent d’écrire i = Iy + i, = Iy — R Iy —
Gu qui traduit la diminution de I’intensité i délivrée par la source réelle avec la tension.

RSN faut toujours bien faire attention a ce qui est noté auprés des sources de tension et
de courant pour les modéliser convenablement, sans omettre leur résistance ou impédance

interne.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Pourquoi I’énergie d’un systéme doit-elle étre continue ?

Exercice 2 : Evaluez I’énergie emmagasinée par un condensateur de capacité C = 1 uF
chargé sous une tension continue U = 50 V.

Exercice 3 : Une tension sinusoidale de fréquence f = 500Hz et de valeur efficace
U, =5V est appliquée aux bornes d’une bobine d’inductance L = 47 mF.

Déterminez I’intensité efficace du courant qui la traverse.

Ecrivez les lois horaires de la tension et de I'intensité du courant électrique en prenant
¢; = Orad.
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4. Circuits linéaires du premier ordre

1. Le circuit R-C série

1.1 Présentation

Une source idéale de tension électrique E est en série avec une résistance R et un condensa-

teur de capacité C. A P’instant initial = 0 s, le condensateur est déchargé (uc(0) = 0) et on
ferme K;, K, restant ouvert.

Q% VAR T

1.2 Mise en équation du circuit

Apres la fermeture de ’interrupteur K, la loi des mailles produit la relation : E = ug + uc.

Les lois d’Ohm généralisées pour le résistor et le condensateur nous donnent les relations :
dth

ug =Rieti=C — -

K dr
L’équation différentielle régissant 1’évolution de la tension uc aux bornes du condensateur
est:
du
— +uc (12-1)

E =RC
dr

Il apparait que le produit RC doit avoir la dimension d’un temps pour que I’équation soit
homogene. On le note 7 et on I’appelle la constante de temps du circuit.

1.3 Solution de I'équation différentielle

e [’équation différentielle (12-1) est linéaire du premier ordre (cf. fiche 12 de la partie
maths). Sa solution générale est la somme d’une solution particuliere up(t) de 1’équation
complete et de la solution générale ug (¢) de I’équation homogene associée.

e Les coeflicients et le second membre étant constants, il existe une solution particuliere
constante : up(t) = E.

e La solution générale de 1’équation homogene est us () = A et
e La solution générale de 1’équation est donc :
uG(t) = E+Aer.
ou A est une constante que I’on détermine a ’aide de la condition initiale :
uc=0=E+A < A=-FE.
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La solution de I’équation différentielle régissant la tension u¢ est donc :

udﬂzE@—eﬁ) (12-2)

1.4 Grandeurs électriques dans le circuit

e La connaissance de uc () permet de déterminer la tension aux bornes de la résistance ug(t)
et ’intensité i(f) du courant électrique dans le circuit :
up(ty E _t
= —e T,
R R
On constate sur les expressions de uc(f), ug(t) et de i(f) que ces grandeurs tendent respective-
ment vers E et 0 lorsque le temps 7 tend vers I’infini :

ug(t) = E—uc(t) = Ee™* et i(f) =

Iim uc(t)=E et lim i(¢) = 0.
1—+o00

t—+00

e Au bout d’un temps suffisamment grand, la tension aux bornes du condensateur n’évolue
pratiquement plus et il n’y a plus de courant électrique dans le circuit. On dit que le conden-
sateur est chargé sous la tension E.

N Ilest important d’observer que la tension uc est continue, pour des raisons énergétiques
fondamentales, mais que ’intensité du courant électrique peut subir des discontinuités dans
une branche de circuit contenant un condensateur.

e Commel—e3~ 0,95et1 - e ~ 0,99, au bout d’un temps égal a 37 le condensateur a
atteint 95% de sa tension finale et 99% au bout de 57. La constante de temps du circuit fixe
I’ordre de grandeur de la durée de charge du condensateur.

9

ue ()

Courbes de charge du
condensateur

0.5

0.5

0.4
tz(7)

Courbes de
decharge

0z up (6

ul 1 2 2 4 o

fig. 15 fig. 16

Le condensateur tend a jouer le role d’un interrupteur ouvert une fois le régime transitoire
achevé : il coupe le courant continu dans le circuit.

1.5 Décharge du condensateur

e Une fois que le condensateur a été chargé sous la tension E, il est possible d’ouvrir
I’interrupteur K; sans dommage pour le circuit. Le condensateur, supposé parfait, conserve
indéfiniment la charge électrique qu’il a acquise. On ouvre I’interrupteur K, et on ferme K,
a un instant que 1’on renomme, pour 1’étude de la nouvelle phase qui débute, instant initial
t=0.

e Le circuit est constitué du résistor et du condensateur. L’ équation d’évolution de la tension
électrique aux bornes du condensateur est obtenue par une démarche similaire a celle accom-
plie lors de la charge, mais sur la base d’une loi des mailles plus simple : 0 = ug + uc. Cela
conduit a I’équation différentielle :
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d
0=RCEE +uc 12-3)
dr
associée a la condition initiale uc-(0) = E.
e Nous en connaissons la solution générale : uc(f) = A et

A est déterminée par la condition initiale : E = uc(0) = A e %" = A. Ainsi, lors de la décharge
du condensateur initialement chargé sous la tension E, sa tension uc¢(f) évolue suivant la loi :

uc(t) = Ee™*

et ’intensité du courant électrique :
ug(t uc(t E
oy - O __ue) __E
R R R
e La tension aux bornes du condensateur et I’intensité du courant électrique tendent vers
0 lorsque ¢ tend vers +oo, le courant circulant en sens opposé a la convention choisie. Les
graphes de uc(¢) et de ug(¢) sont reportés sur la figure 16.

A~

1.6 Bilan énergétique

o Le bilan des puissances entre les divers éléments :

Ei(1) = uc(t) i(t) +  ug(Dit)

S~—— —— ~——
Puissance puissance puissance
fournie par regue par recue par
la source le condensateur le résistor

La convention courant-tension est réceptrice pour le résistor et le condensateur; elle est
générateur pour la source de tension.

e L’intégration de I’instant initial & un instant ¢ quelconque des termes de 1’égalité des puis-
sances conduit pendant la charge, en conservant 1’ordre des termes, a :

cr(1-et)= (-t e (1),

Le membre de gauche de I’égalité est 1’énergie dépensée par la source de tension pour char-
ger le condensateur, le premier terme du membre de droite, ’énergie emmagasinée dans le
condensateur a I’instant ¢ considéré et le dernier terme, 1’énergie dissipée par effet Joule, due
au fait qu’il y a eu circulation d’un courant électrique dans le résistor.

e Apres un temps tres grand devant 7, les exponentielles sont négligeables devant 1 et le
bilan énergétique final devient :
CE* CE?
CE*= — 4+ —.
La moitié seulement de I’énergie dépensée par la source est stockée dans le condensateur.
e En procédant de méme lors de la décharge du condensateur a travers le résistor, on établit
. . . . . . CE?

sans difficultés que 1’énergie stockée dans le condensateur au début de cette phase (T) est

intégralement dissipée par effet Joule dans le résistor.
2. Le circuit R-L série

2.1 Présentation

Une source idéale de tension électrique E est en série avec une bobine d’auto-induction d’in-
ductance L et une résistance R. A ’instant initial, on ferme I’interrupteur K. Il n’y as pas
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de courant dans la maille : i((0) = O par continuité du courant électrique dans une branche
contenant une bobine.

K L ;
=

M
Qﬁ

fig. 17

2.2 Mise en équation

La loi des mailles dans le circuit ou I’interrupteur est fermé donne : E = uy, + ug.
Les lois d’Ohm généralisées pour le résistor et la bobine d’auto-induction fournissent :

di
=Ri et =L— -
Ur 1 uy dr
L’équation différentielle portant sur ug se déduit des relations précédentes :
L duR
E=—-—+ 12-4
R g TR (12-4)

L’homogénéité de I’équation nous assure que le rapport 7 = R posseéde la dimension d’un
temps. Il s’agit de la constante de temps du circuit R-L série.

2.3 Solution de I'équation et grandeurs électriques

e [’équation différentielle en ug a exactement la méme forme que celle régissant la tension
uc dans le circuit précédent. On obtient :

up(f) = E(l - e-%) =Ri() et u()=Eet

e On observe que les grandeurs électriques de ce circuit possedent des propriétés duales de
celles du circuit R-C série. Les deux tensions tendent asymptotiquement vers E et O lorsque

t tend vers +oo. L’intensité du courant électrique tend vers z

lim ug(t) =E et lim u;(¢) = 0.
>+ t—+00

e (C’estici I'intensité du courant électrique qui est obligatoirement continue dans la maille

possédant une bobine d’auto-induction mais la tension aux bornes de cette derniere peut en

revanche parfaitement étre discontinue. La courbe représentative de ug(f) est la méme que

celle de uc(r) de la figure 15. Celle de u, () est la méme que celle de ug(f) représentée sur la

méme figure.

e Une fois achevé le régime transitoire, la valeur de I’intensité électrique est indépendante
des caractéristiques de la bobine d’auto-induction. Elle joue le role d’un simple fil de connexion.

2.4 Probléme de l'ouverture du circuit

e Le courant électrique dans la bobine devant étre continu, I’ouverture d’un circuit inductif
nécessite de prendre des précautions. Elle provoque en effet I’apparition d’un arc électrique
entre ses bornes, ce qui, a la longue, 1’abime.

Pour éviter ce phénomene parasite, on utilise une diode < de roue libre > branchée en parallele
sur I’association série de la bobine et du résistor, en téte-béche sur la source.
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o Lorsque I'interrupteur est fermé, elle est polarisée en inverse et aucun courant ne peut
la traverser. Lorsqu’on ouvre I’interrupteur, le courant qui traversait la bobine a besoin d’un
chemin pour s’écouler, qu’il trouve par I’intermédiaire de cette diode dont la tension a ses
bornes s’annule alors.

2.5 Bilan énergétique

e Le bilan des puissances est :

Ei(r) = w (i) +  ug(®i()

—— ——— ———
Puissance puissance puissance
fournie par recue par recue par
la source la bobine le résistor

La convention courant-tension est récepteur pour la bobine et le résistor, générateur pour la
source.

e Nous avons montré dans la fiche précédente que 1’énergie emmagasinée par la bobine a
Li(n) 1 (EV 0\

L , soit 3 L (E) (l - e_?) dans le cas présent.
En revanche, lorsque le temps s’écoule, la puissance instantanée délivrée par la source de
tension est différente de zéro et 1’énergie fournie au circuit croit indéfiniment et tend a étre
intégralement dissipée par effet Joule dans le résistor.

un instant ¢ devait étre

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : On considere I’association en parallele d’une source idéale de courant Iy, d’un
résistor de résistance R et d’un condensateur de capacité C. (cf. fig. 18a).

Etudiez 1’évolution des grandeurs électriques ig(f), ic(f) et u(t) a la fermeture et a I’ouverture
de I’interrupteur K, le condensateur étant initialement déchargé avant la fermeture de K.
Exercice 2 : On considere ’association en paralléle d’une source idéale de courant I,
d’un résistor de résistance R et d’une bobine d’inductance L. (cf. fig. 18b).

Etudiez I’évolution des grandeurs électriques ig(?), i (7) et u(t) a la fermeture et a 1I’ouverture
de I'interrupteur K.




Oscillateurs amortis

1. Oscillateur amorti

1.1 Présentation

Un circuit R-L-C série, ou un oscillateur harmonique mécanique soumis a un frottement
visqueux, sont des dispositifs qui présentent des comportements et possedent des propriétés
physiques caractéristiques tels qu’ils constituent une catégorie particuliere d’objets physiques
appelés oscillateurs amortis.

1.2 Mises en équation

o Le référentiel d’étude est supposé galiléen ; le repere de projection est (0;ey,e,,2). Les
notations sont celles de la fiche 1-§2. Le bilan des forces est similaire a I’exception de la force
de frottement fluide supplémentaire due a I’amortisseur, de coefficient de frottement fluide A :

F = -1V = -1x(1)e).
e Seule la projection du principe fondamental de la dynamique appliqué a la masse sur
(0,2) nous intéresse :
mx + Ax + kx = kly
soit : 1 v v
i+ —x+ —x=—1. (13-1)

m m m

e Pour le circuit R-L-C, une fois I’interrupteur fermé, la loi des mailles et les lois d’Ohm

généralisées pour chacun des dipdles passifs conduisent a 1’équation différentielle sur la ten-
sion u¢ aux bornes du condensateur :

E = LCiic + RCiic + uc
soit :

R
iic + = ilc + — e = —. 13-2
e+ pict peue= e 132
1.3 Equation canonique

Les équations (13-1) et (13-2) ont la méme forme. Posons :

e la pulsation propre wy telle que : w? = E ou L
p prop 0 que : w; = - c
A R
e le facteur de qualité Q tel que : Y2 o I
0O m L

En notant g() la grandeur recherchée (x(¢) ou uc(¢)) et gy la grandeur de régime permanent
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(lp ou E), on forme 1’équation canonique :
wo

Q

2. Régime libre de I'oscillateur amorti

g+ — g+ wig = w8 (13-3)

2.1 Méthode de résolution

e La solution complete de I’équation différentielle est g,(¢) + g,(#) ou g,(?) est une solution

particuliére et g,(#) la solution générale de 1’équation homogene :

wo

Q

e On vérifie que la solution particuliere constante g,(f) = go convient. Ainsi :
x,()=1ly ou u,()=E. (13-4)

g+ g+w%g:O.

e L’équation homogene admet une solution de la forme g,(r) = '’ si, et seulement si, r est
racine de 1’équation caractéristique :

P+ % r+wi=0.  (13-5)

e Lanature des racines de 1’équation caractéristique dépend du signe du discriminant :

: 1
(G -sud =i o)

. wo L . . 2 .. .
Comme la somme des racines _E est négative et le produit wy, positif, les racines peuvent

étre réelles négatives, ou complexes conjuguées avec une partie réelle négative.
2.2 Régime apériodique
e SiA>0,soitQ < 3 les racines sont réelles négatives et ont la dimension de I’inverse

d’un temps. Notons les deux racines —Ti et —Ti, 7| et T, étant des constantes de temps ca-
ractérisant le mouvement. : ’
e La solution générale de I’équation homogene s’écrit alors :

g.(t) = Ae_% + Be_%,

et la solution générale de I’équation complete :
gt)=go+Ae T +BeH  (13-6)

La progression vers la valeur de régime permanent g, s’effectue lentement, mais sans oscil-
lations.

2.3 Régime critique

e Lerégime critique corresponda A = 0, soit Q = % - Laracine de I’équation caractéristique
est double : —wy.
e La solution générale de I’équation homogene est alors :

go(t) = (A1+B)e"
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et la solution générale de 1’équation différentielle de départ :
8(t) = go + (Ar + B)e™". (13-7)

C’est le régime le plus rapide d’acces a la valeur de régime permanent.

2.4 Régime pseudo-périodique
e Il correspond a A < 0, soit Q > % Les racines de 1’équation caractéristique sont alors
complexes conjuguées. Notons-les —% +jQ.
e La solution générale de I’équation homogene s’écrit :
go(H) = Ae T cos(Qf) + Be T sin(Qr)
et la solution générale de I’équation complete :
o(f) = go + Ae™ 7 cos(Qf) + Be™ 7 sin(Qr). (13-8)

Ce régime voit apparaitre des oscillations qui peuvent étre gé€nantes pour les systemes mécaniques.

2.5 Conditions initiales

e Les constantes d’intégration A et B sont déterminées a 1’aide des valeurs initiales de g(0)
et £(0).

e Soit un circuit R-L-C évoluant sous un régime apériodique avec un condensateur initiale-
ment déchargé uc(0) = 0, et 1a nullité du courant dans la bobine a la fermeture de I’interrup-
teur, ce qui implique i2¢(0) = 0. A et B doivent étre solution du systeme :

go+A+B =0
A B
—+— =0
T T2

Ou bien, pour I’oscillateur mécanique, x(0) = [y + X, et X(0) = 0, qui correspondent a la
masse écartée de la position d’équilibre du ressort [y d’une quantité Xj et lachée sans vitesse
ar=0s.

2.6 Courbes représentatives
80 i 4o 80
€

—e ——— sont représentées sur les graphiques des figures 2, 3 et 4 :
80 wo8o
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2.7 Etude par le portrait de phase

e Chacun des trois comportements suivants peut étre identifié a partir de son portrait de
phase, c’est-a-dire de la représentation de la courbe paramétrée (normalisée dans notre cas)

8. 8w )ohte [0, +oo.

80 wWogo

La courbe est naturellement parcourue de la gauche vers la droite pour le demi-plan supérieur
- ¢ y est positif et donc g croit - et de la droite vers la gauche pour les portions sous 1’axe des
abscisses - ¢ y est négatif et donc g décroit.

Pour le circuit R-L-C avec un condensateur initialement déchargé, les trois régimes donnent
les trois courbes :

dont les points ont pour coordonnées (

0as] f . g
s FgMncamal: T Q;: régime critique
0.25 -
oz E-}UE{, g
0.16 0.18
013 0.
0.05 £ 0.05
gl: _g_
] 02 04 06 08 = a 02 D4 0B 08 1 o
fig 5
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e Les portraits de phase des régimes amorti et critique sont assez voisins quant a leurs al-
lures. La seule distinction, minime, réside dans le fait qu’ayant été tracés pour un méme
intervalle de temps, le point extréme de la courbe du régime critique, celui le plus a droite,
est plus proche de son point de régime permanent que dans le cas du régime amorti.

e Le régime pseudo-périodique se distingue quant a lui par I’enroulement caractéristique de
sa trajectoire de phase autour de son point limite, qui traduit les oscillations avec changement
du sens de la vitesse.

2.8 Conclusion
Laissés a leur libre évolution ou soumis a une consigne constante, les oscillateurs amortis ont
des comportements apériodiques ou pseudo oscillants, dans tous les cas amortis.

Au bout de 57y, le systeme a évacué son énergie et retrouvé son état d’équilibre stable, ou a
atteint son nouveau régime permanent.

3. Régime sinusoidal forcé de I'oscillateur amorti

3.1 Principe de I'étude

e Les systémes sont maintenant soumis systématiquement a une excitation sinusoidale de
pulsation w, et d’amplitude Gy. L’ équation canonique du systeme devient :

wg
0

Pour un oscillateur mécanique, kG représente 1’intensité maximale d’une force sinusoidale
appliquée a la masse en plus de la tension du ressort et du frottement visqueux.

Pour le circuit R-L-C, Gy est I’amplitude maximale de la tension sinusoidale délivrée par un
générateur de signaux basses fréquences.

g+ — g+ wlg = wjiGoycos(wt). (13-9)

e Nous nous intéressons uniquement a la solution particuliere de I’équation différentielle
(13-9) . En effet, le régime libre s’éteint apres un temps de I’ordre de 57| ou 57. Au bout de
ce temps, la solution générale de 1’équation est pratiquement égale a sa solution particuliere,
et ce, quelles que soient les conditions initiales du systeme. Nous supposerons qu’un temps
suffisant s’est écoulé pour que g(t) = g,().

3.2 Méthode de résolution

La fonction g() cherchée est la partie réelle de la fonction a valeurs complexes g(¢) solution
de I’équation différentielle :

g+ g+w§§=wéGoej“”.

wo
0
En cherchant g sous la forme g(¢) = G el on obtient :

.o W
Q —w2 +_]7 +wg = a)éGo

. . . . . . w
soit, en introduisant la variable sans dimension x = — :
wo

Go . (13-10)

QzT

1—x"+j—
JQ

Si on note |G| = p et arg(G) = ¢, on a donc :

g =p“t  dou  g(r) = pcos (wt + <p).
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3.3 Résonance de charge ou d’amplitude

e Le module de G donne I’amplitude maximale de la grandeur g(f) qui est la tension
aux bornes du condensateur ou I’amplitude de 1’oscillation mécanique autour de sa posi-
tion d’équilibre en réponse a 1’excitation.

Son argument donne son déphasage par rapport a I’excitation. On a :

Gy

(1-2) + (3)2

e Les limites aux basses et hautes fréquences du module et de I’argument de 1’amplitude
complexe sont :

IGl =

; argQ:—arg(l—x2+j%).

1in(1) IGl =Gy et lim |[K|=0

X—+00

lina argG=0 et lim argK = -n

X—+00

Aux basses fréquences, 1’excitation est suffisamment lente pour que le systéme puisse s’ ajus-
ter a tout instant a I’excitation.

Aux hautes fréquences, 1’excitation est si rapide que le systeéme ne réagit pratiquement plus
et qu’il le fait a contretemps.

e [’étude de |G| en fonction de x montre que :

— Pour les facteurs de qualité Q < 1/ \5, la fonction |G| est monotone décroissante de Gy a 0
pour x € [0; +oo.

1
— Pour les facteurs de qualité Q > —, la fonction |G| est

V2

G 1
croissantedeGoéGM:A pour xelo;xm: 1_2_Q2[
J1- L
107

puis décroissante de Gy a 0 pour x € [x,, ; +ool.
On dit qu’il y a alors résonance d’amplitude ou de charge.

o Il en résulte les courbes de module et de phase suivantes :

arg Qm . as 1 158 2 25 3 i
0.5
-1
-1.8
3 0=02
25 o=05
B oggey T SE

3.4 Résonance d’intensité ou de vitesse

e La vitesse est égale a la dérivée par rapport au temps de I’amplitude d’oscillation. L’inten-
sité du courant électrique dans le circuit R-L-C est proportionnelle a la tension aux bornes du
condensateur.
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La dérivation par rapport au temps d’une grandeur sinusoidale réelle se traduit par la multi-
plication par jw de la grandeur complexe associée.

Ilenrésulteque g =jwg.

g
On étudie la grandeur complexe sans dimension vy = ———— ce qui conduit a :
wy QGo
g (13-11)
VW= — -
- 1-x2+ i3

Il en résulte que :
X

1 1
vl = 2 > = = ; arg vy = —arctan (Q (x - —))
i o el x
e Aux basses et hautes fréquences, |v| tend vers 0. Les déphasages tendent respectivement

Tl
vers — et ——.
2 2

[v| présente un maximum égal a 1 pour x,, = 1, quelle que soit la valeur du facteur de qualité ;
v est alors en phase avec I’excitation.

Nous obtenons les courbes de module et de phase suivantes :

arg G 4o
o=0.2 1
3 O=05 0.8
of 0% v R
05 g=02
-1 g=0.35
x
fig i

3.5 Bande passante

On constate qu’il y a toujours résonance de vitesse ou d’intensité.
Le caractere plus ou moins aigu de la courbe de résonance, son acuité, est mesuré par le rap-

port de la fréquence propre fy = % a la bande passante A f.
V4

Cette derniere est définie comme I'intervalle de fréquences pour lesquelles |v| >

sl-

montre a partir de |v| que :

_Jo w1 ]
Q—Af—Aw—Ax. 13-12)

Lorsque Q > 1 la résonance est dite aigiie, sinon elle est dite floue.

3.6 Construction de Fresnel

o Elle associe & une grandeur sinusoidale g(f) = G, cos (wt + ¢) un vecteur 6 appelé vec-
teur de Fresnel associé a g(¢), de norme G,, et faisant un angle ¢ avec le demi-axe des
abscisses positives. Cela revient a associer, dans le plan complexe, un point G d’affixe G,, e’¥
et a définir le vecteur de Fresnel G par 0G.
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e Exemple : recherche de i(f) dans le circuit R-L-C excité par une tension alternative :
u(t) = Uy, cos(wt + ¢).

La loi des mailles dans le circuit u(¢) = ug(t) + ur(t) + uc(t) se transpose sur les grandeurs
complexes associ€es : u(t) = up(t) + u, (1) + u(1).

Géométriquement, sur les vecteurs de Fresnel associés :U = ﬁR + ﬁ L+ ﬁc.

L’intensité étant la grandeur électrique commune dans la maille, elle est prise comme gran-

deur de référence. On fixe arbitrairement sa phase a I’origine a 0 et son vecteur de Fresnel 7
est colinéaire a I’axe des abscisses.

— Aux bornes de la résistance, en convention récepteur, T/)R =RT ;

T
— aux bornes de la bobine, T])L fait un angle de 3 avec TJ)R et a pour norme Lwl ;

. T 1
— aux bornes du condensateur, ﬁc fait un angle de -5 avec UR et a pour norme o
w

o Il en résulte les constructions de Fresnel suivantes, selon la valeur de w par rapport a wy :

;a[mf' f'
iCw
p=0 E'
— —+
I RI
& = iy,
fig 9

3.7 Lien entre régime libre et régime sinusoidal forcé

L’acuité de la résonance d’intensité ou de vitesse (et en général de charge ou d’amplitude)
d’un systeme oscillant amorti est associée a un facteur de qualité élevé et donc a un amortis-
sement - R ou A - tres faible. Or, le régime transitoire entre deux régimes permanents et le
régime libre de ces systemes physiques particuliers sont d’autant plus long que I’amortisse-
ment est faible.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Exprimez le facteur de qualité Q en fonction des éléments de 1’oscillateur :
R, L et C pour I’oscillateur électrique et m, k, A pour 1’oscillateur mécanique.

Exercice 2 : Un oscillateur mécanique amorti posséde une masse M = 1,25t et une rai-

deur k = 2.10° N.m™~'. Déterminez la valeur que doit avoir le coefficient de frottement fluide
pour que son régime libre soit le régime critique.

Exercice 3 : Soit le circuit R-L-C série ou R = 120Q, L = 75mH et C = 52 nF. Le circuit
est alimenté par une tension sinusoidale d’amplitude maximale U,, = 10V et de fréquence
égalea: 1. f =1,5kHz, 2. f =3,5kHz.

Calculez I’intensité efficace du courant dans le circuit et les valeurs efficaces des tensions aux
bornes des trois éléments passifs constitutifs du circuit pour chacune des deux fréquences.



Filtrage linéaire

1. Signaux périodiques

1.1 Définitions

e Un signal caractérisé par une grandeur s(z) est périodique s’il existe une durée positive
T # 0 telle que pour tout ¢, s(t + T') = s(¢). La plus petite durée non nulle satisfaisant a cette

1
propriété s’appelle la période du signal. Sa fréquence s’en déduit : f = T

e La valeur moyenne s et la valeur efficace S, du signal s(¢) sont définies par :

1 to+T 1 t0+T
s-1 f sodr e s2= 1 f (s@Pdi (141
to fo

e Le signal périodique fondamental est le signal sinusoidal de fréquence f et d’amplitude

m

S s(®) =8, cos(wt + ¢)pourlequel s=0etS, = —.
V2

1.2 Propriété fondamentale

e Un signal s périodique, de période T (et de fréquence f) se décompose suivant :

s(t) =Sy + iSV, cos (27mft + tpn)
n=1

ou S, est ’amplitude maximale de la composante de fréquence nf et ¢, sa phase a I’origine.

e La composante S est la composante continue ou valeur moyenne du signal sur une
période. Celle de rang n = 1 est la composante fondamentale de s. Les autres composantes
sont les harmoniques de s, chacune étant caractérisée par son rang 7.

e Exemple : une tension carrée u(f) symétrique, égale a U,, pendant une demie-période et
—U,, sur I’autre, se développe :

+00 4Um .
u(t) = ; @+ Dn sin (27r(2p + l)ft).

1.3 Spectre des signaux périodiques

Les spectres des signaux périodiques sont des spectres de raies ol seules sont présentes les
raies de fréquences nf (cf. fiche 2, fig 1).

2. Fonction de transfert harmonique

2.1 Définition

e Soit un signal sinusoidal s, de fréquence f, d’amplitude S ., de pulsation w = 27 f excitant
un systeme linéaire. La réponse du systéme a une telle excitation est un signal sinusoidal s;
de méme fréquence, d’amplitude S ;(w), déphasé de ¢,, par rapport au signal d’entrée.

e On appelle H(w) la fonction de transfert harmonique du systéme le rapport :

s,(0)

Hw)= >

(14-2)
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N La notion de fonction de transfert harmonique n’a de sens que pour les systemes
linéaires. Son expression finale et les valeurs qu’elle prend aux différentes pulsations doivent
étre indépendantes de S .

2.2 Réponse d’un systéeme linéaire

e Si la fonction de transfert H(w) d’un systeme linéaire est donnée, la réponse du systeme a
une excitation sinusoidale s(t) = S, cos (wt) est le signal :

[H()| S, cos (a)t +arg (g(w))) = 51(0).

e Si le signal excitateur est une somme de signaux sinusoidaux de méme nature et de

fréquences (f))ie; ou I = {1,2,...,n}, s.(f) = ZS,-cos 2rfit + ¢;), la réponse du systeme
i€l

linéaire a un tel signal est la somme de ses réponses a chacune des composantes sinusoidales :

sg() = Z |§(wi)|Si cos (27rﬁt +@; +arg (ﬁ(wi))).
iel
2.3 Diagramme de Bode

e La fonction de transfert peut étre donnée par une représentation graphique appelé dia-
gramme de Bode. Elle est constituée de deux courbes :

— la courbe de gain, G p(w) en fonction de w, I’échelle des pulsations étant logarithmique.
Le gain est défini par :

Gap(w) = 20 log |H(w)| (14-3)

dont I’unité est le décibel de symbole dB ;

— la courbe de phase arg H(w) en fonction de w avec la méme échelle logarithmique pour les
pulsations.

e Il est donc possible de lire sur la courbe de gain I’information relative au facteur multipli-
catif affectant I’amplitude du signal d’entrée pour une pulsation donnée et sur celle de phase,
le déphasage qui affectera le signal d’entrée.

3. Filtre passe-bas du premier ordre

3.1 Schéma électrique

e Un schéma est celui de la figure 1a.

s IE i (f} i (f}

o [l est tacitement considéré qu’aucun courant ne circule dans les départs de branche supérieur
et inférieur droits du schéma : le méme courant traverse la résistance et le condensateur.
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3.2 Comportement qualitatif du filtre

e En basses fréquences, le condensateur se comporte comme un circuit ouvert et < coupe »
le courant électrique dans la maille. La tension aux bornes de la résistance est nulle et celle
d’entrée se retrouve donc en sortie aux bornes du condensateur.

¢ En hautes fréquences, le condensateur se comporte comme un court-circuit et la tension a
ses bornes tend vers 0. Le filtre laisse donc < passer > les tensions de basses fréquences d’ol
sa dénomination.

3.3 Fonction de transfert

La fonction de transfert est obtenue par le diviseur de tension :

u (t Z 1 1
H(w) = 80 === : = : (14-4)
- u() Zp+Z. 1+jRCow 1+jtw
1
de module |§(a))| = ———— et d’argument arg H(w) = — arctan(tw).

1+ (tw)?
Leurs limites en basses et hautes fréquences sont :

lim [Hw)|=1 et lim [Hw)|=0
w—0 w—+00

limarg Hw) =0 et lim arg H(w) = _T.
w—0 - w—+co - 2

3.4 Les comportements asymptotiques

e Lorsque w — 0, H(w) — 1 et Ggp — 0dB et arg H(w) — Orad la courbe asymptotique
de gain est une droite horizontale d’ordonnée 0 dB.

1
e Lorsque w — 400, 0n a H(w)~ — ; Ggp ~—20log(tw) dB et arg H(w) ~ —g rad.
JTw

Le gain en hautes fréquences varie comme —20log 7 — 20 log w.

Sa courbe asymptotique dans le diagramme de Bode, donc avec une abscisse en log w, est
ainsi une droite de pente négative égale a - 20 dB par décade, notée - 20 dB / déc.

La multiplication par 10, a amplitude constante, de la fréquence d’une tension sinusoidale
a I’entrée du filtre entraine une diminution de 20 dB du gain et donc une division par 10 de
I’amplitude de la tension sortie.

e Les asymptotes se coupent pour une pulsation w, telle que 0dB = —20log(tw,.) soit
w. = — - Le gain correspondant est de 0 dB.
T
1
Cependant, la fonction de transfert a la pulsation w, vaut H(w,) = T : son module est
J

1 /s
——, son gain égal a environ -3 dB et son argument —— rad.
V2 4

La courbe réelle de gain passe donc par le point de coordonnées (log w,,—3 dB); celle de
phase par celui de coordonnées (log w, —;—r).

e w, s’appelle la pulsation de coupure a -3 dB du filtre.

. 1
La fréquence de coupure a -3 dB vaut f, = ;)— = 5 RC"
JT Tt

La bande passante a -3 dB du filtre est I’intervalle de fréquences [0; f.].
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3.5 Le diagramme de Bode

Il comporte les courbes asymptotiques de gain et de phase arrétées chacune a la pulsation de
coupure et les courbes réelles du filtre :

E, 0]

+

fig. 2

3.6 Usages particuliers du filtre passe-bas
Na:

e un rdle de < moyenneur > : les composantes sinusoidales de fréquences f < f, passent
a travers le filtre, les autres sont atténuées.

Si f, est tres basse, seule la composante continue, donc la valeur moyenne, d’un signal
périodique passe le filtre. Le filtre moyenne le signal d’entrée.

o un role d’intégrateur pour les composantes de fréquences f > 10f.. La fonction de trans-

fert est équivalente a — - Or, la division par jw traduit son intégration par rapport a ¢.
jTw

4. Filtre passe-haut du premier ordre

4.1 Schéma électrique

Le filtre de tension passe-haut le plus simple est celui dont le schéma est donné a la figure 1b.

4.2 Comportement qualitatif du filtre

e En basses fréquences, le condensateur se comporte comme un circuit ouvert et coupe le
courant électrique dans la maille. La tension aux bornes de la résistance et donc la tension de
sortie sont nulles.

e En hautes fréquences, le condensateur se comporte comme un court-circuit, la tension a
ses bornes tend vers O et la tension d’entrée se retrouve en sortie du filtre. Le filtre laisse donc
< passer > les tensions de hautes fréquences d’ou son appellation.

4.3 Fonction de transfert

La fonction de transfert est obtenue par le diviseur de tension :

u (t Z iRC j
Hay=29_ L _ _iRCo _ _iw (14-5)
- u@®) Zp+Z. 1+jRCo 1+jrw
TW Vs
de module |§ (w)| = ——— et d’argument arg H(w) = 5 arctan(tw).

1+ (rw)?
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Leurs limites en basses et hautes fréquences sont :

lim [Hw)|=0 et lim |Hw)|=1
w—0 w—+00
lim arg H(w) = g et lim arg Hw) =0
w— w—+00

4.4 Les comportements asymptotiques

o Lorsque w — 0,0na: H(w)~jtw; G4p ~20log(tw) dB ; arg H(w) ~ g rad.

Le gain en basses fréquences varie comme 20 log 7 + 20 log w. Sa courbe asymptotique dans
le diagramme de Bode, avec une abscisse en log w, est une droite de pente positive égale a +
20 dB par décade, notée + 20dB / déc.

La multiplication par 10, a amplitude constante, de la fréquence d’une tension sinusoidale,
tout en demeurant dans le domaine des basses fréquences, conduit a une augmentation du
gain de 20 dB ; I’amplitude de la tension de sortie se trouve multipliée par 10.

o Lorsque w — 400, Hw) — 1; G4 — 0dB et arg H(w) — Orad.
La courbe asymptotique de gain est une droite horizontale d’ordonnée 0 dB.

e Les asymptotes se coupent pour une pulsation w, telle que 0dB = 20log(tw,) soit
w. = —; le gain correspondant est de 0 dB.
T
i 1
La fonction de transfert a la pulsation w, vaut H(w,) = J— ; son module —, son gain
. 1+]j \2

environ -3 dB et son argument 1 rad.

La courbe réelle de gain passe donc par le point de coordonnées (log w., -3 dB); celle de

phase par celui de coordonnées (log We, g)

w, s’appelle la pulsation de coupure a - 3dB du filtre.

w. 1

2r  2aRC

La bande passante a - 3dB du filtre est I’intervalle de fréquences [f; ; +oo[.

La fréquence de coupure a - 3 dB vaut f, =

L’intervalle [0; f.] est la bande coupée du filtre.

4.5 Le diagramme de Bode

G
45 1 05 LBaos 1 4s

T togg(8)

@

pente de
+ 20 dB/déc.

-15
-20

=25

-0
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4.6 Utilisation particuliere du filtre

Role de dérivateur : pour les composantes de fréquences f < {—6 la fonction de transfert est

équivalente a jTw.
jwel® est la dérivée par rapport au temps de ¢/“’. La multiplication par jw traduit donc la

dérivation par rapport au temps des composantes de fréquences f < 1—6 .

Le signal de sortie est donc le dérivé par rapport au temps, a un coefficient multiplicateur 7
pres, du signal d’entrée lorsque sa fréquence est petite devant celle de coupure.

5. Filtre passe-bas du second ordre

5.1 Schéma électrique (figure 4a) :

1. (0) c—— ¥ nm

a fig 4 b

5.2 Comportement qualitatif du filtre

e En basses fréquences, le condensateur se comporte comme un circuit ouvert et coupe le
courant électrique dans la maille. Les tensions aux bornes de la résistance et de la bobine sont
nulles. La tension d’entrée se retrouve donc en sortie aux bornes du condensateur.

e En hautes fréquences, le condensateur se comporte comme un court-circuit et la tension
a ses bornes tend vers 0. Cet effet est renforcé par le fait que la bobine se comporte comme
un circuit ouvert en hautes fréquences. Le filtre laisse donc < passer > les tensions de basses
fréquences.

5.3 Fonction de transfert
e La fonction de transfert est obtenue en utilisant le diviseur de tension :

w®  Z 1

H = = =
B = 0~ zv2, vz, 1-LCa +jRCw

dont la forme canonique est :

1

H) = Ta5E

(14-6)

1 1 w . .
—, — = RCuwy et la pulsation réduite u = —, sans dimension.
LC Q wo
e Le module de la fonction de transfert est :

en posant (,U% =

1

Ja -7+ 57

|H(w)| =
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son argument :

si O<u<l;

u
arg H(w) = — arctan (m)

u .
arg Hw) = —m — arctan(m) si 1<u.

o Leurs limites en basses et hautes fréquences sont :
lim [Hw)|=1 et lim |Hw)|=0;
w—0 T w—+oo T

lim0 argHw) =0 et lim arg H(w) = -n.

e Le module de H(w) présente un maximum (une résonance) si le facteur de qualité Q >

1 1
—— - Cette résonance a lieu pour la pulsation réduite u, égale a /1 — 2_Q2 soit une pulsation
( s _ 1
de résonance w, égale a wo u, = wo 4|1 — 2_Q2 .
Q . 1
On a alors : |ﬂ(a),.)| = ——— > | puisque 0 > — -
1

V2

A

5.4 Les comportements asymptotiques

e Lorsque w — 0, Hw) — 1, Gy — 0dB et arg H(w) — Orad.
La courbe asymptotique de gain est une droite horizontale d’ordonnée 0 dB.
1 ¢
e Lorsque w — +00, on a H(w) ~ —— soit Ggp ~ —40log (w_) dB; arg H(w) ~ —rrrad.
u wo

Le gain en hautes fréquences varie comme 40 log wy — 40log w. Sa courbe asymptotique est
donc une droite de pente négative égale a - 40 dB par décade, notée - 40 dB / déc.

e Les asymptotes se coupent pour une pulsation w, telle que 0dB = —40log (&) soit
wo

w. = wy. Le gain correspondant est de 0 dB.

La fonction de transfert a la pulsation wg vaut H(wg) = —jQ. Son module est O, son gain égal

a201log Q et son argument _7_2r rad.
5.5 Les diagrammes de Bode

1
Deux allures de diagramme de Bode se dessinent selon que Q < — :

V2

G
48 1 s L8 as
]

-0

-20

-30

-40

-50

B0 :73
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-20

-30 pente de
-40 dB/ déc.

-50

-0

fiz 6

6. Filtre passe-bande du second ordre

6.1 Schéma électrique

Le filtre de tension passe-bande le plus simple que I’on puisse concevoir est celui dont le
schéma est donné sur la figure 4b.

6.2 Comportement qualitatif du filtre
e En basses fréquences, le condensateur se comporte comme un circuit ouvert et coupe le
courant électrique dans la maille. La tension aux bornes de la résistance est nulle.

e En hautes fréquences, la bobine se comporte comme un circuit ouvert et coupe a son tour
le courant électrique dans la maille. La tension aux bornes de la résistance tend vers 0. Le
filtre coupe les hautes et les basses fréquences. Il ne laisse donc <« passer » que les tensions
de fréquences intermédiaires dans une certaine bande passante.

6.3 Fonction de transfert
e La fonction de transfert est obtenue en utilisant le diviseur de tension :
u (t Z ijRC
H(w):—s(): =R — ] 0.).
- u(t) Zp+Z, +Z- 1 - LCw? + jJRCw
dont la forme canonique est :

% 1
H(w) = = (14-7)
-2 +j5  1+jo(u-1)

avec les mémes définitions de wy, Q et u que pour le filtre passe-bas du second ordre.

e Le module de la fonction de transfert est :
1

[Hw) | = 5
1+0%(u-1)

son argument :
1
arg H(w) = —arctan Q (u - —).
u

e Leurs limites en basses et hautes fréquences sont :
lim |Hw)|=0 et lim [Hw)|=0
w—0"" w—+oo T

. T . T
3}12}) arg H(w) = 5 et wl_lfw arg Hw) = ~5
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6.4 Les comportements asymptotiques
o Lorsque w — 0,ona: H(w)~ Ja GdB~2010g(Q)dB argH(w)~—rad

Le gain croit comme 20 log w — 201og(Qwy) en basses fréquences, donc I’asymptote sur le
diagramme de Bode est une droite de pente + 20 dB / déc.

1
e Lorsque w = +ooona: Hw)~ ? ; Ggp~—20log(Qu)dB; arg H(w) ~ —g rad.
jQu

Le gain varie comme —20 log w — 20 log 2 en hautes fréquences, donc sa courbe asymp-
wo

totique est une droite de pente négative égale a - 20dB / déc.

e Les asymptotes se coupent pour une pulsation w, telle que :
20log w. —201og(Qwyp) = —201log w, — 20 log (g) Soit W, = wy.
wo

Le gain correspondant est de —20log Q. La fonction de transfert a la pulsation wy vaut
H(wp) = 1, son module 1, son gain 0 dB et son argument 0 rad.

La courbe réelle de gain passe donc par le point de coordonnées (log wy, 0 dB) ; celle de phase
par celui de coordonnées (log wy, 0).

e wy s’appelle la pulsation de résonance du filtre.
W 1
La fréquence de résonance vaut f; = =0 =

21 2xvIC

6.5 Le diagramme de Bode

1
Deux allures apparaissent selon que Q < 7 ouQ > - Elles sont données figures 7 et

8.
Gap -
. F
2z
A5 -0.5/\0.5X1 15 1
pente de log (-2} 5 n o
+20 dB/dec. -5 0 ey glG"C-JC’
15 4 05 0 oE 1 15
-0
0.5
o pente de
-20 dB/déc. A

fig. 7
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G o
i8 4 05 LB os* 4 18 T
b 7
To(Ey
lo-giﬂ(c.:&' 1
A0 o (@)
pente de lo210(a7)
£20 dB/dé S !
2 Jdéc. i pente de AE T os u 085 1 15"
-20 dB/dec. -0.5
25
-
a0
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fig. 8 2

6.6 Largeur de bande passante a —-3dB

1
o (C’est I'intervalle de fréquences telles que |ﬂ (u))l > % .

La résolution de cette inéquation conduit a trouver I’intervalle de valeurs de u : [u, ; uy]

1 1 1
avecumz—E+ 1+4—Q26tuM=E+ 1+4_Q2
A
La mesure de I’intervalle des pulsations réduites Au = up — u,, = oe T permet d’en
wo 0
déduire la largeur de bande passante recherchée :
Jo
Af == (14-8)
Q

¢ La bande passante représente 1’intervalle des fréquences des tensions sinusoidales sur les-
quelles le filtre agit peu. Sa largeur est d’autant plus étroite que le facteur de qualité est élevé
ou son amortissement faible.

Les tensions dont les fréquences sont hors de la bande passante voient leurs amplitudes d’au-
tant plus diminuées que leurs fréquences sont éloignées des limites de celle-1a. On dit qu’elles
sont < coupées >, ¢’est-a-dire éliminées par le filtre. Ce dernier joue donc un role de sélecteur -
imparfait - d’une gamme donnée de tensions sinusoidales, celles dont la fréquence appartient
a la bande passante.

N Ilest fréquent que < largeur de bande passante > et < bande passante > soient confon-
dues : la mesure est alors prise pour I’ensemble.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Une tension sinusoidale de fréquence 5 kHz et d’amplitude U,, = 5V attaque
un filtre passe-bas du premier ordre de fréquence de coupure égale a 3 kHz.

Déterminez I’amplitude de la tension de sortie du filtre.

Exercice 2 : Déterminez la fréquence de résonance f; et la largeur de la bande passante
Af d’un filtre passe-bande dont le schéma électrique est celui de la figure 4b avec R = 470 Q,
L=36mHetC =22nF.



Mécanique

1. Cinématique du point matériel et du solide

La cinématique est I’étude des mouvements des corps matériels indépendamment des causes
qui les produisent.

1. Espace et temps classiques

1.1 L’espace classique

e Nos perceptions sensorielles communes nous invitent a placer les événements décrits et
étudiés dans le cadre de la physique classique dans un espace a trois dimensions (< longueur-
largeur-hauteur >), continu, homogeéne, isotrope et euclidien.

o [’homogénéité de I’espace signifie qu’il n’y a pas de position privilégiée : la translation
(au sens géométrique) d’une région donnée de I’espace a une autre d’une expérience n’induit
aucune modification quant a son déroulement.

e Son isotropie signifie qu’il n’y a aucune direction privilégiée : la rotation d’une expérience
(1a encore au sens géométrique) n’a aucune incidence quant a son déroulement.

e Enfin, son caractére euclidien exprime la possibilité d’y procéder a des mesures de dis-
tances et d’angles conformes aux postulats de la géométrie euclidienne.

e [a continuité de la droite réelle, similaire a 1’intuition de continuité selon 1’une des direc-
tions quelconque de notre espace physique, et le caractere tridimensionnel de 1’espace nous

font choisir pour modéle mathématique de sa représentation, 1’espace R>.

1.2 Le temps classique

Le temps classique est concu comme s’écoulant uniformément (il n’y a pas de date pri-
vilégiée) et identique pour tous les observateurs quels que soient leurs états de mouvement.

2. Repérage dans I'espace

2.1 Référentiel

Un référentiel est un solide de référence muni d’un repere de projection et d’une horloge
pour repérer les instants. La définition repose sur I’intuition que nous possédons de la notion
de solide qui sera précisée par la suite.

2.2 Les reperes couramment utilisés

Un repere de projection est constitué d’un point origine O et de trois vecteurs constituant une
base orthonormée directe.
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Coordonnées Vecteur de position Cordonnées de M
cartésiennes
z
4
z M OM =
M(x, Yy, z)
xCr+y ey +2€,.
M(r, 0,z
OM =r2e, +7¢.. ( )
r=0
M(r,6,¢
OM =r7¢, ( )
r=0 ;0<60<nm

Le rapport entre les bases est :

base cartésienne-base cylindrique
€, = cosf€,+sind¢,
©p=-sin0 €, +cosh €,

base cartésienne-base sphérique

1s-1)
(15-2)

©,= sinf cosp €, +sinf sing€, +cosdE,

Ep= cosf cosp €, +cosh sing €, —sinf €,

€, =

—sing €, +

cos @€y

Les directions des vecteurs des bases cylindriques et sphériques ne sont pas fixes dans 1’es-

pace et évoluent avec le point M.

N Les vecteurs de base de tous les reperes présentés sont dénués de dimension physique :
ceci se traduit par ’absence d’unité apres la valeur de leur norme ou de leur produit scalaire.
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2.5 Correspondances entre les repérages

Les coordonnées dans les différents reperes utilisés sont naturellement liées entre elles.
o Entre les coordonnées cartésiennes et cylindriques :

x=rcosf r= /x2+y2
y=rsinf 6 = arg(x + iy)
“=z 7=z

o Entre les coordonnées cartésiennes et sphériques :

. — J2e2 42
x =rsinf cosyp r Ay tz

y=rsinf sing

z
0= arccos(—]
z=rcosf Va2 + 32+ 22

¢ = arg(x +1y)
2.6 Repérage dans le temps

Un ensemble arbitraire d’événements se succédant est choisi, qui constitue une chronologie.
Ces événements sont numérotés dans 1’ordre croissant selon leur succession.

< Repérer un événement dans le temps >, c’est désigner I’événement de la chronologie
avec lequel il coincide et lui affecter le méme numéro, que 1’on appelle I’instant auquel
I’événement s’est produit.

2.7 Limites du cadre classique

La mécanique classique postule un espace euclidien. La relativité générale dans le cadre de
laquelle la théorie cosmologique de Big Bang s’inscrit, décrit & grande échelle un espace
ou les postulats de la géométrie euclidienne sur les paralleles sont suspendus. De méme,
postule-t-elle un temps universel, identique pour tous les observateurs, quel que soit leur état
de mouvement. Les relativités restreinte et générale abolissent cette vision et inventent autant
de temps que d’observateurs, chacun de ceux-la étant solidaires des états relatifs de mouve-
ment de ceux-ci.

Cependant, la mécanique classique continue de présenter un cadre de description des phé-
nomenes physiques largement adéquat pour un grand nombre d’entre eux, encore utile aux
ingénieurs et aux techniciens.

3. Description du mouvement d’un point matériel

3.1 Notion de point matériel

Tout corps C dont les dimensions selon les trois directions de 1’espace sont petites devant les
distances que le corps peut étre amené a parcourir peut étre assimilé a un point. Ce corps
ayant une masse, on parle de point matériel.

N La Terre n’est certainement pas un point matériel pour nous! Elle le devient peu ou
prou lorsque I’on étudie son mouvement autour du Soleil. La notion est donc toute relative et
il faut savoir, pour chaque probleme, se poser la pertinence de son adoption.

3.2 Notion de mouvement

Soit un référentiel R; un point matériel M est en mouvement par rapport au référentiel R
si ses coordonnées dans un repere de projection attaché a ce référentiel varient au cours du
temps.
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Le mouvement est une notion relative : un point M, fixe dans le référentiel R sera mobile par
rapport a un référentiel R" en mouvement par rapport a R.

= e langage importe : affirmer < le point matériel M est en mouvement > sans préciser
le référentiel par rapport auquel on parle est dénué de sens !

3.3 Trajectoire d’un point matériel

La trajectoire 7~ d’un point matériel M dans le référentiel R est ’ensemble des points de
I’espace successivement occupés par M au cours de son mouvement dans le référentiel.

Si le mouvement se déroule, sur I’intervalle de temps [#; ;] C R, alors :
T = {(x(0,50,20)) 5 t € [t15 12]].
La trajectoire est une courbe géométrique plus ou moins simple : droite, cercle, parabole,

ellipse, ... ou des portions seulement de ces courbes.

Comme le mouvement, la trajectoire est relative.

3.4 Vecteur-vitesse et vecteur-accélération

e La vitesse du point matériel M dans le référentiel R est le vecteur dérivé par rapport au
temps du vecteur position de M dans R :

—

doM
Vuyr(t) = TR (15-3)
R

C’est un vecteur qui est tangent en chacun des points de la trajectoire.

I 14 confusion est souvent possible entre la < vitesse >, en tant que vecteur et la < vi-
tesse > en tant que norme du vecteur-vitesse. Le contexte doit vous aider a repérer ce qui est
demandé. 1l est toujours plus prudent, en cas de doute de travailler sur le vecteur-vitesse puis
de donner sa norme.

e Le second élément de description du mouvement est 1’accélération du point M dans le
référentiel R. Elle est définie comme le vecteur dérivé par rapport au temps du vecteur vitesse
de M dans le méme référentiel :

dv &2 0OM
Zur() = d’t”m =~ | O (54
R R

e Cordonnées cartésiennes

V() = XO) @+ 3() €y + 2() €,  apour norme : vyyg = \/fz(t) + (r(t) Q(I))2 + 22(p).

(1) = X0 @+ $(1) &, + Z() €,  a pour norme : ayr(f) = \/)'éz(t) + $2(1) + 72(b).



272 Physique

e Cordonnées cylindriques

Vur®) = i) €, +r)f(1) Cy+2(1) @, apournorme : vy g = \/ifz(t) + (r(t) é(t))2 + 22(1).

anr = (f - r@z) €,+(ré + 2?9) € +7€&, denorme:ayg = \/(r - r92)2 + (ré + 2;”9)2 + 72,

N Le passage du vecteur vitesse au vecteur accélération en coordonnées cylindriques doit
se faire en prenant soin de dériver les différentes coordonnées de positions et les vecteurs de
base, non constants puisque leur orientation change avec le déplacement du point matériel.

4. Exemples de mouvements du point matériel

Tout les mouvements décrits dans cette section concernent un seul point matériel et se pro-
duisent dans un méme référentiel R. Nous omettrons de rappeler a chaque fois I’indication
indiciaire < pyg > ce qu’il faudrait faire en toute rigueur, en I’absence d’ambigiiité.

Le référentiel est muni d’un repere de coordonnées cartésiennes et d’un repere de coor-
données cylindriques.

4.1 Mouvement rectiligne uniforme

e Le mouvement d’un point matériel est rectiligne uniforme si son vecteur-vitesse est
constant au cours du temps. Sa direction, son sens et sa norme sont constants au cours du
temps.

La trajectoire du point est alors une droite parcourue a vitesse (norme) constante v. Le repere
naturel d’un tel mouvement est celui de coordonnées cartésiennes dont un des vecteurs de
base serait serait colinéaire au vecteur vitesse.

e Dans le cas général, notons en coordonnées cartésiennes :

Vox = Vo
Vo ovy=0 et v=|wl
Vo; = 0

Le vecteur-vitesse du mouvement de M et sa norme étant constants, les équations horaires
des coordonnées du point M sont :
Voxt + Xo
—
OM() : Yo
20

(xo0, Y0, 20) étant les coordonnées du point atteint par le point M a I’instant ¢ = 0. Ces équations
horaires sont aussi les équations paramétriques de la trajectoire de M dans le référentiel.

4.2 Mouvement uniformément accéléré

e Le mouvement d’un point matériel est uniformément accéléré si son vecteur-accélération
est constant au cours du temps. Sa direction, son sens et sa norme sont constants au cours du
temps.

Le repere de coordonnées le plus adapté a I’étude du mouvement est celui de coordonnées
cartésiennes : afin de faciliter les calculs, 1’un des vecteurs de base, € par exemple, est dirigé
suivant le vecteur-accélération.
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e Posons que I’accélération d’un point matériel est, en cordonnées cartésiennes :

a
=Z:|0
0

Par intégration du vecteur-accélération entre I’instant initial # = O et un instant ¢ quelconque,
on obtient le vecteur-vitesse du point matériel :

at + voy
7 < | Yoy
0

car il est toujours possible de décomposer le vecteur-vitesse a 1’instant initial en sa compo-
sante suivant la direction de 1’accélération, v,, et sa composante perpendiculaire a 1’accé-
lération et de prendre le second vecteur de la base (€, par exemple) suivant la direction de
la composante perpendiculaire de la vitesse qui a alors pour projection sur ce vecteur voy, sa
troisiéme composante sur €, s’annulant par le choix ainsi fait, sans restreindre la généralité
du probleme.

e En intégrant le vecteur vitesse par rapport au temps, on détermine le vecteur position en
fonction du temps :

1 2
e Eat +vor I+ Xo
| voyf+Yyo
20

ol (xp, Yo, 20) désigne les coordonnées de la position du point matériel a I’instant initial.

e Le mouvement se déroule dans le plan de coordonnée 7z = z, perpendiculaire 3 @ et 2

70 = VOx?x + Voy?y.

L’équation de la trajectoire est obtenue en éliminant le parametre temps entre les équations
horaires x() et y(¢). On obtient :

2
1 _ —
x=—a(y yo) +V0X(y yo)+X()
2 Voy Voy

dans laquelle on reconnait 1’équation d’une parabole de sommet S de coordonnées cartésiennes

2
(——0", o - —2, ZO} d’axe (S, @.)-
2a a

Le point matériel passe par le sommet de sa trajectoire a I’instant tg = L
a

Cet instant n’est postérieur a I’instant initial que si a.vo, < 0 soit @ - Vo < 0 : la vitesse ini-
tiale doit posséder une composante selon la direction de 1’accélération dirigée en sens opposé
a cette derniere.

Au cours du temps, v,(7) s’annule puis devient positif et le mouvement se poursuit dans le
sens de I’accélération.

4.3 Mouvement circulaire uniforme

e Le mouvement d’un point est circulaire uniforme si sa trajectoire est un cercle ou un arc
de cercle parcouru a « vitesse » constante. Le repere de projection le plus simple pour étudier
ce type de mouvement est celui de coordonnées cylindriques dont I’axe (Oz) est perpendicu-
laire au plan de la trajectoire et contient le centre du cercle.
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) (r(t), H(t),z(t)) étant les coordonnées du point matériel M, la trajectoire est paramétrable

par r(t) = R, le rayon du cercle sur lequel s’inscrit la trajectoire, et z(f) = zp, I’altitude du plan
de la trajectoire.

Les composantes de la vitesse dans la base (€,, €, €) sont :
0
V| ROGO)
0
Seule la norme du vecteur-vitesse peut étre constante puisque sa direction varie a tout instant.

La vitesse angulaire 0(r) = w est donc constante. On en déduit les coordonnées complétes
du point matériel en coordonnées cylindriques :

(R, wt + 6y, zo).

L’angle polaire qui repere la position du point matériel sur le cercle varie linéairement au
cours du temps, ce qui signifie que sa rotation a toujours le méme sens : dans le sens trigo-
nométrique si w > 0, dans le sens horaire sinon.

e [accélération a pour composantes dans la méme base que la vitesse :

-Rw’
=Z:|0 soit 2 =-Ruw*?e,.
0

Le vecteur-accélération est dirigé a tous instants vers le centre de la trajectoire : il est cen-
tripete. Sa norme est constante égale 2 R w?. On peut ainsi retenir le schéma suivant :

V()

M

OM =r7e,

fiz 4

4.4 Mouvement circulaire non uniforme

Si le mouvement est circulaire de rayon R mais non uniforme, é(¢) cesse d’étre une constante
au cours du temps. Les vecteurs-vitesse et accélération s’en déduisent :

0 -RO(1)
v :| RO soit = :| RO(D
0 0

Si la vitesse est toujours tangente en chaque point de la trajectoire, I’accélération cesse d’étre
centripete. Elle est cependant toujours dirigée vers I’intérieur de la concavité de la trajectoire.
Cela donne le schéma suivant :

(Cas ou M
accelére)
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5. Mouvements du solide

5.1 Définition du solide
Un solide est un ensemble S de points, connexe ou non, tels que la distance entre deux points
quelconques de S soit constante au cours du temps.

Ceci définit un solide idéal tres différent de celui qu’étudie la mécanique des milieux dé-
formables en ce qu’elle s’intéresse aux déformations qu’un solide peut subir sous ’effet de
contraintes mécaniques.

Par ailleurs, ce solide parfait est incompatible avec les conséquences de la théorie de la rela-
tivité restreinte.

5.2 Champ des vitesses

e La constance a tous instants de la distance entre deux points quelconques du solide
implique une relation particuliere entre leurs vitesses. Soit le référentiel R dans lequel on
étudie le mouvement du solide ; soit M et P deux points du solide, MP = cte peut s’écrire

MP-MP = cte®. La dérivée par rapport au temps dans le référentiel R de 1’expression
précédente conduit a :

W-?:o.

Or, la dérivée par rapport au temps du vecteur est égale a la différence des vitesses de chacun
des deux points dans le référentiel R : V P/R — _V’M/(R. Son orthogonalité a tous instants au

vecteur MP se traduit par I’existence d’un vecteur ﬁs/qg(t) tel que :
71:/7{ —7M/7g = 33/7{(2‘) A m (15-5)

On appelle 53/R(t) le vecteur-rotation instantané du solide dans le référentiel R.
(15-5) est la relation de Varignon.

o (’est bien le méme vecteur-rotation qui sert, a un instant donné, pour exprimer la relation
de Varignon entre deux points quelconques du solide.

5.3 Exemples

° ?2)3/«R(t) =0 : tous les points du solide possedent la méme vitesse. Le solide est dit en
translation dans le référentiel R. Il se déplace parallelement a lui-méme dans ce référentiel.

Si de plus la direction de la vitesse commune a tous les points de S est constante, on parle
de translation rectiligne du solide dans R, par exemple un solide glissant sur un plan incliné
sans tourner sur lui-méme.

Si la vitesse commune des points est de la forme LO €y dans un repere de coordonnées cylin-
drique adéquat, le solide est dit en translation circulaire dans R, par exemple une nacelle de
manege de type « grande roue ».

o Bgr(t) = 00)2. = w(2..
Placons I’origine O du repere de coordonnées cylindriques sur I’axe de rotation ; O est fixe
dans R donc sa vitesse est nulle.

La relation de Varignon entre O (point appartenant au solide ou considéré comme solidaire)
et un point M de coordonnées (rM, Oy (1), zM) du solide conduit a :

VM/R = ﬁ(l‘) A 6—]_‘4) = VMO.)(Z‘)?Q = VMGM(I)?G (15-6)
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puisque OA_4) =ry €, + ZM?Z, ou ry, représente aussi la distance de M a 1’axe de rotation.

N Tous les points du solide possédent la méme vitesse angulaire 0(t).

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Calculez la vitesse et I’accélération d’un point matériel dont le vecteur posi-
tion dans le repere de coordonnées cartésiennes (0,?,(,?},,?1) du référentiel R est :

Pour 0<r<5s,

Pour 5s<t<10s,

oM -

OM

x(t) =
(@) =
z(H) =

x(t) =
y(®) =
z2(H) =

3t
4¢
0

3t+0,21(t - 5)°
4t +0,28(1 — 5)*
0

Donnez les équations des portions de trajectoire.

Exercice 2 : Les lois horaires d’un point matériel M dans un référentiel R donné sont,
dans un repere de coordonnées cartésiennes : x(f) = a cos(wt), y(f) = asin(wt), z(t) = vt.

Exprimez la vitesse et I’accélération de M dans R et calculer leur norme.
Déterminez I’équation cartésienne de la projection de la trajectoire dans le plan xOy.
Qualifiez le mouvement de M dans R.



Mécanique

2. Dynamique du point matériel

La dynamique est la partie de la mécanique consacrée a I’étude et a la prévision des mouve-
ments des corps matériels dans des référentiels donnés, en se fondant sur les causes qui les
produisent.

1. Eléments de cinétique

1.1 La masse

o La dynamique fait appel a la notion de masse dans I’expression des grandeurs physiques
auxquelles elle s’intéresse.

A tout corps ou tout point matériel est attaché un scalaire positif, sa masse m, indépendante
de I’état de mouvement de I’observateur, chargé de traduire la plus ou moins grande aptitude
de ce corps a persister dans son état de mouvement, ce que I’on appelle sa plus ou moins
grande inertie.

Cette masse est dénommée masse inerte, par opposition a la masse pesante du méme corps,
sa masse comme scalaire traduisant I’interaction gravitationnelle a laquelle elle est soumise
de la part de tous les autres corps et dont elle est elle-méme une source.

La mécanique classique a constaté expérimentalement la constance du rapport des deux
masses pour tous les corps matériels qu’elle a étudiés, la relativité générale en a postulé
leur identité.

e Lamasse est une des dimensions de fondamentale de la physique, notée M. Son unité dans
le Systeme International est le kilogramme, de symbole kg.

1.2 Le centre d’inertie

Si I’on considére un ensemble S de points matériels de masse {m;};=;.._,, Occupant respec-
tivement les positions {M;};=1,_, a un instant ¢ dans un référentiel R d’origine O, le centre
d’inertie ou centre de masse du systéme de points, noté G, est défini par la relation :

MsOG =" mOM, ou Ms= ) m. (161
i=1

i=1

M est la masse du systeme des points matériels. Cette grandeur est postulée étre une gran-
deur additive en mécanique classique, ce qui cesse d’étre exact a I’échelle nucléaire.
US° e centre d’inertie peut étre un point géométrique ne coincidant avec aucun des points
matériels du systeme.

e La définition du centre d’inertie se généralise a un corps solide, qu’il suffit de concevoir
comme une collection continue de points matériels.

1.3 La quantité de mouvement

e On appelle quantité de mouvement d’un point matériel de masse m dans un référentiel
R dans lequel sa vitesse est V My le vecteur :
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e Pour le systeme S de points matériels décrit au paragraphe précédent, ou pour un corps
solide, cette grandeur est postulée comme étant additive et 1’on définit la quantité de mouve-
ment du systéme S dans le référentiel R, notée P g/, par :

n
Psir = Z m;V /R
i=1

e La dérivation par rapport au temps, dans le référentiel R, de la relation (16-1) définissant
le centre d’inertie du systeéme conduit au résultat trés important :

?S/‘R = Mst/R. (16-3)

La quantité de mouvement totale du systeme matériel est égale a la quantité de mouvement de
son centre d’inertie auquel est attaché toute la masse du systeme. On 1’appelle la résultante
cinétique.

e La quantité de mouvement a pour dimension : M.L.T~!. Son unité est le kg.m.s™".

2. Lois fondamentales

Trois principes fondamentaux inséparables les uns des autres constituent le socle sur lequel
repose le caractere opérationnel de la dynamique classique.

2.1 Principe d’inertie

Principe d’inertie pour un point

1l existe des référentiels, appelés référentiels galiléens ou inertiels, dans lesquels un point
matériel qui n’est soumis a aucune force est au repos ou posséde un mouvement rectiligne
uniforme.

Principe d’inertie pour un corps

1l existe des référentiels, appelés référentiels galiléens ou inertiels, dans lesquels le centre
d’inertie d’un corps matériel qui n’est soumis a aucune force est au repos ou posséde un
mouvement rectiligne uniforme.

2.2 Principe fondamental de la dynamique

Principe fondamental de la dynamique
Dans un référentiel galiléen R,, la dérivée par rapport au temps de la quantité de mouvement
T M/, d’un point matériel M, de masse m et de vitesse V myr, dans le référentiel, ou celle

Ps/r d’un corps matériel est égal a la résultante des forces Z? qui s’exercent sur le point
ou le corps

TP, =37 o Pom, =37 as4

dr B dr -
RH Rg

e Ce principe est souvent écrit, pour un point matériel ou pour un systeme matériel de masse
Mg constante :

mRym, = Y F ou MsEgm = ). 7, (16-5)
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ouz MR, etag /R, sont les accélérations respectives du point M et du centre d’inertie G dans
le référentiel galiléen. On désigne parfois par résultante dynamique la quantité Ms2¢ IR+

e On en déduit que la dimension de toute force est M.L.T™2. Son unité est le newton, de
symbole N.Ona: 1 N=1kgm.s>.

N Cest le mouvement du seul centre d’inertie G du corps solide que le principe fonda-
mental permet de prévoir. Cependant, si ce corps est en translation rectiligne ou circulaire
dans le référentiel, alors la connaissance du mouvement de G implique celle du mouvement
de tous les autres points du solide.

2.3 Principe de I’action et de la réaction

e Lorsque deux points matériels M| et M, sont en interaction, le point M; (resp. M>)

exercant une force 7 12 (resp. 721) sur M, (resp. M), le principe de I’action et de la réaction
énonce que la résultante vectorielle des deux forces est nulle et que les deux forces sont co-
linéaires & la droite joignant M, a M,.

Tu+fn=0 e MMAT,=0. (16-6)

ot
~

fig. 1

e Ce principe a une conséquence importante sur les forces a prendre en compte lors de
I’étude du mouvement du centre d’inertie d’un corps solide C. La solidarité qui existe entre
ses points traduit en effet 1’existence de forces d’interactions entre chaque couple de ses
points. Ecrivons le principe fondamental de la dynamique dans un référentiel galiléen, pour
chaque point matériel M; du solide C, en séparant parmi les forces qui s’exercent sur lui celles
qui ont leur source a I’extérieur du corps, que nous désignerons par forces extérieures, de
celles qui proviennent des autres points du corps en question, les forces intérieures :

mi?Mi/Ry = Z?ext—»M; + Z?M/-)M;
J

En faisant la somme membre a membre de toutes les équations traduisant le principe fon-
damental pour chacun des points M; du corps matériel, la résultante des forces intérieures
s’annule, ces forces s’annulant deux a deux en vertu du principe de ’action et de la réaction
et la somme des termes du membre de gauche n’est autre que la résultante dynamique du
systeme. Ainsi, nous pouvons maintenant préciser la forme prise par le principe fondamental
de la dynamique pour un solide :

Théoreme de la résultante cinétique
La dérivée de la résultante cinétique d’un systeme matériel dans un référentiel galiléen est
égale a la résultante des forces extérieures qui s’exercent sur lui :

MsaGg, = Z Z?ext—»Mi = Z7m- (16-7)
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2.4 Conservation de la quantité de mouvement d’un systeme isolé

e Un systeme matériel (point ou corps) est dit isolé s’il n’est soumis a aucune force.

D’apres le principe fondamental de la dynamique, la dérivée par rapport au temps de sa
résultante cinétique est nulle donc sa résultante cinétique est constante dans tout référentiel
galiléen.

C’est ce que 1’on appelle la conservation de la quantité de mouvement d’un systeme isolé
dans un référentiel galiléen.

e Il en est de méme pour un systeme pseudo-isolé pour lequel c’est seulement la résultante
des forces qui est nulle.

2.5 Invariance des forces

La mécanique classique ou newtonienne postule 1’invariance des forces dans tous les réfé-
rentiels, galiléens ou non. C’est cette invariance qui permet de prouver que deux référentiels
galiléen sont obligatoirement en translation rectiligne uniforme 1’un par rapport a 1’autre.

En effet, si un méme bilan des forces peut étre fait pour deux observateurs galiléens, alors :
m?M/Rg = 27 et mEYM/R; = 27

Par différence, @ M/R, -7 MR, = 0 d’oti ’on tire, grace a la définition des accélérations, que
la différence des vitesses est constante : V yz, — Vayr, = V&,/R,. cette différence étant la
vitesse du référentiel R, par rapport au référentiel R,.

3. Conseils pour résoudre un probleme de mécanique

3.1 Définition du systeme
Le premier choix a faire est de définir précisément le systeme étudié. Ceci ne pose aucun
probléme si le corps est assimilable a un point matériel.

En revanche, pour un systeme composé de plusieurs solides, c’est plus délicat : il est possible
de définir le systeme dans son ensemble et d’espérer obtenir quelques propriétés sur le mou-
vement de son centre d’inertie. Cependant, le plus souvent, il vaut mieux considérer chacun
des corps comme autant de systemes a étudier simultanément.

3.2 Choix du référentiel

Le référentiel a choisir est celui dans lequel on pressent que le mouvement ne sera pas trop
compliqué et aisément interprétable. On veille a ce qu’il puisse €tre considéré comme ga-
liléen pour le mouvement considéré.

3.3 Bilan des forces

On recense toutes les forces qui vont intervenir dans le mouvement du systéme, sans oublier
les réactions de supports éventuels. On a intérét a faire un schéma stylisé soigné du probleme
qui aidera pour les deux étapes suivantes.

3.4 Choix du repere de projection

On choisit le repere orthonormé de projection qui devrait étre le plus pratique, a savoir celui
dans lequel les forces et en particulier celles de réaction des supports auront le plus de com-
posantes nulles.

N Prenez le temps de bien choisir le repére car un probléme simple lorsqu’il est traité
dans un certain repére peut se révéler tres délicat a traiter dans un autre.



16 e Mécanique 2 : dynamique du point matériel 281

3.5 Application du principe fondamental de la dynamique

e Appliquer le principe fondamental permet d’obtenir les équations différentielles portant
sur les variables de position qui identifient le systeéme. Ces équations sont obtenues en :

@ écrivant I'une des deux relations : (16-5) pour un point matériel ou (16-7) pour le centre
d’inertie d’un solide en translation ;

@ en exprimant le vecteur accélération du point ou du centre d’inertie du solide en fonction
des dérivées secondes de leur vecteur position ;

® en projetant les forces dans le repere de projection choisi.

e Les mouvements étudiés sont souvent, dans un premier temps, unidimensionnels. Il vous
faut donc présenter une équation différentielle portant sur la seule variable de position per-
tinente de sorte qu’aient pu €tre éliminées les réactions inconnues des supports. Une telle
équation est ce que 1’on désigne fréquemment comme 1’équation du mouvement.

3.6 Les lois horaires du mouvement

La résolution du systéme des trois équations différentielles issues de la traduction du prin-
cipe fondamental ou du théoréeme de la résultante cinétique et la connaissance des conditions
initiales (position et vitesse a I’instant initial) permettent d’exprimer les lois horaires du mou-
vement étudié du point matériel ou du solide en translation.

3.7 L’équation de la trajectoire

Lorsque le temps peut étre éliminé entre les lois horaires du mouvement du point matériel,
on peut obtenir I’équation de sa trajectoire dans le référentiel d’étude.

4. Caractere galiléen des référentiels

4.1 Le référentiel de Copernic

Appelé aussi référentiel de Kepler ou héliocentrique, il a pour origine le centre de masse du
systeme solaire et trois axes dirigées vers trois étoiles fixes.

Son caractere galiléen est établi par la conformité des mouvements qu’on y observe avec les
conclusions que nous pouvons tirer de notre connaissance des lois de force de la physique et
des principes fondamentaux de la mécanique.

4.2 Le référentiel géocentrique

Il a pour origine le centre d’inertie de la Terre et des axes fixes par rapport a ceux du référentiel
de Copernic. A priori, le mouvement de son origine n’étant pas rectiligne uniforme, ce
référentiel n’est pas galiléen dans 1’absolu. Cependant, il en constitue une bonne approxima-
tion lorsque les phénomenes étudiés durent peu devant la rotation annuelle du centre d’inertie
terrestre.

4.3 Le référentiel terrestre

Il a pour origine le point de la surface de la Terre ou le laboratoire se trouve et trois axes
solidaires de la Terre. A cause de la rotation propre de la Terre, il ne peut étre considéré
comme galiléen que pour des phénomenes dont la durée est petite devant la rotation diurne
de notre planete. C’est a lui que I’on se réfere quand on évoque comme référentiel d’étude le
< référentiel du laboratoire ».

5. Exemples de forces

5.1 Les forces fondamentales

e La force d’interaction gravitationnelle de Newton et celle qui en est dérivée a une
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échelle modeste de mouvement, le poids :

7 G MM,
m—m, — G NNy N
o MM |12

ol G = 6,67.107" m® kg~ .s72 est la constante de gravitation universelle.

Elle est déclinée 2 la surface d’un astre A en P = mg 2 00 g 5 est 'accélération de la pe-
santeur sur 1’astre en question.

Sur Terre, cette accélération posseéde, a nos latitudes, une norme g égale a 9, 81 m.s~2.

5" Dans un probléeme qui porte sur I’étude de I’interaction gravitationnelle, seule la force
d’interaction gravitationnelle doit étre recensée dans le bilan des forces, pas le poids! Cela
reviendrait en grande partie a recenser deux fois la force de gravitation !

o La force électromagnétique de Lorentz sur une particule ponctuelle de charge ¢, animée
d’une vitesse V dans un référentiel R, galiléen, plongée dans un champ électromagnétique

constitué d’un champ électrique Eetd’un champ magnétique B:
?L =q (ﬁ +V /\ﬁ),
dont la force électrostatique de Coulomb constitue I’expression statique.

o La force électrostatique subie par une charge ponctuelle g; située au point M, de la part
d’une autre charge ponctuelle g, située en M, est :

—
7 _9e MM,
RN ) 2y VA&

ot le facteur ~9.10° m.F! ; elle est identique 2 la force de Lorentz dans le cas statique

TEY
en I’absence de champ magnétique.

5.2 Les forces phénoménologiques

Elles prennent en compte des actions constatées sur les corps, mais difficilement exprimables
en termes d’interactions fondamentales, bien que ces dernieres en soient in fine les causes.
On se contente alors de les exprimer en fonction des variables qui nous sont accessibles et
font toujours apparaitre des coeflicients empiriques. Par exemple :

e La tension d’un ressort de raideur k et de longueur a vide /y, T = k(I - 1) .

e La poussée d’Archimeéde TI = —ps Vi g, ol py Vy est la masse du fluide déplacé, p;
étant sa masse volumique et V le volume de fluide déplacé .

o Les forces de frottement fluide comme la résistance de 1’air. De direction et de sens
opposés a la vitesse, de norme proportionnelle a une puissance n de la vitesse, variable en
fonction de la gamme de vitesse considérée, elle peut s’exprimer :? = -1y,

On prend souvent n = 1 car cette valeur permet une résolution analytique de 1’équation du
mouvement et qu’elle reflete d’ailleurs assez fidelement < aux faibles vitesses > les expériences.

5.3 Forces de liaison ou de contact

Elles sont censées modéliser les contacts entre solides.

Il existe trés peu de modeles pour ces forces. Parmi eux, les lois de Coulomb du frottement
de glissement.
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e Soit R = R, + R, la force qu’exerce un support quelconque sur le solide dont le
mouvement est étudié, 7 étant le vecteur normal au plan de contact entre les solides, dirigé
du support vers le solide et 7 un vecteur directeur du plan de contact, colinéaire 2 la vitesse
de translation du point de contact I solide par rapport au support V = v 7 ot v = [V|| > 0;

— si le solide est mobile par rapport au support, RV <0et R, = —f; R, ou f; est le coeffi-
cient de frottement de glissement dynamique ;

— s’il y est au repos, alors |R;| < f; R, ou f; est le coefficient de frottement statique f; < f;.

e Lorsqu’elles interviennent dans un modele, il est nécessaire de supposer le solide en mou-
vement pour déterminer son équation, de déduire ensuite de 1’une des autres projections du
principe fondamental de la dynamique les composantes des forces de contact et de vérifier
que I’hypotheése du mouvement est fondée, a savoir que la relation R, = —f; R, est satisfaite
par les conclusions des calculs.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Un projectile M de masse m est tiré dans le champ de pesanteur uniforme g
du haut d’une plateforme de tir avec une vitesse initiale V faisant un angle a avec I’horizon-
tale.

Etablissez les lois horaires du mouvement du point matériel en 1’absence de frottement.

Déduisez-en la portée du tir, si le projectile atterrit dans un plan en dénivelé H par rapport a
la plateforme.

Quel angle de tir choisir dans chacun des cas pour obtenir la plus grande portée, la vitesse
initiale vy du projectile étant fixée ?

Exercice 2 : Un pendule simple est constitué d’un point matériel M, de masse m, suspendu
par un fil inextensible et sans masse de longueur / attaché en O.

On suppose qu’il oscille dans un plan fixe vertical et que sa position y est repérée par 1’angle
6(1) que fait le fil avec la verticale descendante.

Retrouvez le raisonnement conduisant a I’harmonicité des petites oscillations du pendule.
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3. Point de vue énergétique

1. Puissance et travail d’une force

1.1 Puissance d’une force

Soit une force 7 dont le point d’application A se déplace a la vitesse V4/g & I’instant ¢ dans
le référentiel R.

La puissance cinétique ou puissance de la force 7 dans le référentiel R est :

Pr(f) =1 Vam. 71

e La dimension de la puissance est le produit de la dimension de la force par celle de la
vitesse, soit M.L2.T3.
Son unité est le watt, de symbole W.Ona:1W=1Js"'=1Nms™!=1kgm?s>.

N Comme la vitesse dépend du référentiel par rapport auquel elle est mesurée, il en est
de méme de la puissance.

e Une force est dite motrice dans le référentiel R si sa puissance y est positive, c’est a dire
si ’angle formé par les vecteurs force et vitesse est aigu ; sinon, la force est dite résistante.

Si la force est perpendiculaire au déplacement de son point d’application, sa puissance cinétique
est nulle.

1.2 Travail d’une force

e On appelle travail élémentaire d’une force 7 dont le point d’application A, animé de la
vitesse T/’A/qg a I'instant ¢ dans le référentiel R, s’est déplacé entre les instants ¢ et # + dt, la
quantité :

sW(7)=Px(f)dt =7 Vamdr. 17-2)

Comme V 4/ dt représente par ailleurs le déplacement élémentaire dOA = d7 du point
d’application de la force, il est fréquent de trouver comme définition du travail élémentaire :

SW=1-d7. 17-3)

e Le travail de la force 7 entre les instants #; et t,, entre lesquels le point A est passé de la
position A; a la position Ay, est :

WA1%A2(7)=f:2 6W(7)=f,1t2 PR(?)dt:f:z7~d7. 17-4)

o Ladimension du travail est le produit de la dimension de la force par celle du déplacement,
soit M.L2.T~2. Son unité est le joule, de symbole J. Ona: 1 J=1N.m = | kg.m.s™2, soit le
déplacement d’une force de un newton sur une distance de un metre, la force et le déplacement
étant colinéaires.
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1.3 Comment calculer un travail ?

e (C’est la forme (17-2) qui décrit le procédé opératoire par lequel exprimer le travail élé-
menaire puis le travail d’une force.

Prenons un repére de coordonnées cartésiennes (O,?x,?y,?z) dans le référentiel R ; dans

une des situations les plus complexes ol la force dépendrait de la position 7 et du temps ¢,
comme c’est le cas pour les forces de champ :

T (@)= £(7A) B+ £ (70) B+ £(70) 2
si le déplacement du point d’application A de la force a pour loi horaire
OA1) =T a(t) = A B4 + 140 By + 24D T,

et pour vitesse dans le référentiel R :

Var) = Pa) = 24 + 34Ty + 20T,
alors le travail élémentaire s’écrit trées completement :

SW (7 ) = (£ (Pa.1) 5a@) + £, (Pa).1) a0+ = £ (Fa(0).1) 2a(0) dr,

expression de la forme 6W (7 ) = F(t)dr.

e Le travail entre les instant f; et #, (ou entre les positions A; et A,) est alors :

Waon(7)= [ Fioa

4]
qui se calcule comme une intégrale normale (si I’on peut!).
2. L’énergie potentielle

2.1 Forces conservatives

Les travaux de certaines forces calculés le long de trajectoires différentes entre deux points A
et B quelconques sont égaux et ne dépendent que des positions des points A et B. On appelle
de telles forces des forces conservatives.

Wiy = mELh

()

fig. 1

2.2 Définition de I'énergie potentielle

o Pour une force conservative, il est possible de trouver une fonction &,(x,y,z) ou &,(M)
des coordonnées de la position de son point d’application M telle que le travail entre les points
A et B de la force soit égal a la différence des valeurs de la fonction &, pour les coordonnées
du point de départ A et du point d’arrivée B :

Wass (1) = E)(A) - E,(B) = ~AspE, (175



286 Physique

e La fonction &, des coordonnées de position est appelée I’énergie potentielle dont dérive
la force 7 Pour un trajet infinitésimal, la relation précédente se traduit par :

(7)=-d&,m) (17-6)

ﬁ
M—-M+dM

en notant d le déplacement élémentaire du point M & un point infiniment voisin.
(17-6) fournit implicitement le procédé de détermination de la fonction énergie potentielle.

e La dimension d’une énergie potentielle est la méme que celle du travail M.L2.T~2 et son
unité est la méme, le joule.

2.3 L’énergie potentielle de pesanteur

e Le poids P = m™g d’un corps de masse m dans le champ de pesanteur considéré comme
uniforme, donc indépendant des coordonnées de position est une force conservative.

Soit un repére de coordonnées cartésiennes (0,?x,?y,—e)z) tel que g = —g €., €, indiquant
la verticale ascendante.

Soit dM = dx@, + dy®€, + dz €., le déplacement élémentaire du point d’application G du
poids, alors I’application de (17-3) et la définition (17-6) permettent d’écrire :

M—m+dM <?) = =d&,,(M) = —mgdz = d (-mgz)
d’ou I’énergie potentielle de pesanteur :

Epp(M) = mgz + cte. a7-7)

e Une énergie potentielle est toujours définie a une constante arbitraire pres. Cette constante
est définie par le choix du point en lequel on décide de donner une certaine valeur a 1’énergie
potentielle.

e Dans une région de I’espace ou il est 1égitime de considérer la direction et 1’intensité du
champ de pesanteur comme constantes, on retiendra que 1’énergie potentielle de pesanteur est
égale au produit de la norme du poids par I’altitude, cette derniere étant définie de maniere
positive vers le haut a partir de n’importe quel niveau de référence.

e [L’expression de 1’énergie potentielle de pesanteur peut s’écrire, sans référence a un repere
de projection quelconque :

Epp(M) = —m'g -OM + cte. (17-8)

2.4 Energie potentielle élastique

e Latension T = —k (I - lp) @ d’un ressort de raideur k et de longueur 2 vide /y est aussi
une force conservative.

Supposons que I’extrémité fixe du ressort soit en O et que @ = €. La longueur / du ressort
se confond alors avec la position x du point d’application de la tension sur le corps qui est
placé a son autre extrémité M. L’application de (17-3) et la définition (17-6) conduisent a :

W (T) = =k (x = o) dx = —d& (M),
soit, dans le cadre fixé :

1
Spe(M) = 5 k (xpy — lo)2 + cte.

o Cette expression se généralise en :
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Epe(M) = % k (ly — Ip)? + cte (17-9)

ou /Iy, est la longueur du ressort entre ses extrémités, quelle que soit son orientation dans 1’es-
pace, pourvu qu’il soit droit.

Il est habituel de prendre la constante égale a 0 lorsque le ressort est détendu, donc lorsque sa
longueur est égale a sa longueur a vide.

. 1
2.5 Energie potentielle des forces de champ en —
;

e La force d’attraction universelle ou la force électrostatique de Coulomb sont deux forces
ayant la méme forme. Si ’on suppose qu’est fixée en O une masse ponctuelle 7o ou une
charge électrique ponctuelle go, alors la force qu’elle exerce sur une autre masse m,; ou une

P . e —_— , L.
autre charge électrique gy, située en M tel que OM = r€, en coordonnées sphériques, a la
forme :

k
70—)M = ﬁ ?r

avec k = —Gmomy, (G constante de gravitation universelle) pour la force d’attraction;

qqu’ pour la force électrostatique de Coulomb.
&Y

ouk=

e Or, le déplacement élémentaire du point M en coordonnées sphérique s’écrit :
dM = dr @, + rd0 ey + rsin0dp2,,
d’ou:

ow

k

soit :
k
Epr(M) = - + cte. 17-10)

e Il est habituel de prendre I’énergie potentielle nulle a I’infini, ce qui implique que la
constante soit elle-méme nulle.

2.6 Composante d’une force conservative et énergie potentielle

Une force conservative n’ayant qu’une seule composante non nulle sur I'un des vecteurs de

base du repere de projection, par exemple 7(x) = f.(x)€,, a une énergie potentielle associée
égale, d’apres la relation (17-6), a :

_ dg,
fi(x)dx = -d&Ep(x) soit o (x) = — fi(x). 17-11)
3. L’énergie cinétique

3.1 Définition
e Dans un référentiel R, I’énergie cinétique d’un point matériel de masse m animé d’une
vitesse V /% est par définition :

E.(MR) = %mvfm 17-12)
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e La dimension de 1’énergie cinétique est M.L*>.T~2, comme le travail et comme 1’énergie
potentielle. Son unité est donc le joule.

e [’énergie cinétique trouve son origine dans le produit scalaire de la vitesse du point
matériel et de la dérivée par rapport au temps de la quantité de mouvement du point matériel :

d d (1
Vg - T (M my) = T (5 mVi,,/,R). (17-13)
3.2 Additivité de I'énergie cinétique

L’énergie cinétique dans un référentiel R d’un ensemble S de points matériels { M;} de masses
respectives {m;} animés des vitesses {V myr} ou i = 1,..,N, est la somme des énergies
cinétiques de chacun des points :

m R (17-14)

N —

N
& (SR =)
i=1

3.3 Solide en translation

e Le solide en translation offre un cas particulier de la propriété précédente. Les points
matériels sont alors solidaires et tous animés de la méme vitesse dans le référentiel R, en

I’occurence celle du centre d’inertie du solide, Vg IR
N

La mise en facteur du carré de cette vitesse fait apparaitre la masse Mg = Z m;, et I’énergie
i=1
cinétique du solide s’écrit alors :

1
E(S/R) = 5 MsVgp  (17-15)

e Sous I’hypothese d’un mouvement de translation, 1’énergie cinétique du solide a la forme
de celle d’un point matériel G de masse Mg dans le référentiel R, ce qui autorisera un manie-
ment similaire a celui que 1’on fera de I’énergie cinétique d’un point matériel unique.

3.4 Solide en rotation

e Un second cas particulier est celui du solide en rotation autour d’un axe fixe A. Nous avons
vu (cf. (15-6)) que la vitesse d’un de ses points M; quelconque a la forme ry, 0(1) €y ol ™y
est la distance de M; A I’axe de rotation A et ol la vitesse angulaire 6(¢) autour de cet axe
est commune a tous les points. L’élévation au carré des vitesses et la mise en facteur de (1)
permet d’écrire :

N

Ec(SIR) = 3 (Z m r@,) #0)

i=1

e Lasomme entre parenthése dans I’expression précédente définit completement le moment
cinétique dans son mouvement de rotation pure autour de I’axe fixe. On I’appelle le moment
cinétique du solide autour de A, noté J,. L’énergie cinétique du solide s’écrit ainsi :

N
E(S/R) = %JA @ ou Jy=) mri.  (17-16)

i=1

e Le moment cinétique a pour dimension M L2, Son unité est le kg.m?.
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4. Théoremes de la puissance et de I'énergie cinétiques

4.1 Théoreme de la puissance cinétique

Dans un référentiel galiléen R,, la dérivée par rapport au temps de I’énergie cinétique d’un
point matériel M de masse m est égale a la somme des puissances cinétiques dans R, des
forces s’exercant sur lui.

e L’application au point M du principe fondamental de la dynamique conduit a :
d
—(mv =
P (mv myr,) Ek 7k

qui, multipliée par la vitesse de M dans RR,, et en utilisant la relation (17-13) donne la formu-
lation mathématique du théoreéme de la puissance cinétique :

d
3 EM/Ry) = Zk: Pr(f.  (17-17)

4.2 Théoreme de I'énergie cinétique

Dans un référentiel galiléen R,, la variation de I’énergie cinétique d’un point matériel M de
masse m entre deux instants t| et ty ou il se trouve respectivement en M; et M, est égale a la
somme des travaux dans R, des forces s’exercant sur lui le long du chemin parcouru de M,
a M.

e Le théoreme énoncé résulte de I’intégration par rapport au temps entre #; et f, de la relation
mathématique traduisant celui de la puissance cinétique (17-17) :

%) d 15}
f“ d—taL-(M/Rg)dr:; f Pr. (70 dr,

soit, d’apres (17-2) et (17-4) et en notant :

AM, —M, SC(M/Rg) = 8(‘,2(M/Rg) - SU,I(M/Rg)
ol & 1(M/R,) (resp. E.2(M/R,)) est I’énergie cinétique du point M a I'instant #; (resp. 1)
lorsqu’il a atteint le point M| (resp. M,) alors :

Avtomn, EMIR) = > Wa, (Fx). - (A7-18)
k

4.3 Extension au solide en translation

Pour un solide en translation, dans le référentiel galiléen R, les théorémes de la puissance et
de I’énergie cinétiques énoncés pour le point matériel se transposent comme suit.

Théoreme de la puissance cinétique pour un solide en translation

Dans un référentiel galiléen Ry, la dérivée par rapport au temps de I’énergie cinétique d’un
solide S de masse M et de centre d’inertie G en translation dans R, est égale a la somme
des puissances cinétiques dans R, des forces extérieures s’exercant sur lui.

(ext)

d
5 E(SIR) = zk] Pr. (T )
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Théoreme de I’énergie cinétique pour un solide en translation

Dans un référentiel galiléen R,, la variation de [’énergie cinétique d’un solide S de masse
Mg en translation dans R, entre deux instants t| et t ou son centre d’inertie G se trouve
respectivement en G et G, est égale a la somme des travaux dans R, des forces extérieures
s’exercant sur lui le long du chemin parcouru de G, a G,.

(ext)
816 ELSIR) = 3 Wara (7).
k

5. Théoremes de I'énergie et de la puissance mécaniques

5.1 Séparation des forces conservatives et des autres

s . . . . . (©
o Ilestintéressant de faire la séparation des forces conservatives 7 « des autres, non conser-
. (nc)
vatives, 7 ¥

o Les travaux des premieres sont I’opposé de la variation des énergies potentielles &, dont

L. (c)
ces forces dérivent : Wiy, p, ( k ) = —Ay, =m0, Epi-

Le théoreme de 1’énergie cinétique peut étre réécrit :

(nc)
- [SC(M/&) > sp,k] = > W (77} a719)
k k

5.2 L’énergie mécanique

e L’expression (17-18) fait apparaitre une nouvelle grandeur, ayant les dimensions d’une
énergie, soit M L> T2, I’énergie mécanique du point M dans le référentiel galiléen R,
définie comme la somme de I’énergie cinétique du point M dans ledit référentiel et des
énergies potentielles dont dérivent les forces conservatives :

En(MIR) = E(MR) + > Epp. (17-20)
k

o Comme les énergies potentielles ne sont définies qu’a une constante pres, I’énergie méca-
nique du point matériel n’est elle-mé&me définie qu’a une constante pres.

5.3 Théoréme de I’énergie mécanique

Théoreme de I’énergie mécanique

La variation de I’énergie mécanique &,,(M/R,) du point matériel M dans le référentiel ga-
liléen R, entre les instants t, et t, alors que M passe de My a M, est égale a la somme des
travaux des seules forces non conservatives auxquelles il est soumis.

(nc)
Botyoast: EalMIR) = > Wron (7} (47:21)
kl
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5.4 Théoreme de la puissance mécanique

Théoreme de la puissance mécanique

La dérivée par rapport au temps de I’énergie mécanique &,,(M/R,) du point matériel M
dans le référentiel galiléen R, a 'instant t est égale a la somme des puissances cinétiques a
ce méme instant des seules forces non conservatives auxquelles il est soumis.

%am(M/Rg)(t) = ;P&, ( e ) (17-22)

e Lorsqu’il n’y a aucune ambigiiité sur le point matériel considéré et sur le référentiel
d’étude, on peut alléger les notations et écrire :

d%am(z) - Z‘ P ( e ) (17-23)

5.5 Extension au solide en translation

Les deux théorémes précédents se transposent pour le solide en translation dans le référentiel
R,. L’énergie mécanique du solide est alors considérée comme étant celle du centre d’inertie
G du solide auquel est affecté toute la masse du solide et ayant pour énergie potentielle la
somme des énergies potentielles des forces conservatives s’ appliquant au solide.

6. Etude d’'un systéme conservatif
6.1 Définition

Un systeme, qu’il s’agisse d’un point matériel ou d’un solide en translation, est dit conser-
vatif s’il n’est soumis qu’a des forces conservatives.

; © s S . ©
Leur résultante Z 7k est associée a une énergie potentielle &, = Z Ep - la force 71<
K

3
étant associée a I’énergie potentielle &, ;.

6.2 Propriété
e Dr’apres le théoreme de la puissance mécanique, 1’absence de forces non conservatives
s’exercant sur le systéme implique que :

L’énergie mécanique d’un systeme conservatif dans un référentiel galiléen est constante au
cours du temps.

d d
G EmMIR)O =0 ou = En(G/RH) =0

o Cette constante, &,,, est déterminée, par exemple, par la valeur de 1’énergie cinétique du
syteme a I’instant #; ou débute I’étude de son mouvement et la valeur de son énergie poten-
tielle, fonction des coordonnées de la position du point matériel M ou du centre d’inertie G
pour un solide en translation ot il se trouve a cet instant #;.

N La traduction explicite des deux relations précédentes est souvent une voie plus simple
a utiliser pour trouver ’équation du mouvement du point matériel ou du centre d’inertie
lorsque son mouvement est unidimensionnel.

e Lorsque le systeme est conservatif, on appelle I’énergie mécanique une intégrale premiere
du mouvement.
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6.3 Cas d’un mouvement a un degré de liberté

e Soit un point matériel M de masse m ou le centre d’inertie G d’un solide en translation
dans un référentiel galiléen, affecté de la méme masse, repéré dans un repere de projection
adéquat du référentiel par une seule coordonnée, son abscisse x(¢) par exemple, de sorte que

son énergie cinétique soit égale 2 — m x*(f). Supposons-le conservatif, d’énergie potentielle
totales E,(x). Son énergie mécanique dans le référentiel galiléen est égale a :

1
En = 3 mx* +E,(x) = Epp.

o [’énergie cinétique étant une grandeur positive ou nulle, les seules positions d’abscisses x
accessibles par M ou G au cours de leur mouvement sont celles pour lesquelles :
8[,()() < Sm,().

e Imaginons que le graphe de I’énergie potentielle en fonction de x soit celui de la figure 2 :

EP()E)
En

2)
Em il

[¢%]
Emﬂ

e Diverses possibilités de mouvement apparaissent selon la valeur de 1’énergie mécanique
initiale :

. 1 .. . . .
—siEpp = an ()) les positions accessibles au point M sont celles dont les abscisses sont com-
prises entre x4, et xp,. La trajectoire est bornée par ces deux extrémités, et son mouvement
est périodique.

: _ec®
— 81 8/71,0 - 8,71‘0»
Soit I’abscisse initiale de la position du point matériel est comprise entre x4, et xp, auquel
cas le mouvement possede les mémes propriétés que le précédent. Il est périodique et sa tra-
jectoire est bornée.
Soit I’abscisse initiale de la position du point matériel est supérieure a xc,. Sa trajectoire cesse
d’étre bornée et son mouvement cesse d’étre périodique.

—siEpp = 85()), le mouvement présente les propriétés du second cas précédent, lorsque

I’abscisse initiale est supérieure a xc,.

deux situations sont possibles en fonction des conditions initiales.

o . ‘ DTS c s o
e Deux cas particuliers apparaissent lorsque 1’énergie mécanique initiale est égale a &Y ou
m,0

8,5152), valeurs correspondant a des extrema de la courbe de 1’énergie potentielle en fonction de

I’abscisse x.
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Ep(x)
3) “15 —— — Bj — =
Eno ] == /
x
A,
EL fig 3

—siEyo = 8,;46, la vitesse du point matériel ne peut qu’étre nulle : il est a I’arrét au point
d’abscisse x4, ety reste.

—si&u0 = 8'515()), la trajectoire est bornée si 1’abscisse de la position initiale du point matériel

est comprise entre x4, et xp,, mais le mouvement cesse d’étre périodique : dés que le point
atteint la position d’abscisse xp,, sa vitesse y est nulle et la résultante des forces aussi, d’apres
(17-11). Le point matériel s’arréte définitivement, de sorte qu’il peut au mieux faire un seul
aller-retour.

Si I’abscisse de sa position initiale est supérieure a xp,,

soit le point matériel se dirige vers les abscisses décroissantes, atteint le point d’abscisse xp,
et y demeure ; sa trajectoire est alors bornée,

soit il s’éloigne définitivement vers les abscisses croissantes et sa trajectoire est non bornée.

6.4 Les positions d’équilibre et leur stabilité

e [’étude de la courbe de I’énergie potentielle en fonction de I’'unique variable de position
du mouvement permet de déterminer les positions d’équilibre du point matériel ou du centre
d’inertie d’un solide en translation.

Ces positions d’équilibre sont les points ou la résultante des forces s’annule. Donc, d’apres
(17-11), de sont les points en lesquels la dérivée de I’énergie potentielle s’annule, soit les
positions de ses extrema.

L abscisse xq de ces points doit satisfaire :
o P dg,
positions d’équilibre &< e (x9) = 0. (17-24)
X

e On dit d’une position d’équilibre qu’elle est stable si, apres avoir écarté le point matériel
de sa position d’équilibre d’abscisse xp, la force qui apparait au voisinage du point d’abscisse
X tend a le faire revenir vers celui-ci.

Dans le cas contraire, la position d’équilibre est dite instable.

Toujours d’apres (17-11), pour qu’une position d’équilibre soit stable, il faut donc qu’un léger
déplacement du point matériel a droite (resp. a gauche) de sa position d’équilibre y voit naitre
une force dirigée vers la gauche (resp. la droite).

Ceci ne se produit que si :

de,
filxo—&e)=———(x0—€) 20
ot dx

d&,
filtxo+e)=———(xp+&) <0
dx

ce qui correspond a une dérivée de 1’énergie potentielle croissante en xy.

e Le critere de stabilité de la position d’équilibre d’abscisse x( est donc :



294 Physique

e,

stabilité <
dx?

(x0) > 0. (17-25)

6.5 Petits mouvements autour d’une position d’équilibre

e Soit un systeme conservatif d’énergie cinétique 3 m i (f) et d’énergie potentielle Ep(x)
possédant une position d’équilibre d’abscisse xy.

Pour étudier les petits mouvements du point matériel autour de la position d’équilibre, nous
considérons un petit déplacement £(¢) au voisinage de x, tel que x(r) = xo+&(f) avec |g| < xp;
x(1) = &(2).

La conservation de 1’énergie mécanique du systeme permet d’écrire que :
1,
3 mé&“ (1) + Ep(xg + &) = cte

e [’énergie potentielle en x(#) est approchée par un développement limité au second ordre
eneg:
d&, 1d%§,
Ep(xg + &) = E,(xp) + rr (x0) e+ 7 a2
Colrlnme Xo est une position d’équilibre, la dérivée premiere de 1’énergie potentielle en x, est
nulle et :

(x0) €.

2

1
Ey(xo + &) ~ Ep(xg) + = (x0)&>.

—_r
2 dx?
e Traduisons la conservation de 1’énergie mécanique au cours du temps en exprimant la nul-
lité de la dérivée par rapport au temps de 1’approximation de 1’énergie mécanique que nous
pouvons déduire de 1’expression précédente :

dé&, 1 1 _d*§,

— =0==-2még+ -2

dr 2 2 dx?

En mettant & en facteur, et en affirmant que, s’il y a mouvement, & ne peut étre en permanence
nulle, nous concluons que 1’équation précédente est satisfaite pour tout 7 si :

(xp) €E.

2 2

Ep . L1
i (xp)e soit 0O0=&+ -

Sp
dx?

o Sila dérivée seconde de 1’énergie potentielle par rapport a la variable de position est posi-
tive en la position d’équilibre, I’équilibre est stable car I’équation différentielle régissant des
petits mouvements autour de la position d’équilibre est alors celle d’un oscillateur harmo-
nique de pulsation propre

O=mé&+

(x0) &.

dont la solution est décrite par une fonction sinusoidale du temps.

e A contrario, si la dérivée seconde est négative, 1’équation différentielle est du type :

0=£-a’c avec a€R

dont la solution générale est &(f) = Ae™®' + Be®’ qui diverge au cours du temps. Le point
matériel s’éloigne de la position d’équilibre ; cette derniére est instable.



17 e Mécanique 3 : point de vue énergétique 295

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : On considere une force 7 qui s’exerce sur une particule matérielle, de la
forme :

B .
?( ) m?x S1 x < Xp
X) =

B :
————&, six>uxp
(x—xp? "
ou x est la position a I’instant ¢ de la particule, xp et 8 étant positifs.
Quelle doit étre la dimension de la constante 3 ?

Déterminez I’énergie potentielle &,(x) associée a la force en prenant la convention selon la-
quelle elle s’annule a I’infini.

Exercice 2 : Le point matériel M de masse m est assujetti a se déplacer sur I’axe Ox sous
I’effet de la force présentée a I’exercice précédent et de la force de rappel élastique d’un
ressort de raideur k et de longueur a vide [y < xp dont une extrémité est fixe en O, I’autre
constituant le point M.

Etudiez I’existence de positions d’équilibre et leur stabilité dans les deux domaines
x € [lo; xp[ et x € Jxp; +oo[.
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4. Mouvement des particules chargées

1. Force de Lorentz

Soit un référentiel galiléen R, par rapport auquel les phénomenes physiques sont décrits. Il
est muni d’un repere de projection qui permet de repérer un point M quelconque de I’espace

I —_— ,
par son vecteur position OM noté 7.

1.1 Postulats

e On postule que les phénomenes électromagnétiques dans R, sont entiérement décrits par
la donnée d’un champ électromagnétique constitué d’un champ électrique au point 7 et a
I’instant ¢, noté B (7,1) et d’un champ magnétique, noté B (7, 1) au méme point et au méme
instant.

e On postule que la charge et la masse au repos d’une particule sont indépendantes du
référentiel galiléen dans lequel on les mesure.

e On postule enfin qu’une particule P, supposée ponctuelle et de charge ¢, située a I’instant
t au point 7p(7), et animée a cet instant de la vitesse \?p/(Rg (1) dans le référentiel, est soumise,
lorsqu’elle est plongée dans le champ électromagnétique, a la force de Lorentz, dont 1’ex-
pression suit :

Tr=q(E@0,0+ Vom0 AB@@),0)  (18-1)

N Le champ électromagnétique est lui-méme le résultat de la position et de I’état de
mouvement dans le référentiel des charges électriques qui le créent. Par conséquence, dire
que < la particule P est plongée dans le champ électromagnétique > signifie que I’on suppose
son influence négligeable sur la position et I’ état de mouvement des autres sources du champ.

1.2 Dimension des champs

e D’apres la relation de définition, la dimension d’un champ électrique est celle du rapport
d’une force a une charge électrique, soit [E]= M.L.I"1. T, Son unité pourrait étre le newton
par coulomb. Cependant il est plus fréquent de le voir exprimé en volt par métre, V.m™', les
deux unités étant de fait équivalentes.

e La dimension du champ magnétique est celle du rapport d’une force au produit d’une
charge et d’une vitesse, soit [B]= M.I"'.T72. Son unité est le tesla, de symbole T.

1.3 Comparaison avec le poids

e Dans les champs électriques E aisément obtenus de quelques centaines de volts par metre,
une particule élémentaire ou un ion ayant une charge en valeur absolue égale a e est soumise
2 une force électrique d’intensité eE ~ 107 x 100 ~ 1077 N.

Or, le poids d’un proton sur Terre est de I"ordre de P = mg ~ 1072 x 10 ~ 1072° N. Le poids
de I’électron est naturellement environ 2000 fois inférieur a cette valeur et celui d’un ion
totalisant une centaine de protons et de neutrons sera encore dix millions de fois plus faible
que la force électrique.
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e De méme, dans un champ magnétique B d’une intensité de quelques centiemes de Tesla,
une particule élémentaire ou un ion animé d’une vitesse de v ~ 1000 m.s™' sera soumis a une
force magnétique d’intensité de I’ordre de evB ~ 107 x 10° x 1072 ~ 107" N.

N Dans tous les cas, les problemes traitant de particules chargées dans les champs
électriques et magnétiques négligeront le poids dans le bilan des forces.

e Enfin, dans les champs électrique et magnétique d’une onde électromagnétique pour les-
quels E ~ c¢B, la force magnétique qui s’exerce sur une charge élémentaire e a une intensité
de I'ordre de evB = e(v/c)E, d’intensité comparable a la force électrique eE pour les seules
particules relativistes.

1.4 Puissance de la force de Lorentz

e Soit une particule de charge ¢, animée d’une vitesse V dans un référentiel R galiléen et
plongée dans un champ électromagnétique (Tf,ﬁ) dans le méme référentiel. La particule est
soumise a la force de Lorentz ¢ (ﬁ +V /\Ti)) Sa puissance cinétique # dans le référentiel
d’étude est :

P=q(E+VAB) V=¢E-V. (182

o Ce résultat signifie que la force de Lorentz ne peut apporter de 1’énergie a une particule
chargée que par 'intermédiaire d’un champ électrique, d’apres le théoreme de la puissance
cinétique (cf. fiche 17 §4). Le champ magnétique ne peut modifier seul I’énergie cinétique de
la particule.

2. Mouvement d’une particule chargée dans un champ
électrostatique uniforme

2.1 Champ électrostatique uniforme

e Un champ électrostatique uniforme est un champ électrique indépendant du temps (ca-
ractere électrostatique) ﬁ(?, N = ﬁ(?), et indépendant du point de 1’espace ol 1’on se situe
(caractere uniforme) ce qui ne nécessite que la connaissance du vecteur ﬁo pour décrire le
champ électrique en question :ﬁ(?) = ﬁo.

¢ Un moyen simple et convenable de réaliser un tel champ est d’appliquer une tension

continue U entre deux plaques métalliques paralleles entre elles et en vis-a-vis, dont les di-
mensions caractéristiques sont grandes devant la distance d les séparant :

fig 1

Le champ électrique est a peu pres uniforme dans I’espace entre les plaques. Il a une direction
perpendiculaire a elles et il est dirigé de la plaque portée au potentiel électrique le plus élevé
vers celle de potentiel électrique le plus bas.
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Son intensité est convenablement approchée par :
U
Eo = 7 (83

7 étant le vecteur unitaire normal aux plaques dirigé en sens contraire de la fleche de conven-
tion de tension entre les plaques. A 1’extérieur du volume délimité par les plaques, le champ
électrostatique peut alors étre considéré comme nul.

e Le champ électrostatique créé par ce dispositif cesse d’étre uniforme si 1’on se rapproche
du bord des plaques.

2.2 Equation du mouvement

o Le référentiel de I’étude est supposé galiléen et posséde un repere de projection
(0.2.72,.2.).

Dans une région autour de I’origine O regne un champ électrostatique uniforme qu’un choix
adéquat des directions de projection permet d’écrire io =E)%,.

Une particule P de charge g et de masse m est injectée en O avec une vitesse

Vo = vocosa@ €, + v sina@ €, a I'instant initial ¢ = 0.

e La force de Lorentz f 1 se résume a la force électrostatique qTE)O et est considérée comme
la seule force s’exercant sur la particule, son poids étant négligé. Si I’on suppose que les
vitesses V(f) atteintes par la particule dans le référentiel d’étude demeurent non relativistes

o c . .
(fixons-nous comme critére |V| < 0 ), le principe fondamental de la dynamique (la seconde
loi de Newton) permet d’écrire :

dv 7 . dv ¢ 7
m— =qky soit — = — Lo.
dr dd m
e Le mouvement est donc un mouvement uniformément accéléré de vecteur-accélération
constant égal a —ifo.
m

Apres projection du principe fondamental de la dynamique sur les vecteurs du repere et
intégration des relations obtenues, en tenant compte des conditions initiales, les loi horaires
du mouvement de la charge s’en déduisent :

E
g=0 t+ (vo cosa)t

op:| 2"

(vo sina)t
0
2.3 Trajectoire de la particule

o Sia = 0, la vitesse initiale de la particule est colinéaire au champ électrique et sa trajec-
toire est alors une portion de droite.

e Sia # 0, la vitesse initiale et le champ ne sont plus colinéaire et sa trajectoire est alors
une portion de parabole incurvée dans la direction de 1’accélération.
2.4 Bilan énergétique

o Le théoréme de I’énergie cinétique appliqué entre I’instant initial ou la particule est en O
avec la vitesse V et un instant ultérieur ¢ quelconque, ol elle est en M avec une vitesse V(z),
donne :

-2 1 -
mv2(t) - 5 mv02 =Woou (f]io)

N =
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M
Woou(4Ba)= [ qBo-07 = 4By -0
o

quantité qui ne dépend que de la position initiale O et de la position M de la particule. Elle
est donc comparable a 1’opposé d’une différence de deux termes comme la variation d’une
énergie potentielle.

e Nous pouvons donc définir une énergie potentielle électrostatique de la particule dans le
champ extérieur io égale & :

Epetec =gV (M) +cte = —qBo-OM +cte  (18-4)
pour un champ électrostatique uniforme. Ainsi,

%mvz - %mv% =q (V(0) = V(M))

V(0) — V(M) étant la diftérence de potentiel électrostatique entre O et M.

e Cette expression mathématique du théoreme de 1’énergie cinétique fait dire qu’une par-
ticule chargée positivement, accélérée dans la différence de potentiel électrostatique V(O) —
V(M) se dirige vers les potentiels décroissants alors qu’une charge négative va spontanément
vers les potentiels croissants. En la transformant en :

1 1
Emv2 + g V(M) + cte = zmv%+qV(0)+cte,

on met en évidence le caractere conservatif de la situation.

3. Mouvement d’une particule chargée dans un champ
magnétostatique uniforme

3.1 Champ magnétostatique uniforme

e Un champ magnétostatique uniforme est un champ magnétique indépendant du temps
(caractere magnétostatique) ]_3>(7 HE Tf(? ), et indépendant du point de 1’espace ou I’on se
situe (caractere uniforme) ce qui ne nécessite que la connaissance du vecteur ﬁ() pour décrire
le champ magnétique en question : ﬁ(? )= ﬁo.

e Un moyen simple et convenable de réaliser un tel champ dans une région finie de I’espace
est le dispositif dit des bobines de Helmholtz.

Deux bobines circulaires plates de rayons R paralleles entre elles et dont les centres sont dis-
tants de R, la droite joignant les centres étant perpendiculaire au plan des bobines, parcourues,
dans le méme sens par un courant électrique d’intensité I = cte, créent dans la zone située
autour du milieu de [C, C,] un champ magnétostatique a peu pres uniforme, parallele a C;C;
et dirigé de C, vers C;.
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3.2 Propriétés du mouvement

e Dans le référentiel du laboratoire, une particule de charge g et de masse m, pénétrant dans
la région du référentiel ou regne un champ magnétostatique TS)O = By @, conserve son énergie
cinétique.

En effet, nous avons vu que la puissance cinétique de la partie magnétique de la force de
Lorentz est nulle, donc, d’apres le théoreme de la puissance cinétique et la particule n’étant
supposée €tre soumise a aucune autre force d’intensité similaire, son énergie cinétique reste
constante.

o La force magnétique de Lorentz g (7 A ﬁo) est a tout instant perpendiculaire a la vitesse

et a la direction du champ magnétostatique. Elle courbe la trajectoire de la particule au point
de la rendre circulaire et on admettra que le mouvement de la particule est un mouvement
circulaire uniforme de rayon R et de vitesse égale a celle de son introduction dans la zone ou
existe le champ magnétostatique.

3.3 La pulsation cyclotron

e Avec cette hypothese, il est possible de trouver un repere de projection de coordonnées
cylindriques dans le référentiel du laboratoire tel que le vecteur vitesse de la particule y soit :
V = RH7€, et son vecteur accélération @ = — RO* €.

La traduction du principe fondamental de la dynamique donne en projection sur €, :

_4B
m

-mR® =qROBy soit 6= = —w,. (18-5)

e On constate que le principe fournit en fait la vitesse angulaire # avec laquelle la parti-
cule s’enroule autour des lignes de champ du champ magnétostatique. On la note w, et on la
désigne comme la pulsation cyclotron de la particule.

Les particules chargées positivement tournent dans le sens trigonométrique inverse ou ho-
raire ; celles chargées négativement dans le sens trigonométrique autour du champ magnéto-
statique.

o L= o
iy
e s @ magnetique
fi dirige vers
g>0 + _°  nous
o =] gy
it
v
(=] Lo
o ﬁg. 4 o

3.4 Le rayon de giration

e R se déduit de la vitesse initiale et de w, :

1% my

~lgBy

R = . (18-6)

w,
e Le rayon de giration est d’autant plus grand que la vitesse de la particule est élevée et
d’autant plus petit que I'intensité du champ magnétostatique est forte.

3.5 Application : le spectrographe de masse

Cet appareil est un analyseur de particules qui exploite la dépendance du rayon de giration en
la masse de la particule chargée.
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Des ions plus ou moins lourds sont accélérés linéairement dans une zone ou régne un champ
électrostatique uniforme, puis ils pénetrent dans une zone ou régne un champ magnétostatique
uniforme avec une vitesse qui lui est perpendiculaire.

Leurs trajectoires sont alors des demi-cercles dont les rayons sont proportionnels aux racines
carrées des masses des particules, pour une méme tension accélératrice.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Comparez les intensités de la force de Coulomb et de la force de gravitation
entre deux protons a une distance r 'un de 1’autre. Concluez.

Exercice 2 : Vérifiez que 1égalité (18-6) donnant le rayon de la trajectoire d’une particule
chargée dans un champ magnétostatique en fonction de ses caractéristiques est homogene,
c’est-a-dire que le membre de droite a bien la dimension d’une longueur.
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5. Dynamique de rotation

1. Moments cinétiques

1.1 Définitions

e Soit un point matériel de masse m, situé en M a I’instant ¢ et animé d’une vitesse v MR
dans un référentiel R au méme instant. Soit un point A du référentiel R.

On définit le moment cinétique en A du point matériel M dans le référentiel R la grandeur
vectorielle notée T, 4 (M/R), qui est le moment de I’impulsion en A :

Ta(M/R) = AM AB yyp = AM A m ayr (19-1)

e La dimension du moment cinétique est le produit des dimensions des grandeurs dont
on fait le produit vectoriel, soit M.L2T". Son unité est le kg.mz.s‘1 (ou le J.s comme la
constante d’action de Planck).

e La figure 1.a montre I’orientation du moment cinétique en A par rapport aux vecteurs qui
servent a son calcul. Le moment cinétique a une direction perpendiculaire au vecteur position
de M par rapport au point A et a son vecteur vitesse. Son sens est celui donné par la regle
du tire-bouchon de Maxwell : on fait < tourner > le vecteur AM de fagon a I’aligner sur le
vecteur vitesse en prenant soin d’effectuer une rotation d’angle inférieur a 7 et on progresse,
comme le ferait un tire-bouchon droit, dans le sens du vecteur moment cinétique. Enfin, sa
norme est égale au produit des normes des vecteurs position et vitesse et du sinus de 1’angle
a entre les vecteurs, compris entre 0 et 7 :

-_— .
IZAM/R) || = | AM ||V gy - sin .
N Si le mouvement du point matériel est plan et si le point A appartient au plan de la

trajectoire, alors la direction du moment cinétique du point matériel est perpendiculaire au
plan de la trajectoire.

e On définit de méme le moment cinétique par rapport a un axe A du point matériel M
dans le référentiel R, grandeur scalaire notée L, (M/R), comme la projection sur la direction
A de A du moment cinétique du point M dans R en un point A quelconque appartenant a
Iaxe A :

La (M/R) =T s - La (M/R) (19-2)
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L orientation de 1’axe par le sens choisi pour T, signifie que les angles de rotation sont
comptés positivement lorsque I’on tourne dans le sens trigonométrique autour de 1’axe, le
vecteur W, pointant vers nous. La figure 1.b montre la situation en question. La figure 2
présente deux conventions régulierement adoptée, lorsque I’axe et le vecteur T, sont perpen-
diculaires au plan de la feuille :

—* : N —+ ey
u, pointe vers nous fi u, s'cloigne de nous

m
| ]

e Le moment cinétique par rapport a A est indépendant du choix du point A pourvu qu’il
soit sur I’axe A.

1.2 Additivité des moments cinétiques
Soit un systeme S de N points matériels positionnés aux points (Mi)‘eﬂl ¥ de masses respec-
iel[1,

tives (m,) et animés respectivement des vitesses (7 M; /:R) dans le référentiel R.

ie[[1,N] ie[1,N]
On postule 1’additivité des moments cinétiques. Le moment cinétique du systeéme S dans le
référentiel R par rapport au point A ou par rapport a un axe A est la somme des moments
cinétiques de mé€me nature de chacun des points de S :

N N
TaS/R = ) TaM/R) = > AM AmVyyr  (19-3)
i=1 i=1
et

N
La(S/R) = 3\ La(Mi/R) = Ba-La(S/R).  (19-4)
i=1

1.3 Moment cinétique d’un solide par rapport a un axe

e [’additivité des moments cinétiques par rapport a un axe pour les systemes de points
matériels confere une forme trés simple a 1I’expression du moment lorsque le systeme est un

solide en rotation autour de I’axe A, pris pour axe (O, €_) d’un repere de coordonnées cylin-
driques dans le référentiel R.

Décomposons le solide en un systeme S de points matériels dont les vecteurs position et vi-
tesse sont respectivement OM, = ri?r(i) +7 €, etV (M;/R) = r; w?g) ou r; est la distance
du point M; a I’axe et w(r) = () la vitesse angulaire du solide autour de A.

Le choix de A étant indifférent sur A, prenons A = O.

Le moment en O d’un point M; quelconque est ainsi, en appliquant la définition (19-1),
Lo (Mi/R) = m P, +mizir w?(ri) et sa projection sur W = €, conduit &

LA (M,/R) =m; l’iz w.

La somme des moments cinétiques scalaires des points de S fait apparaitre, aprés la mise en

facteur de w, le moment d’inertie J,, déja rencontré dans la relation (17.16) et le moment
cinétique par rapport a I’axe A du systeme S s’écrit alors :

La (S/R) = Jr w(t) = J 6(2). (19-5)

N\ Cette relation est fondamentale car elle conduira & I’équation du mouvement d’un
solide en rotation autour d’un axe fixe lorsque le référentiel sera galiléen.
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e La forme (19-5) du moment cinétique du solide autour d’un axe fixe trouve son origine
dans les constatations suivantes. Bien que les vecteurs vitesse des points soient différents les
uns des autres, les points tournent tous autour de A avec la méme vitesse angulaire. La dis-
tance de chaque point a I’axe qui intervient dans les deux vecteurs, position et vitesse, se
reporte sur I’expression du moment d’inertie.

e Le moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe, a masse égale, sera d’autant plus
faible qu’il sera « ramassé = autour de 1’axe. Les dimensions du moment d’inertie, M. L?, et
de la vitesse angulaire, T™!, permettent de retrouver la dimension du moment cinétique.

o Enfin, rappelons que la relation (19-5) est tributaire de la convention selon laquelle 6() a
une valeur positive lorsque le solide tourne autour de A dans le sens positif défini par le choix

du sens de Ta. (cf. fig. 2).

2. Moments d’une force

2.1 Moment d’une force par rapport a un point

Soit une force 7 de point d’application P. Le moment de la force en un point A, noté
/T/)(A (7), est égal a:
Mi(7)=AP AT (19-6)

vue dans le plan
perpendiculaire a 4
Fet AP

MM/ R

A

| M0/ R) 4
droite support .- i C—; ________ 0p

N

bras de levie:r/; e
fig. 3 droite support

2.2 Moment d’une force par rapport a un axe

Le cadre est le méme, mais le point A appartient  un axe A de direction T,. Le moment de
la force par rapport a ’axe A, noté M, (? ) est défini par :

Ma(7)=a Ma (7). (19-7)

2.3 Calcul pratique d’'un moment

e La direction du moment par rapport au point A d’une force 7 est donnée par la perpen-

diculaire au plan dirigé par les vecteurs AP et 7 Son sens est celui donné par la régle du
tire-bouchon de Maxwell.

Sa norme est obtenue en déterminant le bras de levier de la force par rapport au point A (cf.
fig. 3). Par définition, le bras de levier est la plus petite distance entre le point A et la droite

d’action de la force ?, c’est-a-dire la droite de vecteur directeur 7 passant par P. Cette dis-
tance est donnée par dj; = AP; ol P; est le projeté orthogonal de A sur la droite d’action. La

norme du moment cinétique est alors HA_)/(A (7)” =dpyfouf= ||7||.



19 e Mécanique 5 : dynamique de rotation 305

e La valeur du moment de la force 7 par rapport a un axe fixe A est le produit du bras de
levier dj; = Dy Py de la force par la norme f, s de sa projection dans le plan perpendiculaire
a A et passant par son point d’application P. (cf. fig. 4). Ma = dyp; fesy.

Si la force tend a faire tourner le solide dans le sens positif fixé par 1’orientation de I’axe par
T, le moment est compté positivement, sinon il est compté négativement.

f_e(f!f.f' R) C:)j, F

Dyl N droite support

bras de levier 1~>PM
: fig 4

2.4 Couple de forces

e On définit un couple de forces comme un ensemble de deux forces opposées (7 ; —?)
ayant des point d’application différents, A et B.

La résultante de leur moment par rapport a un point C est CA A 7 +CB A (—7) =BA A 7
Ce moment du couple de forces est indépendant du point C en lequel on le calcule.

On généralise ce résultat a tout systeéme de forces dont la résultante est nulle mais dont le
moment en un point quelconque ne I’est pas.

N Sila droite (AB) est colinéaire a la direction des deux forces, leur moment résultant est
nul, ce qui est supposé dans le principe de [’action et de la réaction.

2.5 Liaison pivot

e Un solide S est soumis a une liaison pivot si ses liaisons aux différents supports n’auto-
risent qu’un mouvement de rotation autour d’un axe A (cf. fig.5).

o Les forces élémentaires de liaison qui existent aux surfaces de contact entre le solide et
les supports possedent une résultante 78); et un moment résultant par rapport a 1’axe A, MX).

Si ce dernier est nul, la liaison est dite parfaite, ce qui signifie que les contacts n’influent pas
sur la vitesse angulaire de rotation du solide S autour de A. Ceci peut étre obtenu par une
bonne lubrification des paliers de contact par des huiles minérales ou des graisses.

3. Théoremes du moment cinétique

3.1 Théoreme du moment cinétique par rapport a un point fixe

Soit un point matériel M de masse m soumis a la résultante des forces Z?i; soit un
i
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référentiel R, et un point A fixe dans ce référentiel.

La dérivée par rapport au temps du moment cinétique de M en A fixe, dans un référentiel
galiléen est égal a la somme des moments en A des forces qui s’exercent sur M.

= (f M/R,)) ZMA (7)) 98

En effet, la définition du moment cinétique en A du point matériel M, AMAmMY M/R,> conduit
_)

dw d
a la dérivée temporelle : AM A m A pyr, car —(7 AW) = o AW+ A d—v: avec
d

—_— d
aAM =7M/’Rg et EVM/'RL' =?M/’Rg~

Or, le principe fondamental de la dynamique qui s’applique dans R, conduit a :

m?M/qg = Z 7,, d’ot une dérivée du moment cinétique en A égale a : AM A [27 ]

et, par lmearlte du produit vectoriel, a : Z AM A ? Z My )

05" ] est nécessaire de s assurer que le point A choisi est bien fixe dans le référentiel R,

d
sinon - AM =~V MR, = V A/R,» ce qui modifie I"énoncé du théoréme.

3.2 Théoréeme du moment cinétique par rapport a un axe fixe

Soit un point matériel dans le méme cadre que précédemment. La projection du théoreme
du moment cinétique en un point A appartenant a un axe A fournit le théoreme du moment
cinétique par rapport a 1’axe A.

Dans un référentiel galiléen, la dérivée temporelle du moment cinétique de M par rapport a
A, est égale a la somme des moments des forces qui s’exercent sur M par rapport a I’ axe.

w = Z Ma(F) (199

En effet, T, étant constant par hypothése, sa dérivée par rapport au temps est nulle et

o (ﬁA TV’) =Wy~ d_v: ce qui, combiné avec (19-8) permet de démontrer le résultat.

3.3 Théoréeme du moment cinétique pour un solide en rotation

L’additivité des moments cinétiques traduite par (19-3) et (19-4) et le principe de 1’action et
de la réaction conduisent au théoreme du moment cinétique appliqué a un solide S en rotation
autour d’un axe fixe.

Soit {?i, extJier 00 1 € N, un ensemble de forces ayant une origine extérieure au solide S, de

points d’application respectifs {M; .y }ie;. Soit A I’axe de rotation du solide orienté par Wy et
A un point quelconque de A, notons :

MA (71', ext) = ﬁA . /T}(A (7[, ext) = ?A . (‘Wl A 7i,ext) .
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La dérivée par rapport au temps du moment cinétique du solide S par rapport a un axe fixe
est égale a la somme des moments des seules forces extérieures exercées sur S par rapport a

cet axe . iL S R
% = Z Ma(Fiea)  (19-10)

D’apres (19-5), la relation précédente s’exprime :
dw .
a3 0 =1a80) = Z My (Fiew):  (19-11)

C’est cette derniere égalité qui fournit I’équation du mouvement du solide autour de son axe
de rotation.

4. Un exemple d’application : le pendule pesant

4.1 Définition

On appelle pendule pesant un solide parfait en rotation autour d’un axe A = (0,%.) fixe
dans un référentiel supposé galiléen. G est son centre d’inertie : OG = [ et la droite (OG) est
perpendiculaire a A ; ’angle 6(f) repére completement la position du solide a travers celle de
sa demi-droite [OG) par rapport a la verticale descendante ; J5 est son moment d’inertie par
rapport a ’axe. Enfin, le solide a une liaison pivot parfaite avec son axe.

Fal

fig. &

4.2 Bilan des forces

e Deux forces s’exercent sur le solide : son poids P= m’g, appliqué en G et la réaction R A
de I’axe de rotation, dont on doit supposer que sa droite d’action coupe 1’axe A de sorte que
son moment MA(TQ) A) par rapport a I’axe soit nul (la liaison étant parfaite).

e La réaction de ’axe A est en fait une résultante de forces élémentaires de contact entre
les pivots solidaires du solide et les supports sur lesquels ceux-la reposent. Il peut survenir

que leur moment résultant par rapport a A ne soit pas nul, par exemple si la liaison n’est pas
parfaite, auquel cas, il s’oppose toujours a la rotation du solide.

4.3 Mise en équation

e Le caractere supposé galiléen du référentiel permet d’y appliquer le théoréme du moment
cinétique :
Inb®) = ) Ma(Fie) = Ma (P) + Ma (Ra).

En traduisant (19-6) et (19-7) dans un repere de coordonnées cylindriques avec 0G =% rle
moment du poids par rapport a A, calculé a partir de son momenten O, est égal A€, - (l?r Amg (cos 07€, -
soit —m g [ sin 6.
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On reconnait dans cette derniere expression mg, la norme du poids, / sin @, le bras de levier
OG; et le signe « — > indiquant que le poids tend a faire tourner le solide en sens opposé au
sens d’orientation choisi.

e [’équation du mouvement s’en déduit :

i) + "}—gl sinf)=0  (19-12)
A

qui présente les positions d’équilibre évidentes : 6., = 0, stable et 6., = m, instable.

4.4 Limite des petites oscillations

A la limite des petites oscillations autour de la position d’équilibre stable, sin 6 ~ 6, 1’équation
du mouvement est approchée par celle d’un oscillateur harmonique :

o) + e 6(1) =0  de pulsation propre wg = me .
Ja Ja

4.5 Intégrale premiere du mouvement
e La multiplication des deux membres de I’équation (19-12) par (¢) et J, donne :
JABO+mglfsing = 0.

1 dé? d(cos )

Or, 66 = 3ar o 6 sinf = La relation peut donc s’écrire :

dr
d (1
Y EJAG(I)—mglcose =0

qui signifie que la quantité dérivée par rapport au temps est une constante du mouvement,
déterminée par les conditions initiales. Par exemple, supposons qu’a I’instant initial nous
ayons écarté le pendule de sa position d’équilibre stable d’un angle 6(0) = 6y et que nous

I’ayons laché sans vitesse initiale, 6(0) = 0, alors il viendra :

1 .
3 INAOE mglcosd =—-mgl cosby. (19-13)

1 .
Dans le membre de gauche de 1’égalité, le terme 3 Ja 92(t) est, selon (17-16), 1’énergie

cinétique du pendule en rotation autour de son axe de suspension.

Dans I’autre terme du méme membre, — [ cos 6 représente 1’altitude du centre d’inertie G par
rapport au point de suspension, altitude comptée positivement vers le haut.

Par conséquent, d’apres (17-7), le terme —m g [ cos 8 représente une détermination de 1’énergie
potentielle de pesanteur du pendule, en I’espece celle dont la valeur est nulle lorsque G est a

la méme altitude que O, donc pour 8 = -0_-72—T .

e La relation (19-13) apparait ainsi comme I’expression de la conservation de I’énergie
mécanique et par conséquence comme celle du caractére conservatif du systeme sous le
régime des hypotheses prises au départ.

Sa dérivée par rapport au temps exprime le théoreme de la puissance cinétique du pendule
dans le méme cadre.

N Sila liaison n’avait pas été parfaite, un moment de forces de liaison My _jigison de signe
contraire a 0 serait venu se rajouter au bilan des moments dans [’express
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4.6 Portrait de phase

e Les équations (19-12) et (19-13) n’ont pas de solutions analytiques. On essaie donc
d’étudier les propriétés de leurs solutions, sans connaitre leurs expressions, a partir de leur
portrait de phase.

C’est le tracé des lieux des points de coordonnées (G(I), Q(t)) pour diverses conditions ini-

tiales. Ce sont des courbes paramétrées par la valeur de 1’énergie mécanique initiale &,,, o,
car les coordonnées des points des différentes courbes sont liées par la relation généralisée
(19-13):

1 . 1 .
EJAGZ—mglcosazé]m,o = EJAQ(Z)—mglcoseo

avec une énergie mécanique initiale obligatoirement supérieure a —m g [.
e On constate sur la figure 7 que deux types de courbes apparaissent :

— des courbes fermées aux faibles valeurs d’énergies mécaniques initiales pour lesquelles le
N
mouvement se limite aux angles 8 € [—6,,, 6,,], 8,, étant défini par cos 6,, = cos by — 3 Ol =A
mg
a condition que A € [—1, 1]. Le mouvement du pendule est une oscillation périodique anhar-
monique.

— des courbes ouvertes aux valeurs d’énergies telles que A < —1. Le pendule a été lancé avec
une vitesse angulaire suffisamment forte pour que 6 ne s’annule jamais et conserve le signe de

. Le mouvement est une rotation autour de A avec une vitesse angulaire maximale lorsque
le pendule passe par 6 = 0 et minimale lorsque 6 = .

é

5. Théoremes de la puissance et de lI'énergie cinétiques
en dynamique de rotation

5.1 Généralités

e L’exemple du pendule pesant nous a montré comment s’effectuait le passage du théoreme
du moment cinétique par rapport a un axe au théoréme de la puissance mécanique. Cet
exemple se généralise.

e La rotation autour d’un axe n’étant qu’un type particulier de mouvement, les théorémes
de la puissance et de 1’énergie cinétique (cf. fiche 17 §4) s’appliquent au centre d’inertie G
du solide.

e Nous considererons donc pour la suite un solide S en rotation autour d’un axe A fixe avec

une vitesse angulaire 6(7), dans un référentiel galiléen R,. Des forces extérieures {7,-‘(_,){,}‘ ,
’ i€l
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de points d’application respectifs {M; .. },; s’exercent sur S, dont les moments par rapport a
’axe sont {MA (71’,”:)}

5.2 Résultats intermédiaires

iel’

e La multiplication par #(f) du moment d’une force ? de point d’application M par rapport
a A est égale a la puissance cinétique de la force. Soit A fixe appartenant a A :

My (7) 0(f) =T - (W /\7) o) =71 - (é(t)?A A W) =7 Vg = Pr (7)
ou I’on a utilisé la permutation circulaire des termes dans le produit mixte, soit :
U-VAW) =V -WAT)=W-(UATV),

I’expression (15-6) de la vitesse d’un point en rotation autour d’un axe et la définition de la
puissance cinétique d’une force (17-1).

L.ood 1 d
e Parailleurs, Jy 06 = T (5 Ja Gz(t)) = d—té’c(S/R), d’apres I’expression (17-16) de 1’énergie

cinétique d’un solide en rotation.

5.3 Equivalence des théorémes

Les théoremes du moment cinétique appliqué a un solide en rotation par rapport a un axe
fixe, de la puissance et de I’énergie cinétique sont équivalents.

L’équivalence découle des résultats intermédiaires précédents et de I’expression du théoréme
du moment cinétique par rapport a un axe :

NG Z Ma(Fieu)  Q9-11)

multipliée par § donne :

d .
SEASIR) = Z 0 Ma(F o) = Z P, (1 iont)

qui n’est autre que le théoreme de la puissance cinétique. Son intégration par rapport au temps
entre deux instants conduit au théoreme de I’énergie cinétique.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Montrez que le moment par rapport 4 un axe A est effectivement indépendant
du choix du point A sur I’axe.

Exercice 2 : Soit un solide S, de masse M, de moment d’inertie J par rapport & 1’axe fixe
horizontal A autour duquel il est en rotation dans un référentiel supposé galiléen. Le centre
d’inertie G du solide est situé sur I’axe A. L’angle 6(¢) mesure 1’écart entre la position du so-
lide a un instant # donné et une position donnée. La liaison pivot entre le solide et ses supports
fait apparaitre des frottements qui se manifestent par un couple de moment par rapport a A
constant, égal —M et un couple de frottement fluide proportionnel a la vitesse angulaire 0,
de coefficient de proportionnalité A, vient le freiner. Le solide est initialement au repos dans
le référentiel. Un couple moteur de moment par rapport a A égal a M,, met en mouvement le
solide.
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1. Quels sont les signes respectifs de My et M,, pour que le systéme tourne dans le sens de
rotation autour de A conventionnellement choisi ?

2. Déterminez 1’équation du mouvement du solide S.

3. Déduisez-en 1’évolution de la vitesse angulaire au cours du temps. Commentez le role des
différents parametres.
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6. Champs de force centrale

1. Champs de force centrale

1.1 Définition

On appelle champ de force centrale un champ de force créé par une source, le centre de
force, qui exerce sur tout point une force dont la direction est portée par la droite joignant
la source au point en question et dont I’intensité ne dépend que de la distance du point a la
source.

1.2 Traduction mathématique

La source est située a I’origine O d’un repere de projection de coordonnées sphériques. Un

point matériel est situé en OM = 7 = r€,. La force a laquelle le point matériel est soumis
prend alors la forme :

T = F(N2, (20-1)

1.3 Energie potentielle d’interaction
e Soit une force centrale dont la projection de la force f(r) est connue.

Cette force dérive d’une énergie potentielle car le travail élémentaire 6W (? C) lors d’un
déplacement d7 = dr'€, + rdd €y +rsinfdp €, entre 7 et 7 + d 7 est égal, d’apres (17-3),
a f(r)dr.

e Ainsi, en supposant la fonction f intégrable, il existe une fonction de r, &,, telle que f
soit I’opposé de la dérivée de &, par rapport a r. E,(7) est I’énergie potentielle dont dérive la

force ?C(r) :

T.n=-220%, @02
dr

1.4 Exemples

e Les forces électrostatique de Coulomb et d’attraction universelle de Newton sont deux

exemples de forces centrales, dont I’intensité varie comme 2. Elles ont des propriétés parti-
culieres étudiées dans la fiche 21.

o Les interactions de type coulombien entre un ion et un dipole mobile conduisent a une

force centrale moyenne variant comme r~>.

De méme, ces interactions contrebalancées par I’agitation thermique donnent lieu a des forces

moyennes centrales en 7~/ entre les entités en interaction : forces de Keesom entre deux
dipdles mobiles, de Debye entre un dipole mobile et une molécule non polaire fixe, de Lon-
don entre molécules non polaires fixes, ...
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2. Autour du moment cinétique

2.1 Constance du moment cinétique

Soit une particule ponctuelle située au point M, de masse m, soumise au seul champ de force

centrale ?c(r) = f(r)€, de centre de force fixe en O. le mouvement de P est étudié dans un
référentiel galiléen R,.
L’application au point O du théoréme du moment cinétique de la particule M dans R, donne :

dTo(M/R .
% - ZMO(?Z) - OM/\?C(r) = r?r/\f(r)?r ZB

Le moment cinétique de la particule dans un référentiel galiléen, exprimé au centre de force
est donc constant.

I Cette propriété ne vaut que si le point matériel n’est soumis qu’a la seule force centrale
et si le moment cinétique est exprimé au centre de force.

La constance du moment cinétique a les deux conséquences qui suivent.

2.2 La planéité du mouvement

e Le moment cinétique étant constant et OM lui étant a tous instants orthogonal par définition,
le point matériel se déplace, sous 1’effet de la seule force centrale, dans le plan perpendicu-

laire au moment cinétique initial et passant par le centre de force O. Ainsi, la trajectoire de

M est plane.

e Soit O le centre de force du champ de force centrale et 7 = OM. La trajectoire de la
particule est plane, donc le repére de coordonnées cylindriques dans le référentiel R, d’axe

Oz aligné sur la direction du moment cinétique est le plus commode. Ainsi 7 = r€,.
La vitesse du point matériel dans ce référentiel est V. = i€, + r§ €y.

Le moment cinétique de la particule matérielle de masse m s’exprime donc :

ToM/R) =re, Am¥V =mr’0@.=mC=., (20-3)

ou nous avons introduit C, la constante des aires, qui est une constante du mouvement
déterminée par les conditions initiales imposées a la particule matérielle.

e Une conséquence importante de I’existence de cette constante des aires est que 6 conserve
toujours le méme signe au cours du mouvement du point matériel.

fig 1

2.3 La loi des aires

Le rayon vecteur d’une particule matérielle seulement soumise a une force centrale balaie
des aires égales en des durées égales.
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Au cours d’un déplacement élémentaire entre 7 et 7 + d7, 1’aire élémentaire balayée (cf.
1
fig.1) par le rayon vecteur est : dA = |§? A d7| Or, d7 = dr €, + rdd ey dou

1
dA = 3 r2|de| et :

il

5
gl =
16| 2

(20-4)

dA 1
a2
3. Etude du mouvement radial

3.1 L’énergie mécanique du point matériel
e Dans le seul champ de force centrale dérivant de 1’énergie potentielle &,(r), le point

matériel se comporte comme un systeme conservatif dont I’énergie mécanique &,,, dans le
référentiel d’étude supposé galiléen, est constante :

m = SC(M/Rg) + ap(r)

e Les propriétés du mouvement font choisir un repere de projection de coordonnées cy-
lindriques dans lequel les coordonnées de la particule sont (r(¢), 8(¢),0) ; d’ ol une énergie

1 :
cinétique : E.(M/Ry) = > m (7 + r7é?).

Par ailleurs, comme C = 26, I’énergie mécanique devient :

1 [, C 1 mC?
Sm—zm(r +7)+8,,(r) 2mr + = 2 >+ Ep(r)
3.2 L’énergie potentielle effective

e L’expression ci-dessus montre que 1’énergie mécanique du systeéme, qui possede a priori
deux degrés de liberté dans le plan du mouvement, se transforme en une expression fonction
de la seule distance » du point matériel au centre de force et de sa dérivée par rapport au
temps 7.

C’est la marque de la constance du moment cinétique du point matériel exprimé au centre de
force au cours de son mouvement dans le champ de force centrale qui lie structurellement les

deux degrés de liberté entre eux : C = r* .

e Son intérét est de permettre une étude de 1’évolution du mouvement radial de la particule.

Pour cela, on définit I’énergie potentielle effective ou potentiel efficace du point matériel
dans le champ de force centrale comme :
2

mC
Eerf(r) = —5 + Ep(7). (20-5)
D’ou: 1
En = 5 miz + (Seff(}").

On mene alors une étude similaire a celle faite sur la seule énergie potentielle dans le cas d’un
mouvement a un seul degré de liberté.

Egr(r)
E(_‘Jq i
4, B,
£ R CE N Sy
r
E
4,
(b)
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Nous tragons la courbe de &, ((r) dont nous pouvons déduire :

e Les rayons des mouvements circulaires (les valeurs de r correspondant aux extrema relatifs
ou absolus de &, rr) sont :

stables pour les minimas (point A4 de la figure 2.b),

instables pour les maxima (point Bs de la figure 2.b) et les énergies mécaniques initiales cor-
respondantes 85:2) et 8%.

En effet, pour ces valeurs particulieres de I’énergie mécanique initiale, cette derniere est exac-

tement égale a 1’énergie potentielle effective et donc I’énergie cinétique radiale Fm i2 ne peut

qu’étre nulle : 7 est constant et de méme pour & d’aprés la constante des aires. Le mouvement

du point matériel est dans les deux cas circulaire uniforme.

o Les énergies mécaniques initiales pour lesquelles le mouvement s’effectue en demeurant a
. . 4 . . . .

distance finie du centre de force : &, o 6]8’(")0; 0]. Pour ces valeurs de 1’énergie mécanique

initiale, le mouvement radial s’effectue en conservant une distance comprise entre [ra,; rs, 1,
se rapprochant et s’éloignant du centre de force sans toutefois que le mouvement soit obliga-
toirement périodique. Ces états sont appelés des états liés.

. . . 5 . 4. N o
e Pour les énergies comprises entre [0; an,)o[ et selon que ry est inférieur a rp, ou supérieur,

le mouvement du point matériel est un état li€, ou un état de diffusion, c’est-a-dire un état
pour lequel le point matériel finit par s’éloigner indéfiniment du noyau.

e Enfin, pour les énergies supérieures a SS)O, le mouvement de la particule est un état de
diffusion.

& Pour les états de diffusion, I’éloignement du point matériel du centre de force s’accom-
pagne d’une diminution vers 0 de la vitesse de rotation angulaire instantanée.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1: A I’instant ot commence I’étude du mouvement d’un point matériel de masse
m, ses coordonnées cylindriques sont (ry, 0, 0) et sa vitesse initiale est V = 7o €, + 1y 6y €.

Exprimez la constante des aires et le moment cinétique initial du point matériel dans le
référentiel d’étude.

Exercice 2 : Le point matériel précédent est soumis dans le référentiel supposé galiléen a
un champ de force centrale de centre de force O et tel que : ?C(r) = ——2?, ouk > 0.
14

Exprimez I’énergie potentielle effective &, (7).
Tracez I’allure de son graphe.

Etudiez les divers types de mouvement radial possibles.



Mécanique

7. Champs newtoniens de force centrale

1. Présentation

1.1 Définition

e On appelle champ newtonien de force centrale un champ de force centrale dont I’intensité
varie comme I’inverse du carré de la distance au centre de force. Si O est le centre de force du
champ newtonien et (r, 6, ¢) les coordonnées sphériques d’un point matériel M de ’espace,
la force que le centre exerce sur M est :

T.-X=.  @Ly

72

o Cette force dérive de I’énergie potentielle d’interaction
k
Ep(r) = - + cste, (21.2)

ol la constante cste est habituellement prise égale a 0, ce qui suppose d’annuler I’énergie
potentielle d’interaction loin du centre de force.

1.2 Exemples

o Laforce d’attraction universelle décrite par Newton est historiquement le premier exemple
de champ newtonien. Le centre de force peut étre soit une masse supposée ponctuelle en O
soit un corps de centre O de rayon R présentant une répartition de masse a symétrie sphérique,
c’est-a-dire dont la densité volumique ne dépend, en coordonnées sphériques, que de r. Pour
r < R, le champ est newtonien.

k = —GMom ol My est la masse centrée en O, m la masse du point matériel M subissant le
champ de gravitation de My et G la constante d’attraction universelle.

o Le second exemple est la force électrostatique de Coulomb qui possede vis-a-vis des
charges ponctuelles ou des corps chargés a symétrie sphérique les mémes propriétés.

. L . 1 N
La force d’interaction électrostatique que O exerce sur M est : k = Tnen qo qum ou le facteur
TTEQ
1

4dreg
g0 ~ 8,854 x 107> Em™! étant appelé la permittivité diélectrique du vide.

~ 8,988 x 10° ~ 9 x 10° m.F™!, ¢y la charge fixe en O et gy celle du point M.

& Pour ces deux interactions, le centre de force O est lui-méme soumis a une force opposée
a celle exercée sur M, ce qui suppose que sa fixité soit assurée par des forces d’autre nature...

1.3 Conséquences

La planéité de la trajectoire, la constance du moment cinétique et la loi des aires sont, du fait
du caractere central du champ de force auquel M est soumis, des propriétés possédées par les
évolutions possibles de M.
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1.4 Les lois de Kepler

Dans le cas de I’attraction universelle, et avant qu’elle fiit découverte et énoncée par Newton,
les mouvements des planétes visibles a 1’ceil nu (Mercure, Vénus, Mars, Jupiter et Saturne)
avaient été observés toujours plus précisément au fil du temps. Plusieurs modeles cosmogra-
phiques en étaient résulté de Ptolémée a Képler. Ce dernier énonga, au début du X VIle siecle,
trois lois concernant leur mouvement.

@ Les trajectoires des planétes sont des ellipses dont le Soleil est un des foyers.

@ Les rayons vecteurs joignant le Soleil & chacune des planétes balaient des aires égales en
des temps égaux.

® Le rapport du cube de la longueur du demi-grand axe de I’ellipse trajectoire d’une planéte
au carré de sa période de révolution autour du Soleil est le méme pour toutes les planetes du
Systeme Solaire.

N Clesten s’appuyant sur ces seules lois déduites des observations que Newton élaborera
sa théorie de ’attraction universelle.

2. Mouvements autour d’un astre

2.1 Présentation de la situation

On considere le mouvement d’un objet, assimilé a un point matériel P de masse m sous 1’ef-
fet de la seule force d’attraction universelle créée par un corps massif de masse M que I’on
suppose fixe en O. Le référentiel 1ié a O est supposé galiléen.

Sous I’effet de 1’attraction, la trajectoire de P est plane et on repere le point par ses co-
ordonnées cylindriques (7, ) dans le plan de la trajectoire. Ainsi, P est soumis a la force
centrale : GM
m
_f}at = - r2 ?r.

2.2 Cas du mouvement circulaire

e Lorsque le mouvement est circulaire autour de O, r est constant, noté r, et rf.éc, la constante

des aires dépendant des conditions initiales I’étant aussi, on en déduit que 6, la vitesse angu-
laire de M autour de O doit €tre constante.

e Le mouvement de P est par conséquence circulaire uniforme autour de O. Sa vitesse dans
le référentiel est en permanence perpendiculaire & son rayon vecteur et de norme constante

V = .0, €. Son accélération dans le référentiel est ainsi centripéte : @ = — r.6>€,.

La vitesse angulaire 0, est liée alors & la période de révolution T du point P autour de O. Une

. . . 2w
révolution correspond a 2xrad, effectués en une période 7., d’ou 6. = o

c

e Le principe fondamental de la dynamique pouvant s’appliquer dans le référentiel d’étude,
on obtient :

GMm

2
@

m?d =T, soit —mrde =- 2, (21-3)

e En projection sur €, aprés simplification par m et remplacement de 6, par son expression
en fonction de T, on obtient la loi de Kepler pour le mouvement circulaire :

T2

@

3
ry, GM
=— 21-4
4 72 (21-4)
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Le cube du rayon de la trajectoire rapporté au carré de la période de révolution est une
constante ne dépendant que de la masse de 1’astre supposé étre la source du champ de force.

L’égalité (21-4) prouve la loi de Kepler pour les trajectoires circulaires.

2.3 Généralisation aux mouvements elliptiques

Dans le cas ou la trajectoire est une ellipse dont le grand axe a pour longueur 2a, parcourue
en une période T, la loi de Kepler se généralise en :

@ GM

L’apparente identité de forme de la loi ne doit pas masquer les différences. Le mouvement de
P n’est plus circulaire uniforme.

Il se rapproche de O jusqu’a atteindre un point Pe de distance minimale rp, (le périgée pour
la Terre ; le périhélie pour le Soleil) ol sa vitesse angulaire est notée Gp,,

puis s’éloigne de O jusqu’a atteindre un point Ap de sa trajectoire de distance maximale 74,
(I"apogée pour la Terre ; I"aphélie pour le Soleil) ot sa vitesse angulaire est notée 4.

Au cours du mouvement, la loi des aires impose que rf)eépe = ri [,QA b Op, est donc maximale
alors que 64, est minimale ; la longueur du grand axe de Iellipse étant 2a = rp, + rap.

Les deux sifaces
grisées ont des aires

Ap ézales.

2.4 Application aux satellites

e Les satellites orbitant autour d’un astre, de la Terre ou toutes autres planetes, sont dans
une situation convenablement modélisée en premiere approximation par ce qui précede.

Laltitude % du satellite par rapport a la surface de 1’astre est liée a sa période T de révolution
et au rayon R, et a la masse M, de ’astre autour duquel il orbite par (21.4) modifiée ou
re =Rps+h.Dou:
(Ra+h)* _ G Ma
T2 4n2 "
e Un satellite géostationnaire est un satellite demeurant toujours a la perpendiculaire du
méme point de la Terre. Ceci n’est possible que lorsque le plan de sa trajectoire est confondu

avec le plan équatorial et lorsque son altitude est telle que sa période de révolution est égale
a la période de révolution diurne de la Terre (86164 s).

(21-6)

La masse de la Terre est d’environ My = 5,98 x 10** kg, son rayon équatorial Ry = 6378 km,
I’altitude a laquelle tout satellite géostationnaire doit orbiter est donc & = 35 800 km.

3. Etude énergétique

3.1 Energie mécanique du point matériel

o Somme de I’énergie cinétique dans le référentiel d’étude et de I’énergie potentielle, I’énergie
mécanique &, s’écrit :
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Ep==-mv+ -
) r

en prenant I’énergie potentielle nulle a I’infini.
Pour un corps en mouvement circulaire de rayon 7. dans le champ newtonien, sa vitesse v est

. 2 k
r.0. d’ou, d’apres (21-3) généralisée, mv— =-= et donc mv* = —— - Ainsi:
e r2 e
k
Eme = — - 21-7
2r, ( )

e Si la force est attractive, k < 0 et ’énergie mécanique du corps est négative. Ceci est
conforme a ce que donne I’étude de 1’énergie potentielle effective :

mC? k
e == +-
Eers(r) 2r2 r

avec k < 0, et dont le graphe a I’allure suivante :

Ey ()
r&‘
: F
E,H,: .&iﬁ—
fig. 2
. S . . , mC?  C? .
e Le minimum de I’énergie potentielle effective est donné par r, = - = Q_M >0ouC

la constante des aires doit étre égale a 72 6,..

3.2 Expression dans le cas des mouvements elliptiques

Lorsque le mouvement n’est plus circulaire uniforme, mais donne lieu a une trajectoire ellip-
tique, on montre que 1’énergie mécanique totale du systeme est :

Em=— - (21-8)
a

ol a est la longueur du demi-grand axe de I’ellipse.

3.3 Vitesses cosmiques

e La vitesse possédée par un objet orbitant sur une trajectoire circulaire de rayon r. autour
d’un astre vaut, d’apres (21-3) :

oM |

Te

Ve =

e On appelle premiere vitesse cosmique celle, notée v, correspondant a une orbite cir-

culaire autour de la Terre, de rayon égal au rayon terrestre. On peut I’estimer a partir de
I’accélération de la pesanteur car g = —T, d’oli v ~ +/gR soit environ 8 km.s™!.
R2

e On appelle vitesse de libération ou vitesse parabolique ou seconde vitesse cosmique la
vitesse v, a communiquer a une sonde pour la soustraire a I’attraction de la Terre a partir de
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sa surface. Elle s’obtient en considérant que son énergie mécanique doit étre nulle, le graphe
de la figure 2 montrant que 1’état de I’objet est alors un état de diffusion. Ainsi, notant M la
masse et R le rayon terrestre, la seconde vitesse cosmique est donnée par la relation :

1 M
Sm:OZ—mvlz—g—m
. 2 R
SOit :

vy = 2§TM = V2. (21-9)

e On appelle troisieme vitesse cosmique la vitesse de libération héliocentrique a partir d’un
point situé a une distance égale au rayon moyen de la trajectoire de la Terre au Soleil. Elle
est donnée par I’expression (21-9) ot M est alors la masse du Soleil (= 2 x 10°°kg) et R la
distance moyenne Terre- Soleil (= 150 X 10° km). Ainsi, v3 = 42 km.s~'.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Quelle est la période d’un satellite orbitant circulairement 4 350 km de la sur-
face de la Terre ? Quelle est sa vitesse ?

Exercice 2 : En réalité sa distance varie entre 320 et 380 km. Quelles sont ses vitesses
maximales et minimales.



P71 Le champ magnétique et
son action sur les courants électriques

1. Le champ magnétique

Le champ magnétique est une grandeur physique qui opere sur les charges électriques en
mouvement dans les référentiels dans lesquels il est non nul.
1.1 Sources

Les sources du champ magnétique sont :
les aimants naturels ; les aimants artificiels élaborés par des procédés métallurgiques ;
les courants électriques, c’est-a-dire les charges électriques mobiles.

1.2 Lignes de champ

e Le champ magnétique dans une région donnée de 1’espace est décrit en chaque point

7 = OM de celle-ci par un vecteur T3)(7 ) lorsqu’il est indépendant du temps. On définit une
ligne de champ du champ magnétique comme une courbe en chaque point de laquelle le
champ magnétique est continliment tangent.

B(M,)

B(M,)

M,

L

M, fig. 1

1.3 Propriétés des lignes de champ

e Par un point donné de I’espace passe une ligne de champ et une seule. Les lignes de champ
du champ magnétique d’une source de dimensions finies sont, sauf exception, des lignes
fermées sur elles-mémes a distance finie de la source. Les lignes < ouvertes > sont, pour de
telles sources, en nombre fini. Elles peuvent étre considérées comme des lignes fermées sur
elles-mémes a I’infini.

e Ce bouclage des lignes sur elles-mémes est intimement 1ié a I’inexistence de « charges (ou
monopoles) magnétiques > isolables - contrairement aux charges électriques pour lesquelles
il est possibilité de séparer et d’isoler une charge positive d’une charge négative ; il est im-
possible d’isoler un pdle nord du pole sud qui I’accompagne.

On dit que les sources de champ magnétique sont au mieux dipolaires.

e L’ensemble des lignes de champ d’une source de champ magnétique constitue le spectre
du champ magnétique créé par la source.

e Laou les lignes de champ sont resserrées, le champ magnétique est intense. Des lignes
de champ droites et paralleles entre elles signalent un champ magnétique uniforme dans la
région considérée.

1.4 Moment magnétique

e On définit le moment magnétique d’une boucle de courant plane d’aire S parcourue par
un courant électrique d’intensité i comme le vecteur :
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M=isST, (22-1)

oll 7 est le vecteur unitaire normal au plan de la boucle dont le sens est donné par la regle
du tire-bouchon de Maxwell : si on tourne un tire-bouchon dans le sens conventionnel choisi
pour mesurer I’intensité i du courant électrique, il progresse dans le sens qui définit celui du

vecteur normal 7.

e La dimension du moment magnétique est I.L>. Son unité est I’ampere-métre au carré, de
symbole A.m?.

N Le moment magnétique d’une bobine plate comportant N spires de surface S, parcou-
rues par un courant électrique d’intensité i, est M=NiST.
circuit

sens conventionnel

de i
Plandela

5 il
spire
n

fig 2

2. Action d’un champ magnétique sur les courants

2.1 Force de Laplace élémentaire

Soit un élément d 7 d’un circuit électrique parcouru par un courant d’intensité i, d7 étant
orienté dans le sens conventionnel choisi pour i. Cet élément de circuit est plongé dans un

champ magnétique B (7).
Il est soumis a la force magnétique élémentaire suivante appelée force de Laplace :

df, = idl AB). (22-2)

2.2 Résultante des forces de Laplace élémentaires
o Si le champ magnétique est uniforme et stationnaire, ﬁ(? ) = B vecteur indépendant du

point ot I’on se situe et du temps. Si M et N sont les extrémités de la portion du conducteur
plongée dans le champ, la convention d’orientation de i allant de M a N, alors la résultante

des forces de Laplace T L vaut :

T,=iMNAB, (22-3)
?L:LNd?L:-(L”ﬁ)Aﬁ:imm

car

e La résultante des forces élémentaires de Laplace est perpendiculaire a la direction du vec-

teur champ magnétique et a la direction du vecteur M. N.En désignant par « I’angle entre ces
deux direction, la norme de la résultante vaut :

IToll = |ix MN x Bxsina|  (22-4)

ou B = |[B| et MN = ||MN|.
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2.3 Couple s’exercant sur un moment magnétique

o Soit un circuit plan fermé sur lui-méme et parcouru par un courant électrique d’intensité i

et plongé dans un champ magnétique uniforme et indépendant du temps B. La résultante des
forces de Laplace s’exergant sur le circuit vaut :

T, - ,-dmﬁ:i(sgd?)mzﬁ

car les vecteurs d / constituant les éléments le long du circuit ont une somme vectorielle qui

se boucle sur elle-méme et vaut donc 0. Si un tel champ possede une action sur le circuit, ce
ne peut étre que par I’intermédiaire d’un moment de couple.

Pl

Perspective
B 3 vue de dessus

e Considérons I’exemple simple d’une spire plane rectangulaire, susceptible de tourner au-
tour d’un axe fixe A passant par les milieux de deux c6tés opposés du cadre (cf. fig. 3) et
plongée dans un champ magnétique uniforme et stationnaire orthogonal a 1’axe de rotation.

Des forces élémentaires de Laplace s’exercent en tout point du circuit. Elles sont colinéaires a
I’axe de rotation sur les cotés de longueur b perpendiculaires a A. Elles sont perpendiculaires
a A et au champ magnétique sur les cotés du cadre paralleles a A.

Deux éléments du circuit symétriques par rapport au centre O de la spire sont soumis a des
forces élémentaires de Laplace opposées. La résultante des forces élémentaires exercées sur
le cadre est donc nulle.

Les seules forces élémentaires susceptibles de contribuer a la rotation du cadre sont celles
dont le bras de levier n’est pas nul par rapport a A, donc celles s’exercant sur les montants

verticaux du cadre. Elles y possedent toutes le méme bras de levier 5 sina.

La somme des moments par rapport a A des forces élémentaires sur I’'un des cotés verticaux
est par conséquence égale au moment par rapport a A de la résultante des forces sur le méme
cOté. La norme de la résultante des forces élémentaires sur 1’un des c6tés du cadre est |ixaxB|.
Le moment algébrique par rapport & A, dirigé par €, de cette résultante, My vaut :

Map =—-iabB sina

o [’expression précédente fait apparaitre I’intensité du moment magnétique sur sa normale
iab. On vérifie qu’elle peut s’écrire :

My =Ty (MAB)=-MBsina. (22-5)

o Les résultats précédents se généralisent. Tout circuit électrique ou tout aimant permanent
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de moment magnétique M plongé dans une zone ou régne un champ magnétique uniforme et

stationnaire B est soumis a des actions de la part du champ dont la résultante est nulle et le
moment par rapport a n’importe quel point de I’espace vaut :

M=MAB. (22-6)

Ce moment de couple tend a aligner la direction du moment magnétique sur celle du champ
magnétique.

2.4 Energie potentielle magnétique

e Le moment du couple par rapport a I’axe A, Ma, qui s’exerce sur le moment magnétique
dans le champ magnétique uniforme et stationnaire produit un travail élémentaire 5W lorsque
le cadre tourne autour de A de la position @ a la position infiniment voisine « + da.

En effet, parmi toutes les forces élémentaires qui s’exercent sur les diverses portions du cadre
seules travaillent celles s’exercant sur les montants du cadre paralleles a A.

Les déplacements élémentaires des points d’application respectifs de ces forces élémentaires

sont tous égaux pour un méme montant : d7 = 3 da7 pour I’'un, —d7 pour I’autre. Le tra-

vail élémentaire s’en déduit :
b b
SW =(-iaBe,) - S da7 +iaBE,. (— 5 da?) = — M Bsinada = d (M B cos ).

e Le travail des forces de Laplace qui s’exercent sur un moment magnétique dans un champ
magnétique uniforme et stationnaire apparait de la sorte ne dépendre que des positions ini-
tiale et finale. Le moment du couple dérive donc d’une énergie potentielle &, :

Epm=—MB cosa=-M-B. (22-7)

2.5 Puissance élémentaire des forces de Laplace

Si le conducteur se déplace parallelement 2 lui-méme 2 la vitesse V dans le référentiel dans
lequel est défini le champ magnétique, la puissance de la force de Laplace y est égale a :

pL Z?L 7

Sauriez-vous répondre ?

Question 1 : Une bobine plate de N = 250 spires circulaires, toutes de surface
S =20cm?, est parcourue par un courant électrique d’intensité i = 150 mA.
Calculez son moment magnétique.

Exercice 2 : Labobine précédente est placée dans une zone oli régne un champ magnétique
uniforme et stationnaire de valeur B = 35 mT.

Comment la positionneriez-vous par rapport au champ magnétique pour que le moment du
couple qui s’exerce sur elle soit maximal ? Que vaut-il alors ?

Commenter le résultat en déterminant la masse a poser sur I’extrémité d’un levier de 10 cm
de long pour que le moment de son poids par rapport a un axe de rotation horizontal soit égal
au précédent.



Lois de I'induction

1. Lois de Faraday et de Lenz

1.1 Expériences

e On constate que le déplacement dans un référentiel donné d’une source de champ ma-
gnétique ( aimant ou bobine parcourue par un courant électrique ) a proximité d’un circuit
électrique fermé ne comportant aucune source de tension ou de courant, fait naitre, dans cer-
taines circonstances - reproductibles -, un courant électrique tant que la source du champ
magnétique est mobile par rapport au circuit.

o Le phénomene est relatif : le déplacement dans le méme référentiel d’une portion du cir-
cuit électrique par rapport a une source de champ magnétique stationnaire dans ce référentiel,
provoque aussi 1’apparition d’un courant électrique dans le circuit.

fig 1

e Faraday a montré que le phénomene était plus marqué si le champ magnétique de la source
variait en semblant « transpercer » la surface du circuit. Le courant électrique qui circule dans
la boucle a, dans les deux cas, une intensité d’autant plus grande que le déplacement relatif
s’effectue avec une vitesse élevée ; il s’annule des que le mouvement cesse.

Pour interpréter ses résultats expérimentaux, il a été conduit a penser la notion de flux du
champ magnétique a travers un circuit.

1.2 Flux du champ magnétique a travers une surface

e On se restreint au cas particulier suivant : un circuit plan a une maille définissant formelle-
ment un contour I" qui délimite une surface plane d’aire S et un champ magnétique uniforme
dans la région ou est positionné le circuit, ﬁ(t).

Le flux du champ magnétique a travers le contour I' ou a travers la surface S, noté @,
est défini comme :

®=B-5, (23-1)

ou ? est le vecteur surface du circuit, vecteur de norme S, ’aire du circuit, de direction
la perpendiculaire a son plan et de sens celui de la normale orientée 7 au plan du circuit :
S=57.

La normale orientée est intrinseéquement liée a 1’orientation du contour I' de la maniere sui-
vante : une orientation arbitraire est choisie le long du contour, le sens du vecteur 77 est celui

selon lequel progresserait un tire-bouchon que 1’on tournerait a travers la surface dans le sens
de I’orientation arbitraire du contour.
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circuit

sens conventionnel

dei
Plan de la

spire L

e La dimension du flux du champ magnétique est le produit de la dimension du champ
magnétique et du carré d’une longueur soit M.L2.T2.I"". Son unité est le weber, de symbole

1.3 Force électromotrice induite et loi de Faraday

L’existence, en 1’absence de source de tension ou de courant, d’un courant électrique dans
le circuit fermé au cours des expériences décrites plus haut implique qu’une force capable
de mettre en mouvement les électrons dans le circuit ait été créée a la faveur de la variation
temporelle du champ magnétique ou du déplacement du circuit dans le champ magnétique.

Cette force agit comme si I’on avait inséré dans le circuit une source de tension e(t), appelée
la force électromotrice ou f.€.m. induite, donnée par la loi de Faraday :

La force électromotrice induite dans un circuit est égale a I’opposé de la dérivée par rapport
au temps du flux du champ magnétique a travers ce circuit. L’orientation de la f.é.m. induite
est celle prise sur le contour et ayant servi a définir la normale orientée du circuit.

do
e(t) = — E(t). (23-2)

1.4 Loi de Lenz

e Laloi de Faraday, quantitative, s’accompagne d’une loi qualitative, la loi de Lenz :

Les effets des courants induits apparaissant dans un circuit tendent a s’opposer aux causes
qui leur ont donné naissance.

e Si le courant induit est dii a une variation temporelle du champ magnétique a travers le
circuit, son sens sera tel qu’il créera lui-méme un champ magnétique propre tendant a s’op-
poser a la variation du champ extérieur.

S’il est dii au déplacement par un opérateur d’une portion de circuit, il circulera dans ce
dernier avec un sens tel que les forces de Laplace qui s’exerceront sur elle dans le champ
magnétique extérieur s’opposeront a ce déplacement.

2. Cas de circuits mobiles dans un champ magnétique
stationnaire

2.1 Rails de Laplace

o Une barre est déplacée sur deux rails horizontaux paralleles entre eux et distants de /, tout
en leur demeurant perpendiculaire. La barre et les deux rails sont de trés bons conducteurs et
constituent avec un résistor ohnmique de résistance R, un circuit fermé sur lui-méme.

Un opérateur déplace la barre vers la droite avec une vitesse V = v€, (v > 0) constante et
parallele aux rails.
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L’ensemble est plongé dans un champ magnétique uniforme et stationnaire B = B €. (B>0)
perpendiculaire au plan des rails.

i 1

Jc=ClE

I
I .
R L _}—.E; <=I>R 0
€z
e(r)

(a) fig 3 (b)

Le déplacement de la barre fait varier la surface du circuit offerte aux lignes de champ du
champ magnétique. Une variation du flux du champ magnétique a travers le circuit se produit
et une force électromotrice induite en résulte, qui fait naitre un courant électrique induit dans
le circuit fermé.

Son sens devra étre tel que la force de Laplace qui s’exercera sur la barre sera dirigée suivant
—,. Pour ce faire, il doit &tre positif avec une convention de I’intensité de courant électrique
dirigée suivant —¢€,. Nous choisissons donc ce sens conventionnel pour i (celle des figures
3.a et 3.b) et nous vérifierons que i est positif a la fin.

o Appliquons la loi de Faraday au circuit. Calculons le flux a travers la circuit : la normale
orientée conformément au sens de i est — €, et la surface du circuit est [ x(¢), d’ot un flux

(1) = BE, - (-1x(€;) = - Blx(z).

La loi de Faraday se traduit par une force électromotrice induite :
do )
e(t) = - E(t) = Blx(t) = Blv.

Pour comprendre ce qui se passe sur le plan électrique dans le montage, il faut construire
le circuit électrique équivalent : la résistance demeure elle-méme, les rails sont remplacés
par des fils conducteurs et la barre est modélisée par la source de tension induite e(¢) dont la
fleche est orientée dans le sens de la convention de i et dont I’expression est donnée ci-dessus.
Nous obtenons le circuit de la figure 3.b. Il y circule un courant induit dont 1’intensité est :
e(ty Blv
R R

comme I’analyse qualitative 1’avait laissé entrevoir. La force de Laplace due au courant induit
en résulte :

]

(Bl
R

Les hypotheses posées dans cette étude font que la constance de la vitesse de la barre ne peut
&tre assurée que par I’équilibre entre la force de Laplace et celle exercée par un opérateur sur

ladite barre 701, = —?L.

T,=i(-I@)ABC,=—ilBC,=—v 2.

o La puissance fournie par I’expérimentateur :

(BIv)?
Po[’ = 70[) : V?x = R

est entierement convertie en puissance thermique par effet Joule dans le résistor :
—R2 =
PR =Ri" = Pop.

Cette conversion de la puissance mécanique en puissance thermique s’est faite par 1’in-
termédiaire de la f.€.m. et du courant induits apparus lors du déplacement de la barre dans le
champ magnétique.
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e Si la barre n’avait pas été entrainée a vitesse constante, il aurait fallu écrire 1’équation
mécanique de la barre par application du théoreme de la résultante cinétique. En posant m la

masse de la barre et en appelant la force entratnante 7 = fox €, ON aurait eu 1’équation

mécanique suivante :

exc

dv .
ma = foxe — il B,

et I’équation électrique :
e(ty=Blv=Ri.

On constate que les deux variables i et v apparaissent dans les deux équations. On dit qu’il
y a couplage électromécanique dans le systeme, effectué par I’intermédiaire du champ
magnétique et des phénomenes d’induction qu’il va susciter.

e Le bilan de puissance est établi en multipliant la premiere équation par v, la seconde par i
et en éliminant iBlv entre les deux. Il reste :

d (1

2 2

v=Ri"+ —|=mv

fexe dr (2 )

qui traduit la transformation de la puissance fournie par le dispositif entrainant en dissipation
par effet Joule et variation de 1’énergie cinétique de la barre. Si le champ magnétique semble
ne pas intervenir dans le bilan, il est cependant présent dans 1’expression de i.

2.2 Méthode de traitement

e Les problemes d’induction avec parties mobiles peuvent faire que vous n’ayez pas réussi
a déterminer a priori le sens réel du courant électrique. Pas de panique ! La ligne de conduite
suivante permet de surmonter 1’obstacle. 11 suffit de :

@ fixer une convention d’orientation de i arbitraire sur le circuit,
® déterminer la normale orientée conformément 2 cette convention,
® calculer le flux du champ magnétique 2 travers le circuit,

O cn déduire la f.é.m. induite d’apreés la loi de Faraday,

@ construire le schéma électrique équivalent du dispositif, en faisant trés attention de conser-
ver la méme orientation pour le courant dans la partie qui est le siege de phénomenes d’in-
duction,

® établir I’équation électrique du circuit équivalent,

@ établir I’équation mécanique de la partie mobile du dispositif par application du théoréme
de la résultante cinétique ou du moment cinétique s’il y a rotation, et vérifier qu’il y a cou-
plage électromécanique,

@ &liminer entre 1’équation électrique et I’équation dynamique la variable électrique ou la
variable mécanique et résoudre si possible 1’équation différentielle obtenue sur la variable
restante,

©® en déduire ’autre variable laissée momentanément de coté.

2.3 Bobine plate tournant dans un champ magnétique

e Le second exemple traité est celui d’une bobine plate, de N spires rectangulaires dont les
cOtés ont pour longueurs a et b, tournant a une vitesse angulaire w constante autour d’un axe
A'; le cadre est plongé dans un champ magnétique uniforme et stationnaire perpendiculaire
a A (La situation est convenablement représentée par la figure 3 de la fiche 22). Seul n’y est
pas représenté le dispositif fermant le fil de bobinage constituant les N spires sur un résistor
de résistance R.
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e Ladirection entre la normale au plan des spires et le champ magnétique évolue au cours du
temps ; le flux du champ magnétique a travers les spires varie et induit une force électromotrice,
le circuit étant fermé, un courant électrique y prend naissance.

o En prenant pour origine des temps un instant ou la normale au plan des spires et le
champ magnétique sont colinéaires et de mé€me sens, I’angle a(#) entre ces deux vecteurs vaut

a(t) = wt et le flux du champ magnétique 2 travers les N spires est égal A ® = NS 7 B =
Nab B cos(wt).

. . D do
D’apres la loi de Faraday, la force électromotrice induite e(f) vaut — E(l),
soit e(f) = N a b B w sin(wt). On constate qu’elle est alternative. L’équation électrique du cir-

e(t)

cuit a la méme forme que dans le cas précédent e(¢) = Ri(¢), d’ou le courant induit i(¢) = R

lui-méme alternatif :

. NabBw .

i(t) = ——— sin(wt).

R
e Sur le plan mécanique, La constance de la vitesse angulaire implique I’intervention d’un
opérateur qui exerce sur la bobine plate un couple de moment par rapport a I’axe de rotation
M, opposé a celui que le champ magnétique exerce sur le moment magnétique associé a la
bobine. D’apres la relation (22-5), le moment de couple que subit la bobine dans le champ
magnétique est :
Mpa=-MBsina(t) = Ni(t)ab B sin(wt),
soit, en tenant compte de I’expression obtenue pour i(?) :
NabB)’w
My = ——( R ) sin(w1).

Le moment par rapport a I’axe du couple des efforts magnétiques sur le cadre est toujours
négatif, ce qui traduit leur caractere résistant, conforme a la loi de Lenz. L’ opérateur exerce
donc un couple qui les compense exactement afin que la vitesse angulaire soit constante :

NabB)*
Mop = =My = % sin(w ).
La puissance instantanée qu’il développe vaut :
(N ab Bw)?
Pop = Mopw = —

Elle est exactement égale a la puissance électrique dissipée par effet Joule dans la résistance :
(NabBw

sin®(w ).

2
Pr=Ri*(t) =R sin(wt)) .

Ainsi, comme dans le cas des rails de Laplace, la puissance mécanique fournie par I’opérateur
pour faire tourner le cadre est intégralement convertie en puissance électrique fournie a la
résistance par ’intermédiaire des phénomenes d’induction prenant naissance dans le champ
magnétique.

e Si le cadre n’avait pas été entrainé a vitesse angulaire constante, il aurait fallu écrire son
équation mécanique en appliquant le théoréme du moment cinétique par rapport a I’axe A. En
posant J le moment d’inertie du cadre par rapport a I’axe de rotation et en appelant le moment
des forces entrainantes par rapport a A, M,,., on aurait eu I’équation mécanique suivante :

o . :
J e =Ja(t) = M — Ni(t)ab B sina(r)
et I’équation électrique :

e(t) = NabBa(t) sina(t) = Ri(t).
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On retrouve le couplage électromécanique dans 1’apparition des deux variables i et @(#) dans
les deux équations.

e Le bilan de puissance est établi en multipliant la premiere équation par & et la seconde par
i et en éliminant NiBabd sin « entre les deux. Il reste alors :

d (1
Mexe@ =R+ — 5 J&?
e dr\2
qui traduit la transformation de la puissance fournie par le dispositif entrainant en dissipation
par effet Joule et variation de 1’énergie cinétique de la bobine, le champ magnétique interve-
nant dans le bilan par I’'intermédiaire de i.

e La conversion de 1’énergie mécanique, fournie par un opérateur, une chute d’eau, une tur-
bine a vapeur d’eau, etc., en énergie électrique suit grossierement toujours ce principe.

2.4 Freinage électromagnétique

L’exemple précédent montre que le moment du couple exercé sur un circuit mobile dans un
champ magnétique stationnaire est globalement résistant.

Cette propriété est exploitée dans les ralentisseurs électromagnétiques montés sur les gros
véhicules de transport (autobus, camions et semi-remorques). Leur principe est le suivant :
une masse métallique conductrice et solidaire de 1’arbre de transmission du moteur aux roues
motrices est placée dans un champ magnétique créé par un électroaimant.

La rotation de la masse conductrice dans les lignes de champ du champ magnétique engendre
en son sein des courants induits appelés courants de Foucault dont les effets s’opposent,
selon la loi de Lenz, aux causes qui leur ont donné naissance. Dans ce cas, la cause est la
rotation de 1’arbre, donc les efforts électromagnétiques induits vont tendre a 1’empécher, a
tout le moins a la ralentir et freiner par conséquence le véhicule.

La force du ralentisseur est réglée par le conducteur qui controle 1’intensité du champ magnétique
a I’origine des phénomenes d’induction.

2.5 Réversibilité de la conversion

La conversion est parfaitement réversible puisqu’un courant électrique dans un circuit placé
dans un champ magnétique subit une force de Laplace ou un moment de couple magnétique
capable de mettre en mouvement une portion mobile du circuit. Elle est réalisée par le méme
objet, aussi n’y a-t-il aucune distinction de principe a faire entre un moteur et un générateur
électriques.

2.6 Haut-parleur électrodynamique

e En schématisant a I’extréme, le principe du haut-parleur électrodynamique est similaire a
celui des rails de Laplace modifiés comme suit :

i i

=

..‘I.' =
I -
e, (1) i ot Tx ey(n)
Ba ? B_’cg—»?x e <>
R kly = R e (£}
(a) B (b)

e Labarre joue le role de la membrane, de masse m ; un générateur de tension celui de I’am-
plificateur alimentant le haut-parleur en délivrant une tension sinusoidale ey(f) = Ey cos(wt).

Lélasticité des accroches de la membrane est modélisée par un ressort de raideur & et de lon-
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gueur a vide [, ; le rayonnement de 1’onde acoustique par la membrane I’est par un amortis-
sement s’exergant sur elle, de type « frottement fluide > opposé a la vitesse 7, = -2,
x(1) est I’allongement du ressort a I’instant ¢ et x,, est la position de 1’équipage mobile par
rapport a la position d’équilibre.

e Le générateur de tension impose la circulation d’un courant électrique dans le circuit, cou-
rant qui, dans le champ magnétique, subit une force de Laplace s’exercant sur la barre.
Réciproquement, la force de Laplace entraine un déplacement de la barre dans le champ
magnétique, donc 1’apparition d’une force électromotrice induite.

e [’orientation de I'intensité du courant électrique étant celle fixée sur la figure 4, la force

de Laplace a pour expression T 1 = —i() [ B®,. Le flux du champ magnétique a travers le
circuit est O(r) = —B [ (x(t) +x,4) et la f.é.m. induite, selon la loi de Faraday, est e(t) = Bl i(%).

Le circuit électrique équivalent permet de calculer I’intensité du courant électrique :
i) = eo(t) + e(?) _ eo(t) + BLx(1)
R R
Le théoréme de la résultante cinétique appliqué a la barre, le référentiel dans lequel ces
événements sont décrits étant supposé galiléen, fournit, en projection sur €, :

2
mi—tf = —kx(t) = A%(0) - i(1) B,

2
+(£+ B1) )x+£x=—3—leo(t).

soit :

m mR mR

Quelle que soit la nature du régime transitoire, la solution générale de 1’équation homogene
1 (/1 . (BI)?

) 1
est une fonction tendant vers O lorsque ¢ > 57, — = =
T 2\m m

nous sur la solution particuliere sinusoidale, qui peut étre trouvée en passant par les grandeurs
complexes associées.

). Aussi nous concentrerons-

. k 2
Posons x(f) = R(x(?)) ol x(¢) = Xe’“" ; w% = —et “o_z Tou= Q.
- - - m o T wo
L’équation donne pour amplitude complexe du déplacement sinusoidal de la barre :
_ BIE, 1
TOkR 2k

Le dispositif conduit a I’oscillation de la barre a la méme fréquence que la tension délivrée
par la source tout comme la membrane du haut-parleur vibrerait a la fréquence de la tension
issue de I’amplificateur.

e Le bilan instantané des puissance est obtenu en multipliant 1’équation mécanique par X,
I’équation électrique par R i et en éliminant entre les deux le terme explicite de couplage ilBx ;
on obtient :

) ., df1 1
ei= A +RP+ —|=mx*+ = kx*|.
dr\2 2
La puissance fournie par le générateur de tension est dissipée en puissance acoustique rayonnée,
en puissance thermique créée par effet Joule dans la résistance et sert a la variation de
1’énergie mécanique du systeme oscillant {barre - ressort}.
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3. Cas de circuits fixes dans un champ magnétique
dépendant du temps

3.1 Fonctionnement de la bobine d’auto-induction

e Nous avons vu (fiche 12-§2) que les bobines d’auto-induction avait la propriété de s’op-
poser a I’établissement ou aux variations du courant électrique les traversant. Nous sommes
maintenant en mesure de comprendre les phénomenes physiques qui s’y produisent pour créer
cet effet.

Considérons une bobine de N spires insérée dans un circuit du type de la figure 17 de la fiche
12. Au moment ol I’on ferme I’interrupteur, le courant qui s’appréte a circuler dans le fil
de la bobine y crée un champ magnétique proportionnel a son intensité i(¢) si la bobine est
sans noyau de fer ou si i(¢) est faible ; ce que nous pouvons traduire par la relation entre i(t)
et la valeur du champ magnétique créé en un point M a I’instant ¢ au cceur de la bobine :
B(M,t) = k(M) i(t), 1a direction du champ magnétique étant globalement celle de 1’axe de la
bobine et son sens donné par la reégle du tire-bouchon - on tourne dans le sens de i et le sens
dans lequel progresse le tire-bouchon indique le sens du champ magnétique, comme indiqué
sur la figure 5.

1949474 1@
DU

(5
ur(f)
e LN

fig. 5

e Ce champ crée un flux a travers chaque spire de la bobine dont la somme est le flux propre
@, flux du champ magnétique créé par un courant circulant dans une bobine a travers ses
propres spires.

Le flux propre est proportionnel a I’intensité du courant électrique et le coefficient de propor-
tionnalité final est ce que nous avons appelé I’inductance propre L > 0 de la bobine. Ainsi,

@, () = LiD). (23-3)

Selon la loi de Faraday, la f.€.m. induite vaut e(f) = —Ld—tl(t).

La convention courant-tension récepteur impose le sens de uy () par rapport au sens de i(?),
d’ou ur(r) = —e(t) ce qui permet de retrouver la relation entre la tension aux bornes de la
bobine d’auto-induction et le courant la traversant.

e Nous pouvons donc interpréter 1’opposition aux variations de courant qui caractérise le
comportement des bobines comme la conséquence de la loi de Lenz.

e [orientation de la normale aux spires en fonction de celle du courant électrique dans la
bobine et I’orientation du champ magnétique par rapport a celle du courant font que le flux
propre est toujours du méme signe que 1’intensité du courant.

e Nous renvoyons le lecteur au paragraphe correspondant de la fiche 12 pour ce qui est du
bilan de puissance lors de I’établissement du courant dans une bobine d’auto-induction.

3.2 Evaluation de I'inductance propre
e Considérons une bobine de N spires jointives telles que le rayon de la plus grande des
spires soit petit devant la longueur / de la bobine que 1’on appelle alors un solénoide.

Le champ magnétique a I’<intérieur » du solénoide est approximativement uniforme, co-
linéaire a I’axe du solénoide et d’intensité convenablement donnée par B(f) =~ ugni(t) ou
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N . . ‘
n= T ety = 47 x 107" H.m™! est une constante du magnétisme dans le vide nommée la
perméabilité magnétique du vide.

e Le plan de chaque spire peut étre considéré comme perpendiculaire au champ magnétique
et si S est I’aire moyenne des spires de la bobine, le flux propre est approché par :

N2
() ~ NS B() = pip =S i(1)

L’ordre de grandeur de I’inductance propre de la bobine s’en déduit :

2

N
L~ 7 S. (23-4)

3.3 Cas de deux bobines en interaction

e Lorsque deux bobines sont a proximité I’une de 1’autre et parcourues chacune par un cou-
rant, elles créent chacune un champ magnétique dont les lignes de champ peuvent traverser
les spires de I’autre. Nous avons dessiné une ligne de champ du champ magnétique enlacant
les spires des deux bobines.

e Il enrésulte que le flux du champ magnétique a travers chaque bobine dépend des courants
traversant les deux bobines.

Ainsi, @y, le flux du champ magnétique a travers la premiere bobine, d’inductance L, est la
somme du flux propre L; i; et du flux que la seconde bobine envoie a travers ses spires, le
flux extérieurM i,, ou M désigne I’inductance mutuelle entre les deux bobines.

Réciproquement, le flux total du champ magnétique a travers les spires de la seconde bobine
est lui-méme la somme de son flux propre L, i; et du flux extérieur M i;. Ainsi,

O =Lii1 +Mi, et DOy =Lrir + M1y

Les relations tension-courant pour 1’ensemble des bobines s’en déduisent
do,

.
Caru1=—€1=T Ctu2=—€2=?,501ti
di; dip dip di;
=L —+M— t =L,—+M—. 23-5
B P a ety a3

En régime sinusoidal, les équations précédentes se transposent sur les tensions et intensités
complexes associées en :

w=jliwi+jMwi, et u,=jlhwi,+jMwi,.

e L’inductance mutuelle entre deux circuits dépend naturellement de leur position relative
et son signe des orientations prises pour les courants sur chacun d’eux. Pour une position
relative donnée, il y a quatre possibilités d’orientation des deux courants : deux conduisent a
une inductance mutuelle M positive, les deux autres a sa valeur opposée.

Le signe de I'inductance mutuelle est déterminé par I’examen de 1’angle que fait le champ
magnétique créé par I’'un des bobinages avec la normale orientée des spires de 1’autre : si
I’angle est aigu alors 1’inductance mutuelle est positive.
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Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Nous considérons un dispositif de rails de Laplace dans une variante présentée
sur le schéma suivant : la barre, de masse m, est tirée par un fil inextensible et sans masse a
I’autre extrémité duquel est suspendue une autre masse M ; le fil passe par la gorge d’une pou-
lie sans inertie et sans frottement sur son axe de rotation. La barre se déplace parallelement a
elle-méme et perpendiculairement aux rails. Le champ magnétique dans lequel baignent les
rails est uniforme et stationnaire.

—

B
N
~ % 9‘

m

& /ll—’ ol
o

fig. 7

Etablissez 1’équation du mouvement de la barre.
Montrez que la vitesse tend vers une valeur limite que vous déterminerez.

Vous analyserez ce qui se passe dans le dispositif, nommerez les variables dont vous aurez
besoin et fixerez les orientations nécessaires de certaines grandeurs.

Exercice 2 : On considere un solénoide de N = 2000 spires de section § = 30 cm? et de
longueur totale [ = 10cm. A I'intérieur de celui-ci, une bobine plate de N° = 500 spires de

section S’ = 20 cm? est disposée de sorte que sa normale orientée soit colinéaire et de méme
sens que le champ magnétique créé par la premiere bobine lorsque le courant qui la parcourt

)

Le solénoide est parcouru par le courant périodique triangulaire, de période 7 = 10 ms sui-
vant : pour ¢ € [0;4 ms[, i(¢) croit linéairement de —50 mA a S0 mA ; pour ¢ € [4 ms; 10 ms[
i(t) décroit linéairement de 50 mA a —50 mA. Déduisez-en la tension u,(f) aux bornes de la
bobine plate.

fig. §




PZ1 Thermodynamique

1. description des systémes a I’équilibre

1. Spécificité du systeme thermodynamique

1.1 Définition

e On appelle au sens le plus large systéme thermodynamique un ensemble contenant un trés
grand nombre d’entités matérielles (électrons, ions, atomes, molécules), quel que soit 1’état
physique dans lequel il se trouve.

e 18 cm?® d’eau contient N4 ~ 6,02x10? molécules. N, est le nombre d’Avogadro en mol ™.

1.2 Caractere statistique des parameétres descriptifs

L’extrémement grand nombre d’unités dans les systemes rend impossible et méme inutile la
connaissance du devenir de chacune d’elles. Les thermodynamiciens ont construit un petit
nombre de parametres afin de caractériser le systeme avec suffisamment de précision et de
pertinence pour ce qui constitue leur centre d’intérét, a savoir les échanges d’énergie entre le
systeme et I’ extérieur.

Ces parametres doivent résumer les états de mouvement et d’excitation de toutes les entités
du systeme. Ils ne peuvent donc étre fondés que sur une approche statistique grace au calcul
des probabilités.

La physique statistique est la branche de la physique en charge de relier la description mi-
croscopique du systeme, les grandeurs mécaniques et énergétiques censées Etre attribuables
a ses entités, et les parametres mesurables a notre échelle, 1’échelle macroscopique.

1.3 Qualifications des systémes

e Un systeme fermé est un systeme qui n’échange pas de matiére avec 1’extérieur. La sur-
face qui le délimite est imperméable a ’entrée ou a la sortie de nouvelles entités. La masse
d’un tel systeme ne varie pas au cours du temps et ce sont toujours les mémes entités qui lui
appartiennent.

e Un systeme ouvert est un systeme délimité par une surface perméable a 1’échange de
matiere. La masse d’un tel systéme peut varier au cours du temps et, si elle ne varie pas, ce
ne sont cependant plus les mémes entités qui, au fil du temps, composent le systeme.

o Un systeéme isolé est un systeme qui n’établit aucun rapport avec I’extérieur : ni échange
de matiere, il est fermé, ni échange d’énergie, ce qui suppose qu’il ne soit soumis a aucun
champ de force dont la source lui serait extérieure.

2. Etat d’un systeme

2.1 Variables d’état et fonction d’état

La description d’un systéme nécessite de connaitre un certain nombre de grandeurs phy-
siques observables, donc mesurables et certaines fonctions particulieres de ces grandeurs
pour résumer ses propriétés mécaniques et énergétiques.

Les grandeurs physiques en question sont appelées variables d’état : la température T, la
pression p, la quantité de matiere n; de chacun de ces constituants, le volume occupé V, la
masse volumique p. . .

Parmi les fonctions de ces variables d’état nous trouvons 1’énergie interne U, 1’enthalpie H,
I’entropie S ...



336 Physique

2.2 Variables locales et globales

e Dans le cas général, certaines des variables d’état doivent étre définies comme des champs
a l’intérieur du systéme, c’est-a-dire des grandeurs physiques susceptibles de devoir étre

données localement et instantanément : le champ de température T(T’, t), de pression p(?, t),
de masse volumique p(7,1) ...

e Comme ces grandeurs physiques sont élaborées par une démarche statistique, elles doivent
étre construites a partir de ce qui se passe a I’intérieur d’un volume §V entourant le point 7,
a I’échelle mésoscopique, a savoir petit a notre échelle pour que les variations locales des
grandeurs soient conservées mais suffisamment grand a 1’échelle microscopique pour que
son intérieur recele un nombre encore élevé d’entités porteuses des propriétés auxquelles il
s’agit d’attribuer une valeur au point 7, ceci afin que I’'usage de 1’arsenal statistique conserve
son bien-fondé et que les grandeurs physiques puissent étre représentées par des fonctions
suffisamment régulieres des coordonnées d’espace et du temps.

Connaitre 1’état du systeme revient a connaitre les champs en question au cours du temps
soit par I’observation, soit par la déduction a partir d’observations initiales et d’équations qui
régissent 1’évolution.

e Dr’autres variables d’état sont globales et n’ont de sens que pour I’ensemble du systéme :
le volume qu’il occupe, la quantité de matiere qu’il contient . ..

2.3 Etat d’équilibre

e Un systeme est dans un état d’équilibre lorsque ni son état, ni celui de I’extérieur n’évo-
luent avec le temps. Les variables d’état qui le décrivent completement sont alors indépendantes
du temps.

e Un systeme a I’équilibre doit satisfaire trois conditions :

@ il doit étre en équilibre mécanique : toutes les forces internes au systéme ou entre le systeme
et I’extérieur sont compensées.

@ il doit étre en équilibre thermique : le champ de température doit étre indépendant de la po-
sition et du temps T(?, t) = Ty car I’existence d’un écart de température au sein du systeme

provoquerait un transfert énergétique entre ses diverses parties susceptible de modifier ses
caractéristiques finales.

® il doit étre a 1’équilibre chimique : s’il est composé de plusieurs constituants, sa composi-
tion doit demeurer identique.

o Remarques

— Si I’équilibre exige I'indépendance par rapport au temps, des systemes de grandes dimen-
sions peuvent se trouver a 1’équilibre avec certains de leurs champs (la pression, la masse
volumique, etc ...) dépendant de la position, comme, par exemple, le champ de pression
dans une colonne de liquide de plusieurs metres de hauteur. Cependant, sauf exception, les
systémes auxquels nous pensons sont de dimensions suffisamment modestes pour que les
champs soient indépendants de ¢ ef de 7.

— L état stationnaire d’un systéme ouvert - comme la circulation en boucle d’un fluide dans
un processus a plusieurs étapes - n’est pas assimilable a un état d’équilibre car le fluide y
subit en permanence des transformations.

2.4 Equation d’état

e Toutes les variables d’état utilisées pour décrire 1’état d’un systéme ne sont pas indépendantes.
L’équation d’état est la relation liant certaines d’entre elles du fait des propriétés de ses
constituants.
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o Exemple : un systeme a I’équilibre se comportant comme un gaz parfait, de dimensions
telles que les variables d’état indépendantes de la position, a pour équation d’état :
pV =nRT (24-1)

ol V est le volume qu’il occupe (en m?), T’ sa température (en K), n sa quantité de matiére
(en mol) et p sa pression (en Pa). C’est I’équation des gaz parfaits.

2.5 Origine physique de la pression

e A I’échelle macroscopique, la pression est définie comme le rapport de la force qui
s’exerce sur une surface donnée a 1’aire de celle-ci.

paroi

e Soit d? la force pressante élémentaire qu’un gaz a 1’équilibre thermodynamique exerce
sur 1’élément de la paroi qui I’enferme, d’aire dS autour d’un point M. La pression au point
M exercée par le fluide est donnée par la relation :

-

-p(M)T7 = (31—5 (24-2)

ol 7 est le vecteur unitaire normal orienté de la paroi vers le fluide pressant. Cette définition
reste valide en tout point M a I’intérieur du fluide en considérant la force élémentaire exercée
par le fluide sur un seul c6té de la surface élémentaire. La pression est alors indépendante de
I’orientation de la surface élémentaire.

e La pression a pour dimension : M.L™'. T~2. Son unité est le pascal, de symbole Pa.

e [a définition précédente est phénoménologique : on constate qu’une force s’exerce sur un
élément de la paroi, a laquelle on essaie d’attribuer une grandeur physique, la pression, qui
donne I’information principale sur ladite force.

Cette force provient, a I’échelle microscopique, du transfert de quantité de mouvement a la
paroi qu’induisent les trés nombreux chocs moléculaires supposés élastiques sur celle-ci.

Pour les gaz, le modele statistique élémentaire du gaz parfait a I’équilibre thermodynamique
aboutit a la définition cinétique de la pression :

p= % n, mu*> (24-3)

ol m est la masse d’une molécule du gaz (M), n, le nombre de molécules du gaz par unité de
volume (L7%) et u* la vitesse quadratique moyenne (L.T~') définie par:

2.6 Origine physique de la température

e La température d’un systéme est intimement liée a I’énergie des mouvements microsco-
piques et au degré d’excitation des atomes ou des molécules qui le constituent. Ainsi, pour
un gaz parfait monoatomique, la température cinétique 7T relie I’énergie cinétique moyenne
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(&) d’une molécule du gaz a la température T selon la relation :

1 R
<80> = E m I/t*2 = é kg T ou kg (24-5)

2 A

ol NV est le nombre d’ Avogadro,
R la constante des gaz parfaits, environ égale a 8,3147J K '.mol™,

kg la constante de Boltzmann, environ égale a 1,381 x 1073 1K™";

T la température absolue, une des sept dimensions fondamentales de la physique, notée ® et
exprimée en kelvin, de symbole K ;

o Cette température cinétique s’identifie avec la température du thermometre a gaz parfait
et a la température thermodynamique telle qu’introduite par le second principe.

2.7 Grandeurs extensives et intensives

o Il est habituel de distinguer parmi les variables d’état ou les fonctions de telles variables
les extensités ou grandeurs extensives et les intensités ou grandeurs intensives.
Appartiennent a la premiere catégorie la quantité de matiere, le volume, 1’énergie ou I’entro-
pie; et a la seconde, essentiellement pour nous, la température, la pression et les grandeurs
qui sont des rapports d’extensités.

e Une grandeur thermodynamique est extensive si, lorsque 1’on multiplie les quantités de
matiere d’un systeme par un méme facteur k, la grandeur en question est multipliée par k, les
grandeurs intensives restant constantes.

Ainsi, I’adjonction a une quantité n; de gaz a la température 7', & la pression p et qui occupe-
rait donc un volume V; a une quantité n, du méme gaz a la méme température et a la méme
pression, occupant un volume V5, prendra le volume V| + V; pour étre, dans le mélange, a la
température T et a la pression p.

N Pour que le caractere extensif d'une variable caractérisant un systeme soit avéré, les
constituants de ce dernier ne doivent pas étre sujets entre eux a des interactions de champs de
longues portées telles les interactions électromagnétique ou gravitationnelle ou ces derniéres
doivent en tout cas ne pas jouer un role prépondérant dans I’évolution du systéme et pouvoir
ainsi étre négligées.

3. Gaz parfait et gaz réel

3.1 Description

Un gaz (du grec ya@og, chaos) est un systeme sans forme propre, fortement compressible
et dont les entités constitutives (molécules ou atomes) occupent tout 1’espace qui leur est
concédé. Ses constituants ont une énergie cinétique moyenne treés grande devant la valeur ab-
solue de leur énergie potentielle moyenne d’interaction.

3.2 Le gaz parfait monoatomique

Un gaz parfait monoatomique est un systéme constitué de particules supposées ponctuelles
et sans interactions entre elles autres que les chocs qui entretiennent 1’agitation thermique et
le chaos moléculaire. L’énergie mécanique de ce type de systeme est postulée comme étant
la somme des énergies cinétiques de toutes ses particules dans un référentiel donné.
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3.3 Introduction de I’énergie interne

e Soit {M;};=1, n les N particules identiques de masse m d’un gaz parfait monoatomique.
Soit le référentiel dans lequel leur centre d’inertie est au repos, son référentiel barycen-
trique R".

Si 7? est le vecteur vitesse de la particule M; dans le référentiel barycentrique du gaz,
I’énergie du systéme est appelée son énergie interne, notée U et égale a :

N

1 x

En=U=Y tue;?
i=1

e Or, selon (24-4) et (24-5), I’énergie interne du gaz parfait est ainsi une fonction d’état de

la seule température absolue du gaz et du nombre de mole n = — :
A

U=%NkBT=§nRT (24-6)

L’énergie interne est proportionnelle a la température. Le coefficient de proportionnalité est
la capacité thermique ou calorifique a volume constant C, du gaz parfait monoatomique :

3
C, = 5 nR (24-7)
On définit les capacités thermiques molaire (c,,,) et massique (c,) a volume constant :
Cv 3 Cym 3R
wm = — ==R t = = — 24-8
m=Tr TN % YTy T oy (24-8)

ol n est le nombre de moles de la substance constituant le systeme et M sa masse molaire. C,
représente 1’énergie a fournir aux n moles du gaz, c,,, celle a fournir 2 une mole du gaz et ¢,
celle a fournir a un kilogramme du gaz parfait monoatomique, le volume de chacun restant
constant, pour que sa température s’éleve de un kelvin.

3.4 Equation d’état
Dans le cadre du modele du gaz parfait, I’équation d’état du gazest: pV =nRT.

Si le systeme étudié est fermé, le nombre de moles n est fixé a priori. Il ne reste que trois
variables d’état liées par 1I’équation d’état précédente, soit deux variables indépendantes. Im-
poser des valeurs a pet T, T et V, ou p et V interdit toute liberté de choix sur, respectivement,
V,pouT.

3.5 Diagrammes de représentation

e Le diagramme de Clapeyron représente les courbes p = f(V) a température constante
pour n moles du gaz. Ce sont les courbes isothermes ou isothermes.

e Le diagramme d’Amagat représente les isothermes p V = g(p) pour la méme quantité
de matiere. Pour un gaz parfait, on obtient :

Pa diagramme de p¥1

Clapeyron

diagramme d'Amagat

Gaz T
parfait T,
il
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e Dans le diagramme de Clapeyron, les isothermes du gaz parfait sont des branches d’hy-
perbole : p = (nRT)/V; dans le diagramme d’Amagat, les isothermes sont des droites
pV = nRT, indépendantes de la pression, paralleles a I’axe des abscisses.

= Remarquez sur les diagrammes les positions respectives des isothermes les unes par
rapport aux autres sachant que Ty < T < T;.

3.6 Gaz réel aux faibles pressions

e La figure 3 montre I’allure des isothermes pour un gaz réel.
diagramme de Ve
Clapeyron

Dy

diagramme d'Amagat
3121y

V fig. 3 P

On constate que les isothermes ne sont plus des branches d’hyperbole en coordonnées de Cla-
peyron et ne sont plus des droites indépendantes de la pression en coordonnées d’ Amagat.

Sur ce dernier diagramme, il apparait une température, la température de Mariotte 7',
spécifique du gaz réel étudié, pour laquelle, aux basses pressions, le gaz présente un compor-
tement voisin du gaz parfait : le produit p V ne dépend pas de la pression du gaz - au moins
au premier ordre en la pression -, ce qui doit se traduire par une pente nulle de son isotherme
T = Ty lorsque p — 0.

Pour les températures T < Ty, les isothermes dans le diagramme d’Amagat posseédent un
minimum au voisinage duquel, pour une raison similaire a celle invoquée précédemment, le
gaz réel se comporte alors comme le gaz parfait.

o Les écarts des gaz réels au gaz parfait sont dus au volume des molécules qui les constituent

et aux interactions qui existent entre les molécules et entre chaque molécules et la paroi de
I’enveloppe du gaz ou de la surface du capteur de pression.

Ces interactions sont de tres courtes portées car elles sont de nature essentiellement dipolaire,
que ces dipdles soient induits ou non.

N Ilest fréquent d’assimiler un gaz réel a un gaz parfait dans les domaines de température
et de pression couramment rencontré a cause de la grande simplicité des propriétés du gaz
parfait. La masse molaire du gaz réel est alors attribuée au gaz parfait.

3.7 Equations d’état

La complexité du comportement des gaz réels rend impossible la prise en compte de I’en-
semble de leurs propriétés thermoélastiques par une seule équation d’état simple a manipuler.
Il est donc fréquent de travailler avec plusieurs équations d’état selon les températures et les
pressions envisagées.

Un exemple de telles équations est I’équation de van der Waals :

(p+a(‘£/)2).(V—nb)=nRT (24-9)

ol a et b sont des coefficients dépendant du gaz étudié. b a la dimension d’un volume et est
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appelé le covolume molaire. 11 rend plus ou moins bien compte du volume d’une mole de
gaz réel.

. . ny2 . 1se . N .
La pression interne a(‘—/) traduit I’interaction moyenne attractive a longue distance que

subit chaque molécule du gaz de la part de ses congéneres, attraction venant diminuer le
transfert de quantité de mouvement sur une paroi et donc la pression cinétique, c’est-a-dire

. e N S ny\2 o
la pression du gaz parfait équivalent. Cette derniere serait ainsi p. = p + a(v) ol pestla

pression mesurée et V — nb son volume réellement occupé.

3.8 Energie interne d'un gaz réel

En assimilant, en premiere approximation le gaz réel a un gaz parfait dont on tiendrait compte
de tous les degrés de liberté d dus au caractere polyatomique de ses molécules, I’énergie in-
terne de ce gaz parfait associé a pour expression :

R
Ugas(T) = C, T = d ”7 T,

Alors que 1’énergie interne du gaz parfait n’est fonction que de sa température, celle du gaz
réel est fonction de sa température et du volume qu’il occupe. Dans le cadre du modele de
van der Waals, I’énergie interne du nombre n de moles du gaz réel est approchée par I’ex-
pression :

2 n2

n
UT,V)=CT —a < = Uga(T) —a

L’énergie interne du gaz réel est alors plus faible que celle du gaz parfait associé a cause de
I’énergie potentielle d’interaction (attractive) des molécules du gaz entre elles.

4. Exemple des phases condensées

4.1 Description

Une phase condensée est une phase dont les entités constituantes (atomes, molécules ou ions)
posseédent une énergie cinétique moyenne du méme ordre de grandeur que la valeur absolue
de I’énergie potentielle d’interaction (dans les liquides) ou une énergie cinétique moyenne
tres petite devant la valeur absolue de 1’énergie potentielle d’interaction (dans les solides).

4.2 Equation d’état

e Pour un liquide ou un solide, et pour des états voisins d’un état de référence qui occuperait
un volume Vj, a une température T et avec une pression p s’exercant a sa surface, I’équation
d’état suivante lie le volume V qu’il occupe lorsque sa température devient 7 et la pression a
sa surface p :

V=VW{0+a( -To) -xr(p—po) (24-10)
ou « est le coefficient de dilatation isobare, défini comme :

AV 1 (oV
a= lim —— = —[— (24-11)
AT—0 Vo AT Vo oT P=po

Sa dimension est I’inverse d’une température ®! et son unité est I’inverse du kelvin de sym-
bole K™'. Les ordres de grandeur vont de 107> 2 107* K™! pour un liquide et sont autour de
1073 K~! pour un solide.

e yr est le coefficient de compressibilité isotherme, défini comme :
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AV 1 (oV
Xxr = lim — =—= (—) (24-12)
Ap—0 VQ Ap V() 6[) =

Sa dimension est celle de I’inverse d’une pression soit L.T>.M~! dont I’unité 1égale le Pa™",

mais I"unité la plus usitée est le bar™'. y7 ~ 107 Pa™! ou 107 bar™! pour toutes les phases
condensées.

e Les ordres de grandeur des coefficients de dilatation isobare et de compressibilité iso-
therme des phases condensées font qu’il est possible, pour des variations modestes de la
température ou de la pression externe, de négliger en premiere approximation les change-
ments de volumes que ces variations induisent.

4.3 Energie interne d’une phase condensée

o ]I est expérimentalement légitime de considérer en premicre approximation 1’énergie in-
terne d’une phase condensée comme fonction de sa seule température : U = U(T).

e Aux températures usuelles, celle de nombreux corps solides est proche d’une fonction af-
fine de la température dont la pente est voisine de 3 Rn ou R est la constante des gaz parfaits et
n la quantité de matiere de 1’échantillon quelle que soit sa nature. On en déduit que la capacité
thermique molaire de toute substance solide tend vers 3 R aux températures usuelles. C’est la
loi de Dulong et Petit des capacités thermiques molaires des solides a pression constante.

Elle exprime que I’accroissement de 1’énergie interne des entités élémentaires constituant le
solide se répartit également, a partir d’une certaine température, entre leur énergie cinétique
et leur énergie potentielle - une équipartition de 1’énergie en quelque sorte qui tirerait son
origine de ce que chaque entité pourrait étre assimilée a un oscillateur harmonique a trois
dimensions, indépendant, oscillant autour d’une position d’équilibre dans le cristal.

Chaque oscillateur possede suivant chacune des directions de 1’espace une énergie cinétique
moyenne {e.) et une énergie potentielle élastique moyenne {e,,) valant chacune BT .

Ainsi pour une direction donnée, I’énergie mécanique d’un oscillateur vaudrait kg7 et 3kgT
pour les trois directions.

Aux basses températures en revanche, la capacité thermique molaire a pression constante

s’écarte de la loi de Dulong et Petit pour varier comme T°. Ce comportement n’a été ex-
pliqué que dans le cadre de la mécanique quantique appliquée aux solides.

N> on suppose qu’opérer a volume ou a pression constante pour une phase solide nécessite
la méme énergie.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : On vide une bouteille d’eau < marquée > dans I’océan Atlantique. Aprés avoir
attendu suffisamment longtemps pour qu’elle se soit intimement mélangée a toutes les eaux
de la surface du Globe, on remplit a I’océan la bouteille vide.

Estimez le nombre de molécules d’eau <« marquée > qu’elle a des chances de contenir.

Exercice 2 : Calculez le volume molaire d’un gaz assimilé 2 un gaz parfait 2 la température
ambiante de 20 °C et 2 la pression atmosphérique standard p = 10° Pa.

Exercice 3 : Un gaz supposé parfait subit une transformation au cours de laquelle sa
température demeure identique. Son énergie interne varie-t-elle au cours de la transforma-
tion ?
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2. premier principe

1. Transformations d’un systeme
1.1 Définition

Un systeme thermodynamique fermé subit une transformation lorsqu’il passe d’un état
d’équilibre a un autre qui en différe par la valeur de 1’'un de ses parametres d’état au moins.

1.2 Problématique de I’étude d’une transformation

Il s’agit en général de déterminer les caractéristiques de 1’état final d’un systeme fermé,

connaissant celles de son état initial et la transformation qu’il subit et de quantifier les échanges
d’énergie entre le systeme et I’extérieur qui se produisent entre les états d’équilibre initial et

final qui bornent la transformation.

1.3 Nature des échanges d’énergie
Le systeme peut échanger de 1’énergie sous deux formes :

e sous forme mécanique, par le travail des forces de pression extérieures qui s’exercent sur
la surface qui le délimite si elle est déformable, ou bien par un déplacement d’ensemble du
systeéme dans un champ de force extérieur.

On parle de travail macroscopique des forces de pressions ou des forces de champ.

e sous forme de chaleur a travers la surface délimitant le systeme sans déplacement vi-
sible de ses parois : on parle alors d’échanges thermiques et on appelle chaleur 1’énergie
échangée de cette maniere. Il s’agit d’un transfert d’énergie dont le bilan total est repérable a
I’échelle macroscopique, souvent par un changement de la température du systeme.

e Trois modes de transferts thermiques sont distingués : la conduction, la convection et le
rayonnement.

— Le transfert par conduction s’effectue par I’intermédiaire.des vibrations des atomes ou des
molécules de la parois, en contact avec le systeme étudié. L'énergie associée a ces vibrations
se communique aux entités qui forment le systeéme lors des chocs entre ces dernieres et les
atomes ou molécules vibrantes de la paroi.

Ce transfert s’effectue sans mouvement d’ensemble des entités constitutives de la paroi ou du
fluide. Ce sont les chocs intermoléculaires qui transportent de proche en proche 1’énergie.

— Le transfert par convection concerne seulement les fluides. Il se produit avec un déplacement
d’ensemble des entités du fluide qui, au contact d’une surface, échangent avec elle de 1’énergie,
selon un processus similaire au précédent. Elles perdent ou gagnent ainsi de I’énergie cinétique,
mais, prises dans un mouvement d’ensemble du fluide, elles la transportent loin de la surface
d’échange par leur propre déplacement et non par chocs.

— L’échange peut aussi résulter de I’absorption d’un rayonnement électromagnétique par les
particules du systeme.

— II est fréquent que plusieurs modes de transfert interviennent simultanément au cours des
transferts thermiques.

e Les parois limitant le systeéme qui autorisent un échange thermique sont dites diathermes
ou diathermanes ; celles qui I’interdisent sont dites adiabatiques.
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1.4 Sources

e Une source de chaleur est un corps dont la température varie si peu qu’elle peut étre
considérée comme constante quelle que soit I’énergie échangée avec le systeme étudié. Un
corps de capacité thermique suffisamment grande par rapport a celle du systeme étudié peut
faire office de source de chaleur. Elle est dénommée thermostat lorsque sa capacité ther-
mique est supposée a la limite < infinie >.

e On appelle source de travail un environnement du systéme dont la pression est uniforme
et constante quel que soit le travail échangé avec ce dernier. Le volume de cette source doit
pouvoir autoriser des variations de volume du systeme dans n’importe quelle proportion.

e Dans les deux cas, le parametre intensif (température ou pression) caractérisant la source
est supposé invariant au cours des transformations du systeme.

1.5 Qualification des transformations

o La transformation du systeme est isochore si le volume du systeme ne varie pas. Les seuls
échanges énergétiques possibles sont alors de nature thermique.

e Une transformation est monotherme si le syst¢me est placé au contact d’une source de
chaleur de température T’y éventuellement différente de la température initiale du systeme. Ce
type de transformation n’a de sens que si les parois enfermant le systeéme sont diathermes. Il
se produit alors un échange d’énergie sous forme de chaleur et la température de la source est
obligatoirement la température de I’état d’équilibre final du systeme.

e Une transformation est monobare si le systeme est placé au contact d’une source de tra-
vail de pression p, éventuellement différente de la pression initiale du systeme. Ce type de
transformation n’a de sens que si les parois enfermant le systeme sont déformables. Il se
produit alors un échange d’énergie sous forme de travail et la pression de la source est obli-
gatoirement la pression de 1’état d’équilibre final du systeme.

e Une transformation est réversible si la transformation qui ferrait revenir le systéme a son
état initial par la suite inverse des états successifs par lesquels il est passé est possible. Ceci
suppose que la transformation soit une suite d’états d’équilibre, c’est-a-dire d’états pour les-
quels les parametres intensifs d’état (température et pression) sont définis a chaque instant,
qu’elle soit infiniment lente (quasi-statique).

De plus, le systeme ne doit pas étre le siege de phénomenes d’hystérésis, c’est-a-dire de
phénomenes interdisant que, lors du changement d’un parametre d’état de @ a o + da puis
son retour a a, I’état d’équilibre final du systeme soit le méme que 1’état d’équilibre initial.

e Une transformation qui ne satisferait pas a 1’'une de ces conditions serait irréversible.

e Latransformation du systeme est isotherme si elle est monotherme et réversible donc si la
température du systeéme demeure la méme tout au long de la transformation. La température
de I’état d’équilibre final est par conséquence la méme que celle de 1’état initial. La réalisation
d’une telle transformation impose que le systéme soit placé dans une source de chaleur de
température égale a sa température initiale.

e La transformation du systeme est isobare si elle est monobare et réversible et donc si la
pression extérieure est en permanence égale a celle intérieure au systéme tout au long de la
transformation. La pression de I’état d’équilibre final est par conséquence la méme que celle
de I’état initial. La réalisation d’une telle transformation impose que le systeéme soit placé
dans une source de travail de pression égale a sa pression initiale.

e La transformation du systeme est adiabatique s’il ne peut échanger de 1’énergie que sous
forme de travail.
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1.6 Travail des forces de pression

e Soit un systeme fermé dont I’enveloppe est soumise a une pression extérieure p,,; ; soit
une transformation élémentaire au cours de laquelle le volume total du systeme varie de dV.
Le travail élémentaire 6W des forces de pressions auxquelles est soumis le systéme vaut :

W = —pou dV (25-1)

Le travail fourni & un systéme donné ou recu par lui lors d’une transformation qui le fait pas-
ser d’un état initial dans lequel son volume est V; a un état final dans lequel il devient V/, est
ainsi :

Vi Vi
W= oW = —f Pext AV (25-2)
Vi Vi

e [’augmentation du volume du systéme se traduit par un travail négatif : le systeme fournit
de fait du travail au milieu extérieur et il est dit moteur.

Si son volume diminue, les forces de pression que I’extérieur exerce sur son enveloppe lui
fournissent ainsi du travail : le systéme est résistant.

o Le travail échangé entre un systeme fermé et I’extérieur est nul si la transformation est
isochore : W = 0.

Sur le diagramme de Clapeyron, 1’opposé du travail est représenté par 1’aire comprise entre
la courbe p(V) décrivant 1’évolution du systeme, 1’axe des abscisses et les droites verticales
d’abscisses V = VetV = V.

7

fig. 1

05" Attention, contrairement i la mécanique, en thermodynamique, le travail est positif s’il
est effectivement recu par le systeme et désigné alors comme travail résistant du systeme. 11
est négatif s’il est fourni par lui au milieu extérieur et désigné comme travail moteur.

1.7 Expression du travail

e Le calcul du travail au cours d’une transformation nécessite de connaitre la nature de cette
derniere et les conditions réversibles ou non de sa réalisation. Le caractere quasi-statique em-
porte la réversibilité pour les transformations que nous rencontrons.

Un systeme fermé constitué de n molécules de gaz parfait occupe un volume initial V; et un
volume final V. Les états d’équilibre initial et final doivent satisfaire a I’équation d’état :
piVi=nRT;et ps Vs = nRTy, en indicant par i les parametres d’état initiaux et par f les
parametres finaux.

e Travail échangé lors d’une transformation isotherme.

Par définition de la transformation, 7; = T et elle est quasi-statique : elle est une succession
d’états d’équilibre pour lesquels la pression du gaz est définie et uniforme en son sein 2 tout
instant et égale a la pression extérieure, puisque la réalisation d’un état de quasi-équilibre
impose que 1’équilibre mécanique soit réalisé donc que p = p,,; a chaque instant. Ainsi :
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}’lRT,
Vv

Vs Vi WRT; V.
W:_f pextdv:_f n ldVZI’lRT,‘lIl = .
v vi V Vy

i i

Pext = P =

et

e Travail échangé lors d’une transformation monobare.

Par définition de la transformation, p.,, = py = cste, différente a priori de la pression initiale
du systeme. Le travail regu par le systeme est donc :

W= _f Pext dv = — Dext (Vf - Vi.
v,

o Travail échangé lors d’une transformation isobare.

Une transformation isobare est monobare quasi-statique donc a tout instant la pression du gaz
est égale a la pression extérieure et a sa pression initiale. Ainsi, a tout instant la pression p du
gazest p = p.y = p; = py. Le travail regu par le systtme vaut :

W==pVy-V.

o Travail échangé lors d’une transformation adiabatique.
Deux cas sont a distinguer selon que la transformation est réversible ou non.

— Si la transformation est irréversible, nous ne pourrons exprimer le travail qu’en la considérant
comme monobare ou bien par la connaissance a priori de 1’état final du systéme, a travers les
conséquences du premier principe de la thermodynamique (cf. §2). Si la transformation peut
étre vue comme monobare,

W == peu (Vi = Vp).

— Si la transformation est réversible, la pression du gaz est en permanence égale a la pression
extérieure. Cependant le caractere adiabatique de la transformation fait que la pression et la
température changent avec la variation de volume du systeme. La seule loi des gaz parfaits
ne suffit alors plus pour exprimer la pression p en fonction de la variable d’état extensive V :

La loi traduisant cette double modification de la pression et de la température en fonction du
volume du gaz parfait est la loi de Laplace qui stipule :

pV'=cste ou TV '=cste¢ ou p'7T?=cste”
ol y sera défini ultérieurement.

Ces relations expriment toutes trois la méme loi, mais en des variables différentes. Pour le
calcul du travail, seule la premiere forme est intéressante :

Vi Vy lVV V. V. y-1
W:_f pdV:_f Pi¥i gy PiVi(Yi) 4 (25-3)
v; v, V7 y-1

Vy
D llest toujours prudent de vérifier lors du calcul d’un travail I’homogénéité du résultat
trouvé et la cohérence du signe de ’expression avec le signe supposé tiré de [’analyse phy-
sique de la variation de volume.
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2. Premier principe de la thermodynamique

2.1 La conservation généralisée de I'énergie

o [’énergie mécanique d’un point matériel ou d’un solide parfait est définie comme la
somme de son énergie cinétique dans un référentiel donné et de son énergie potentielle dans
les champs de force extérieurs.

Si le référentiel est galiléen, 1’énergie mécanique du point ou du solide se conserve lorsqu’il
n’est soumis qu’a des forces conservatives, sa variation ne pouvant provenir que des travaux
des forces ne dérivant pas d’une énergie potentielle.

e [’expérience atteste qu’un solide en translation sur un sol un peu rugueux perd de 1’énergie
mécanique. Simultanément, le sol comme le solide voient localement un champ de tempé-
ratures plus élevées que celle de leur milieu ambiant apparaitre a leurs surfaces. Un examen
a I’échelle intime du solide et du sol montrerait que ces variations de température corres-
pondent a des variations des énergies mécaniques des constituants du sol et du solide. Ainsi,
I’énergie mécanique perdue a notre échelle existe sous une forme microscopique, répartie
entre les constituants du sol et du solide. Ce constat nous invite a créer une fonction énergie
mécanique totale des particules du sol et du solide qui serait conservée.

2.2 Premier principe de la thermodynamique

e La définition de I’énergie mécanique du solide en translation ignore la structure atomique
de la matiere qui le constitue. Or, ses constituants possedent une énergie cinétique d’agitation
thermique &7, invisible a notre échelle, et nous ne constatons dans le référentiel d’étude que

le terme macroscopique %M vé, exprimée par :
& = Z % my? — %Mvé
i
ouM = Z m; est la masse du solide.
Ces particlules constitutives ont entre elles des interactions que 1’on postule dériver d’une

énergie potentielle 82"’), fonction des coordonnées de position des constituants du systeme.

e [’énergie mécanique totale du systeme est donc la somme de son énergie cinétique dans
le référentiel d’étude, de 1’énergie potentielle interne et de 1’énergie potentielle du systeme
dans les champs de force extérieurs :

1, 4 1 .
- (ext) | olint) _ 2 * 1 0
Eun = ) 5 mivi + &+ EI = 2 MV +E +E5 + &,
i
Or, I’énergie mécanique &, du solide en translation est :

1 2 exi
En = 5 MV + &,

e Si on appelle énergie interne U la somme de 1I’énergie cinétique microscopique et de
I’énergie potentielle des interactions internes au systéme,
U=8+&"
p
alors, 1’énergie mécanique totale du systeéme apparait comme :
St()t = Sm + U

De ce qui précede découle I’énoncé du premier principe de la thermodynamique :
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On postule I’existence pour chaque systeme fermé d’une fonction d’état extensive, appelée
l’énergie interne, notée U, somme de [’énergie cinétique d’agitation thermique dans le
référentiel barycentrique et de |’ énergie potentielle d’interaction entre ses constituants :

U=§& +&
5

qui ne dépend que d’un petit nombre de paramétres d’état.

La variation entre deux états d’équilibre de la somme de son énergie cinétique macroscopique
dans un référentiel galiléen et de son énergie interne est égale a la somme algébrique de tous
les travaux, notés W et de tous les transferts thermiques, notés Q, échangés entre le systeme
et lextérieur :

A (% MV + U) =W+0Q. (25-4)

e En tant que fonction d’état, la variation de I’énergie interne d’un systeme évoluant d’un
état d’équilibre a un autre est indépendante de la suite des transformations subies entre son
état initial et son état final : seuls la définissent les caractéristiques des états d’équilibre initial
et final de la transformation. Au contraire, le travail W et la chaleur Q échangés dépendent
du chemin suivi pour atteindre 1’état final.

o La définition de I’énergie interne est compatible avec celle que nous avons donnée pour le
gaz parfait (cf. fiche 24 relations (24-6) et (24-8)) puisque pour ce dernier les particules sont

supposées ponctuelles et sans interaction entre elles, donc 8;""’) =0.

Un systéme peut ainsi varier son énergie interne soit en échangeant du travail avec 1’extérieur,
soit par transfert thermique, soit par un apport sous les deux formes dans n’importe quelle
proportion ! De fait, le premier principe de la thermodynamique ne distingue pas le tra-
vail mécanique des échanges thermiques sur le plan strictement énergétique. Il établit une
équivalence entre le travail et la chaleur.

e Remarques

— Il est fréquent que I’énergie cinétique du systeme dans le référentiel galiléen d’étude soit
nulle aux états initial et final. Le premier principe prend alors la forme simplifiée :

AU=W+0. (25-5)

— Dans la comptabilité des travaux, il est habituel, sauf exception, de négliger celui du poids
du systeme devant ceux des autres forces, celles de pression en premier lieu, approximation
justifiée par les ordres de grandeur respectifs de ces travaux.

— Une méme quantité d’énergie peut étre considérée soit comme un travail soit comme un
transfert thermique. Ainsi, I’énergie fournie a une résistance qui chauffe un fluide contenu
dans une enceinte est un transfert thermique si le systeme étudié est le fluide ; elle est un tra-
vail (électrique) si le systeme étudié sont les électrons qui transportent I’électricité a travers
elle.

2.3 Exemples d’application

e Lors d’une transformation isochore, le travail fourni au systeme est nul. La variation de son
énergie interne ne peut provenir que d’un échange thermique avec ’extérieur : AU|y_.y, = O.

e Lors d’une transformation adiabatique, les transferts thermiques avec 1’extérieur sont nuls
et la variation de I’énergie interne du systéme ne peut provenir que d’un travail échangé avec
Iextérieur : AUl giwp. = W.
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e [’énergie interne d’un gaz parfait ne dépend que de sa température : ¢’est la premiere loi
de Joule. Lors d’une transformation isotherme, son énergie interne ne varie pas : AU|y_ g, =
0. Le travail qu’il échange avec le milieu extérieur est opposé aux transferts thermiques qu’il
a avec lui : W = —Q. Au cours de la transformation, tout travail re¢u par le systéme est res-
titué thermiquement au thermostat ou tout transfert thermique recu est transformé en travail
par le systéme.

e Enfin, lors d’une transformation isobare, il y a échange a la fois de travail et de chaleur en
quantités inégales.

2.4 L’enthalpie d’un systéeme

o Il est intéressant d’introduire, pour les systemes pour lesquels la pression est un parametre
d’état pertinent, une autre fonction d’état, I’enthalpie, notée H, définie par la relation :

H=U+pV. (25-6)

U et pV ayant la dimension d’une énergie, il en est de méme pour 1’enthalpie ; son unité est
le joule.

e La variation de I’enthalpie au cours d’une transformation isobare est égale au transfert
thermique avec I’extérieur. En effet, la transformation étant isobare, le travail algébrique recu
par le systeme est W = —p (Vy = V;).

Or, AH =AU + A(p V), soit AH =W + Q + pAV, d’ou le résultat :
AH|p=cste = Q

2.5 Capacités thermiques

e Précisons ce qui a été présenté fiche 24 §3 par les relations (24-9) et (24-10). Pour
un systeme en évolution isochore, la variation d7 de sa température résulte d’un transfert
thermique et provoque une variation correspondante dU = ¢Q de son énergie interne :
dU = C, dT défini la capacité thermique a volume constant du systéme.

Le méme systeme subissant une méme variation de température a pression constante voit
son enthalpie varier de dH = 6Q" = C, dT, ce qui défini la capacité thermique a pression
constante du méme systéme.

Un coefficient iy sans dimension apparait dans les expressions de la loi de Laplace pour un
gaz parfait. Il est défini comme le rapport de la capacité thermique du gaz parfait a pression
constante a celle a volume constant :

_ S (25-7)
Y=C

e [’enthalpie d’un gaz parfait n’est fonction que de sa température absolue car pV =nRT,
d’otu: H=U(T)+nRT.C’est la seconde loi de Joule.
dH = dU +d(n RT), soit, apres simplification par d7', C;, = C, + nR. On en déduit I’expres-
sion des capacités thermiques de n moles de gaz parfait :

nR ynR
C, = t C,= .
y—1 € P y—1

(25-8)
Elles représentent les quantités de chaleur a apporter au gaz parfait pour élever sa température
de un kelvin en opérant a volume constant ou a pression constante.

. . . 5
Pour un gaz parfait y est constant ; s’il est monoatomique, y = 3
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e A pression constante, le gaz se dilate lors de la variation AT > 0, ce qu’il ne peut faire a
volume constant. I1 doit donc lutter contre les forces de pression extérieures s’ exercant sur son
enveloppe, ce qui se traduit par un travail a fournir. Aussi la quantité d’énergie a lui apporter
est plus importante pour obtenir une méme élévation de sa température : y est un coefficient
toujours supérieur a I’unité.

o Un gaz réel peut dans certaines circonstances étre considéré comme un gaz parfait auquel
on associerait une valeur de y différente de celle du gaz parfait monoatomique.

Par exemple, I’air est souvent assimilé a un gaz parfait avec y = 1, 4.

e Les capacités thermiques molaires a volume constant et a pression constante du gaz parfait
sont données par :

R G R C
em=——= et cpm=—L—==2. (25-9)
y—1 n y—1 n

Elles représentent les quantités de chaleur a apporter a une mole de gaz parfait pour élever sa
température de un kelvin en opérant a volume constant ou a pression constante.

e Enfin, si M est la masse molaire du gaz réel auquel on associe un gaz parfait de coeffi-
cient y et de méme masse molaire, on exprime le capacités thermiques massiques a volume
constant et & pression constante par :

1 R ¢,
cy=—— — =

y—lﬂ_

= Som (25-10)
M

<=

m Y
_ t = 7
i et ¢, -

2.6 Cas des phases condensées

e Nous avons vu (cf. fiche 24) que ces dernieres étaient trés peu compressibles (par chan-
gement de pression) et dilatables (par changement de température). Les travaux qu’elles
recoivent du milieu extérieur sont négligeables devant les échanges thermiques caractérisant
leurs évolutions.

Celles-ci peuvent donc étre tenues de prime abord pour isochore ou pour isobare, sans com-
mettre une grosse erreur sur les résultats obtenus.

Cependant, I’analyse conduit a reconnaitre que le transfert thermique entre le milieu extérieur
et la phase condensée entraine une variation de son volume, certes faible en valeur relative,
mais contre laquelle il est impossible de lutter a moins d’imaginer une enceinte capable de
résister aux pressions extrémes que leur confinement engendrerait lors d’une dilatation de la
phase.

Comme le plus souvent c’est 1’atmosphere de I’air qui régne au-dessus ou autour de la phase
condensée, il est raisonnable de considérer que son évolution s’effectue a pression constante
et donc préférable de considérer la variante du premier principe a travers une variation de
I’enthalpie pour écrire :

Ty
dH =C,dT =6Q soit AH=f C,dT =Q
T;

e [’eau liquide possede une capacité thermique massique a pression constante environ égale
a4, 2kIkg ' K.
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Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Un cylindre vertical de section s = 300 cm?, fermé par un piston mobile de
masse m = 500 g forme une enceinte diatherme. Cette enceinte est placé dans I’atmosphere

a la température de T, = 293K et a la pression py = 10° Pa. Elle enferme n = 0,2 moles
d’air, que I’on consideérera comme un gaz parfait de rapport des capacités y = 1,4 et de masse
molaire M = 29 g.mol™".

On appuie alors sur le piston de maniere a ce qu’il se déplace trés lentement, jusqu’a ce que
le volume initial occupé par le gaz ait été divisé par deux.

Calculez le travail et la chaleur fournis au gaz au cours de la transformation.

Exercice 2 : On reprend la situation présentée a I’exercice précédent a partir de 1’ état final
du gaz. On relache subitement le piston.

Calculez le travail et la chaleur fournis au gaz au cours de la transformation.
Que conclure des travaux fournis et récupérés au cours des deux transformations ?

Exercice 3 : Un morceau de fer de masse my = 100g, porté a la température initiale
Tr = 350°C est plongé dans I’eau d’un calorimetre (récipient adiabatique).

La masse d’eau est m, = 250 g et sa température initiale est T, = 20 °C.

On rappelle les capacités thermiques massiques a pression constante de 1’eau et du fer :
9 =4,191g7 K et =0,4491.¢7 K.

Déterminez la température finale du systeme a 1’équilibre en négligeant les fuites thermiques.
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3. changements d’état

1. Les états de la matiere

1.1 Le corps pur

Un corps pur est un matériau composé d’une seule substance, par opposition aux mélanges :
c’est un ensemble d’entités (atomes ou molécules) identiques entre elles et de méme compo-
sition chimique.

1.2 Les états classiques d’un corps pur

Un corps pur peut exister a priori sous trois formes selon les conditions de température, de
pression ou de volume accordé a ses entités constituantes :

a) la forme solide caractérisée par une forme propre en I’absence de contenant et par une
énergie d’interaction entre entités voisines trés supérieure a leurs énergies cinétiques respec-
tives (dans un référentiel ol le centre d’inertie du corps serait au repos, par exemple).

Les entités ne peuvent se déplacer les unes par rapport aux autres que sur des distances pe-
tites devant celles existant en moyenne entre elles, et qui sont du méme ordre de grandeur que
les dimensions caractéristiques de ces entités. Elles demeurent ainsi autour de leurs positions
d’équilibre respectives.

b) la forme liquide qui ne posseéde pas de forme propre et nécessite un contenant a bords
pour étre doté d’un volume.

Elle est caractérisée par une énergie d’interaction entre entités voisines du méme ordre de
grandeur que leurs énergies cinétiques et une distance moyenne entre entités légerement
supérieure - sauf exception (I’eau) - a celle qui est la leur dans un solide.

Les entités peuvent se déplacer les unes par rapport aux autres sur des distances grandes de-
vant la distance moyenne existant entre elles.

¢) la forme gazeuse qui ne possede pas de forme propre et nécessite un contenant fermé dont
elle occupe alors tout le volume.

Elle est caractérisée par une énergie d’interaction entre entités petite devant leurs énergies
cinétiques et une distance moyenne entre entités grande devant les dimensions caractéristiques
des entités constitutives.

Ces dernieres peuvent se déplacer les unes par rapport aux autres sur des distances grandes
devant la distance moyenne existant entre elles.

1.3 Transformations entre états

Le passage de I’un des états a un autre se fait en procurant ou retirant de 1’énergie au corps
pur. La dénomination de ces passages est la suivante :

fusi vaporisation
SOLIDE usion [ Qume P GAZ
liquéfaction lidificati
caz Liquipg ‘Selidification o p
limati .
SOLIDE sub lﬂ&)ltlon GAZ condcﬂs)atlon LIQUIDE
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1.4 Phase du corps pur

On appelle phase d’un corps pur une partie homogene de ce corps, c¢’est-a-dire une partie
ou le corps est dans un des trois états définis ci-dessus. Les changements d’état sont aussi
dénommés changements ou transitions de phase.

=3 L’homogénéité n’entraine pas obligatoirement [’uniformité des parametres intensifs. Il
peut exister des gradients de température, de pression, etc ... dans une méme phase

Il y a équilibre diphasé du corps pur lorsque deux phases d’un corps pur coexistent.

2. Changements d’état

2.1 Transition de phase du corps pur a pression constante

e Une masse donnée m d’un corps pur a I’état solide est placée dans une enceinte dia-
thermane déformable dont il épouse la forme et sur laquelle s’exerce une pression fixée qui
demeurera constante.

Si nous chauffons I’enceinte, la température du corps solide augmente, il se dilate et le vo-
lume de I’enceinte augmente jusqu’a ce que, pour une température donnée caractéristique du
corps et de la pression choisie 7/(p) la premiere goutte de liquide du corps pur apparaisse.
Le solide entre en fusion.

A partir de ce point particulier, le chauffage n’augmente plus la température du contenu de
I’enceinte mais modifie la proportion liquide/solide du corps pur tant que coexistent ses deux
états liquide et solide, c’est-a-dire tant qu’il est dans un équilibre diphasé.

Le volume de I’enceinte varie car, en général, la phase liquide possede une masse volumique
inférieure a celle de la phase solide et, par conséquence, plus le solide a fondu plus le volume
laissé au corps pur a dil croitre.

e Pendant I’existence de 1’équilibre diphasé, la composition physique du corps pur, a savoir
sa masse solide m; et sa masse liquide m;, doivent satisfaire la conservation de la matiere :
m = mg + my.
Si nous connaissons les masses volumiques ou leurs inverses, les volumes massiques, de
chaque phase a la température de fusion a laquelle I’équilibre survient, p(Ty) = [vs(Tf)T1
etp(Ty) = [vl(Tf)]_l, le volume V occupé par le corps pur est alors :
V=msvs+mv,.
e Une fois tout le solide fondu, le chauffage éleve a nouveau la température du corps pur

dans I’état liquide.

Il se dilate, jusqu’a atteindre la température d’ébullition 7.(p), caractéristique, comme la
température de fusion, du corps pur et de la pression sous laquelle nous opérons. C’est la
température a laquelle apparait la premiere bulle de vapeur.

Le processus de vaporisation du liquide débute pendant lequel la température ne varie plus
malgré 1’apport d’énergie du chauffage.
La substance se vaporise et la masse de liquide m; diminue au profit de la masse de vapeur
m,. La conservation de la matiere implique que :

m=my + m,.

En désignant par v/(T,) et v,(T,) les volumes massiques des phases liquide et vapeur du corps
pur a la température d’ébullition correspondant a la pression, le volume occupé par la subs-
tance est :

V=mv, + m,v,.
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e Lorsque tout le liquide est vaporisé, le systeme est purement gazeux et le chauffage aug-
mentera a nouveau la température du gaz.

e En refroidissant la vapeur de la substance sous la méme pression que celle choisie dans
la premiere partie de 1’expérience et en opérant a nouveau de manicre isobare, on observe
les transitions de phase inverses aux températures auxquelles elles s’étaient manifestées : la
liquéfaction du gaz d’abord, a la température T,(p) puis le refroidissement du liquide et enfin
sa solidification a la température T r(p).

o Si la pression de travail est suffisamment faible, cette notion dépend naturellement du
corps pur considéré, nous observerons directement la transition solide - vapeur, donc la su-
blimation du corps pur, sans passage par 1’état liquide a une température, la température de
sublimation, fonction de la pression T(p).

e Au contraire, pour une pression opératoire suffisamment élevée, supérieure a une valeur
que I’on appelle la pression critique, le solide passe dans un état appelé état fluide, indistinc-
tement liquide ou gazeux.

2.2 Diagramme d’équilibre (T — p)

e Lorsque I’on place les températures de changements d’état pour toutes les pressions ac-
cessibles a 1’expérience, on obtient en premiere approche un diagramme comportant trois
branches qui sont les courbes d’équilibre solide=liquide, liquide=vapeur et solide=vapeur.
En général, le diagramme d’équilibre possede I’allure suivante :

pt

» 7 figl

e Pour I’eau, en revanche, on observe une exception due a la pente négative de la courbe
d’équilibre solide = liquide.

Y

Diagramme d'equilibre de ['ean

e Remarques

— Pour I’eau a la pression atmosphérique normale de py = 101325 Pa, la température de fu-
sion de la glace est T(po) = 273, 15K et la température d’ébullition est T,.(pg) = 373,15 K.
Les coordonnées du point critique au-dela duquel les états liquide et gazeux se confondent en

un état fluide sont p. = 22, 1.10° Pa et T.=647,3K.
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— Il est fréquent qu’en fonction de la pression, la phase solide soit le siege de transitions de
phase correspondant a des états différemment ordonnés de la matiere.

e Le point de concours des courbes d’équilibre est appelé point triple du corps pur. Il est
unique pour chaque corps pur et correspond a la pression et a la température pour lesquelles
le corps pur peut exister sous ses trois phases simultanément. A toutes les autres températures
et/ou pressions, il ne peut exister que sous I’un des trois états ou dans un équilibre diphasé.

2.3 Monovariance des équilibres diphasés

Le caractere univoque de la relation entre la température d’un changement d’état et la pression
a laquelle il peut se produire fait que la seule latitude existant, une fois choisie la température
ou la pression de changement d’état, est le volume accordé au corps pur. On dit que 1’équilibre
diphasé est monovariant.

2.4 Equilibre liquide = vapeur

e La représentation des isothermes d’une quantité donnée de matiere a 1’état liquide ou ga-
zeux dans le diagramme de Clapeyron donne la figure 3.

Sur chaque isotherme, tant que la température est inférieure a la température critique 7, de
la substance, un palier de pression le long duquel la pression demeure constante malgré la
variation de volume du systéme apparait. C’est la pression de vapeur saturante ou pression
de saturation.

Sur chaque isotherme, R est le point de rosée : c’est le point auquel apparait la premiere
goutte de liquide lorsque 1’on comprime la vapeur de la substance ou auquel disparait la
derniere goutte de liquide si on évaporait sa phase liquide.

Le point E est appelé point d’ébullition : c’est le point auquel apparait la premiére bulle de
vapeur lors de I’évaporation d’un liquide ou auquel disparait la derniere trace de vapeur si
I’on est en train de liquéfier sa vapeur. Les points du palier de saturation correspondent aux
états d’équilibre diphasé possibles liquide = vapeur de la substance.

Le lieu des points de rosée, jusqu’au point critique, est appelé courbe de rosée. Celui des
points d’ébullition est dénommé courbe d’ébullition. La réunion de la courbe de rosée et de
la courbe d’ébullition est appelée courbe de saturation.

2T

Liquide = '\'ap:eu.r T T
1 H 1

Fiouv)

F(ouv)) F.(ouv,)
fig 3

e Comme I’on travaille avec une masse m donnée de la substance pour obtenir le tracé des
isothermes, I’axe des abscisses le long duquel sont reportés les volumes V du systéme renvoie

au volume massique v = — du systéme.
m

L’ordonnée du palier d’équilibre diphasé est la pression de saturation a la température de
I’isotherme p4(T), elle est la méme pour tous les états d’équilibre diphasé a cette température.
L abscisse du point d’ébullition fournit le volume de 1’état liquide de la substance V; lorsque
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débute sa vaporisation, et le volume massique de la phase liquide dans 1’équilibre diphasé
V
v = —l
m
DE méme, I’abscisse du point de rosée fournit le volume V, de la vapeur saturante au moment

ou débute la liquéfaction et donc le volume massique de la phase gazeuse de la substance pour

tous les équilibres diphasés a cette température : v, = — -
m

e Ainsi, si le volume accordé a une masse m de la substance a la température T est V, si
V; < V < V,, la substance est en équilibre diphasé a la température 7 et a la pression de
saturation py(T).

Désignant par m; et m, les masses de la phase liquide et de la phase vapeur dans 1’équilibre
. . m m . .
diphasé et par x; = et x, = — les fractions massiques de chaque phase, nous avons :
m m

% .
1=x+x,etv=— = x;v; + x, v,. Nous en déduisons :
m
vy, —V V=
x=— et x,=—— (26-1)
Vy — V] Vy — V|

Si M est le point représentatif du systeéme en équilibre diphasé dans le diagramme de Clapey-

ron, les fractions massiques sont alors représentées par les rapports :
MR EM

X = —— et Xy = ——

ER ER

C’est la régle des moments.

3. Aspects énergétique des transitions de phase

3.1 Enthalpie de transition de phase

e On appelle enthalpie ou chaleur latente de transition de phase ou de changement
d’état, notée L et indicée de maniere a caractériser la transition considérée, 1’énergie a four-
nir par unité de masse du corps pur constituant le systeme pour le faire passer de 1’état so-
lide a I’état liquide, de 1’état liquide a I’état gazeux ou de 1’état solide a 1’état gazeux a la
température 7 et a la pression correspondante du changement d’état considéré. Dans le cas
des transformations inverses, il s’agit de 1’énergie a retirer a I’'unité de masse du systéme.

e La dimension d’une enthalpie de transition de phase est celle du rapport d’une énergie a
une masse, soit le carré d’une vitesse L2. T2, mais dont I’unité conserve la trace de la signi-
fication physique, le joule par kilogramme de symbole J.kg™'.

N\ Bien que son nom n’en porte pas trace, les enthalpies de transition de phase sont des
q p p P p

grandeurs massiques. Officiellement, elles devraient étre notées Ahy pour la fusion, Ah, pour

la vaporisation et Ahg,, pour la sublimation.

e Les enthalpies de transition de phase sont en général fonction de la température a laquelle
on souhaite opérer, et il est possible a partir de mesures expérimentales d’obtenir des for-
mules empiriques convenables, telle celle de Regnault pour la chaleur latente de vaporisation
del’eau :

L, =2540-2,93r Jg!,

ol la température est exprimée en °C et valable sur ’intervalle de température de transition
de 100°C a 200°C. Cette formule est a relier a py(T) ou py(7).
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3.2 Exemple d’application

Détermination de 1’énergie thermique Q & fournir pour transformer une masse m de glace a la
température initiale 7; en vapeur d’eau a une température 7, sous une pression p constante
donnée pour laquelle la température de fusion est Ty et celle d’ébullition ou de vaporisation

Ve

Comme nous opérons a pression constante, I’énergie thermique Q est égale a la variation
d’enthalpie AH du systeme dans la succession suivante d’états :

e porter la glace de sa température initiale a sa température de fusion, ce qui nécessite la
chaleur :

Oiss fusion = AHy = mcpgiace Ty — T7),
e apporter I’énergie pour la faire fondre a la température de fusion, Qr = AH,,=mLy,
o puis chauffer le liquide obtenue de la température de fusion a celle de vaporisation T, soit
Qechiig. = AH3 = mcpjig (T, — Ty)
o transformer le liquide en vapeur a la température 7,,, Q, = AHy =mL,,

o ¢échauffer la vapeur d’eau obtenue de la température 7', a la température finale T,
Qech.wp. = AHs = mcpyap (T, -T,),
OU Cpglace> Cpiig» Ly et L, désignent respectivement les capacités thermiques massiques de

la glace et de I’eau a pression constante (supposées indépendantes de la température) et les
chaleurs latentes de fusion et de vaporisation.

L’énergie totale a apporter est ainsi :

AH = ;5] AH,.

e Si les intervalles de températures sont tels que les capacités thermiques massiques ne
peuvent plus étre considérées comme constantes mais sont fonction de la température, alors

T,'+AT
les termes du type m ¢, AT doivent €tre remplacés par m f c,(T)dT.

T;
3.3 Calcul des grandeurs énergétiques

e Les caractéristiques de 1’état d’équilibre d’un systéme fermé monophasé sont déterminées
a partir de celles de 1’état initial, de la conservation de la quantité de matiere et de la nature
de la transformation.

Pour les systemes diphasés, le calcul des grandeurs énergétiques se fait a partir des grandeurs
massiques correspondantes en utilisant le caractere extensif de 1’énergie interne.

e Ainsi, soit un équilibre diphasé liquide = vapeur d’un corps pur de masse m de fractions
massiques liquide x; et vapeur x,. Si I’on désigne par u; (resp. hy) et u, (resp. h,) les énergies
(resp. enthalpies) massiques de la phase liquide et de la phase vapeur, alors I’énergie interne
du systeme est postulée, selon le premier principe de la thermodynamique, étre égale a la
somme de 1’énergie interne des deux phases en équilibre : U = U; + U, avec U, I’énergie
interne de la phase liquide, égale a m; u; ou m x; u; et U, 1’énergie interne de la phase vapeur,
égale a m, u, ou m x, u,. Ainsi,

U = m (x;up+, x, u,

Il en est de méme pour 1’enthalpie du systeme :
H=m((xh + x,h,)
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e Lors d’une transformation du systeme au cours de laquelle seule change la composition des
phases, en demeurant a la méme température et a la pression d’équilibre correspondante, les
variations de 1’énergie interne et de 1’enthalpie du systéme s’expriment a 1’aide des mémes
grandeurs massiques. Si I’on appelle Ax; et Ax, les variations des fractions massiques de
chaque phase, il est évident que Ax; = —Ax, et

AU = mAx; (u; — u,) = mAx, (u, — u;)
et
AH =mAx;(hy — h,) = mAx, (h, — hy)) =mAx, L,

D’apres le premier principe de la thermodynamique, AU = W + Q et la transformation étant
isobare, AH = Q, ce qui permet d’accéder au travail fourni au systeéme pour faire changer sa
composition.

o Si la transformation se déplace sur le diagramme (p — T) le long de la courbe d’équilibre
et modifie a la fois la composition et la température d’équilibre, le systtme demeurant di-
phasé, ce ne sont plus les mémes valeurs massiques dans les deux états d’équilibre. Par
conséquence :

AU =m (x}f) ugf) + x5 Uy —m (xgi) ugi) + x0 )

v
et

AH = m (" WD+ 5D D) = m( B + 20 h?)

Les grandeurs énergétiques massiques nécessaires pour les substances couramment utilisées
dans I’industrie thermique a diverses températures sont rassemblées dans des tables numériques.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Un calorimétre adiabatique enferme une masse m, d’eau, de capacité ther-
mique massique a pression constante ¢, a la température initiale 7, > 0°C, sous la pression
atmosphérique normale. On y plonge une masse m, de glace sortant d’un congélateur a la
température initiale T, < 0°C, de capacité thermique massique ¢, ,. L’enthalpie de fusion de
la glace est Ly.

Décrivez 1I’état d’équilibre final du systéme en fonction de la masse de glace introduite.

Exercice 2 : 5mL d’éthanol liquide C,HsOH ;) 2 la température 7 = 20°C sont introduits
dans une enceinte de volume constant V = 5 L préalablement vide.

L’enceinte diathermane est maintenue a la température d’introduction du liquide. On considere
que la vapeur d’éthanol se comporte comme un gaz parfait.

Données : densité de 1’éthanol d = 0,789 ; pression de vapeur saturante a cette température
ps = 587 hPa; enthalpie de vaporisation L, = 925J.g7".

1. Déterminer les volumes massiques a 1’état liquide v; et a 1’état gazeux v, de I’éthanol a
cette température.

2. Déduisez-en I’état d’équilibre du systeme et ses fractions massiques liquide et gazeuse s’il
est a I’état diphasé.

3. Calculez I’échange thermique avec le thermostat lors de la mise en équilibre.
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4. second principe

1. Du premier au second principe

1.1 Les silences du premier principe

e Le premier principe de la thermodynamique établit une équivalence entre les variations
d’énergie tirées d’un travail macroscopique et celles issues des transferts thermiques.

Cette équivalence signifie a priori que tout travail peut étre transformé en chaleur et toute
chaleur en travail. En effet, le travail total W, et la chaleur totale Q. échangés avec I’extérieur
d’un systéme suivant un cycle sont tels que W, = — Q..

e Il est cependant des transformations non interdites a priori par le premier principe qui
n’ont pourtant jamais été observées. Par exemple, aprés la mise en équilibre thermodyna-
miques de deux corps de températures initiales distinctes dans un calorimetre, jamais le
systéme n’évolue vers un état ou les corps prennent spontanément des températures différentes.

De méme, la détente dans le vide d’un gaz comprimée a I’intérieur d’une enceinte ne donne
jamais spontanément lieu a un retour du gaz dans son récipient d’origine. Ou bien, un moteur
thermique fonctionnant selon un cycle et ne recevant de la chaleur que d’un seul thermostat
n’a jamais fourni de travail a I’extérieur.

Au début du XIX eéme siecle, Carnot avait montré qu’il était impossible que toute la chaleur
apportée par une source de chaleur de température élevée fit transformée en travail par un
quelconque moteur thermique cyclique.

1.2 Nécessité d’un principe d’évolution

o Sile premier principe permet de progresser dans le sens de la compréhension des échanges
d’énergie entre un systeme et I’extérieur, il est incapable de fournir les arguments décisifs
pour expliquer I’'impossibilité de certaines transformations qui pourtant ne le violeraient pas.
Deux énoncés équivalents ont été introduits pour traduire ce fait :

e Enoncé de Thomson, Lord Kelvin : Il n’existe pas de moteur fonctionnant de maniére
cyclique qui produise du travail a partir d’une seule source de chaleur.

o Enoncé de Clausius : Il n’existe pas de processus dont le seul effet serait de faire passer
de la chaleur d’une source froide a une source chaude.

2. Second principe et entropie

2.1 Définition de I’entropie et énoncé du second principe

Tout systeme posséde une fonction d’état extensive, ’entropie notée S, fonction des seuls
parametres d’état qui définissent completement I’ état macroscopique du systeme.

Lors d’une évolution quelconque, la variation de [’entropie entre deux états d’équilibre i et
f est liée aux échanges de chaleur 5Q que le systéme recoit algébriquement des sources de
chaleur avec lesquelles il est en contact a une température absolue T, par l'inégalité :

état f
AS > f @ (27-1)
é

tat i e

o AS =Sy — S, est la différence des entropies du systéme entre les états initial i et final f.
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L’égalité n’est satisfaite que si la transformation du systeme fermé est réversible, alors :

état f
AS = f 00Qrev (27-2)
e

tat i e

Parmi les variables d’état dont S est fonction, il en existe un jeu privilégié, les variables ex-
tensives : I’énergie interne U du systéme, son volume V, son nombre de moles 7 ...

e [’inégalité qui compare la variation d’entropie au rapport d’une énergie sur une température
fournit la dimension de I’entropie : M.L2.T~2.0~!. Son unité est le joule par kelvin, de sym-
bole J.K™.

2.2 Conséquences
e Lorsque la transformation est adiabatique, le systeme n’échange aucune chaleur avec
Iextérieur donc 6Q = 0 et par conséquence AS > 0.

L’entropie d’un systeme fermé évoluant de maniere adiabatique ne peut que croitre : le
systeme atteint son état d’équilibre lorsque, pour I’énergie qu’il possede, son entropie ne
peut plus augmenter.

Au contraire, si la transformation adiabatique est réversible alors AS = 0. Pour cela, une
transformation adiabatique réversible est aussi dite isentropique.

e La variation d’entropie d’un systeme suivant un cycle thermodynamique est égale a 0.
En effet, le systeme retrouve a la fin de son cycle un état qui posseéde exactement les ca-
ractéristiques de 1’état initial et I’entropie étant une fonction des parametres d’état,

AS =8§;-S8;=8;-S;=0. Ceci entraine I'inégalité de Clausius :

95 % <0 (27-3)

ol le symbole O placé sur le signe intégral rappelle que I'inégalité n’est vraie que lorsque

, 6Q
I’on somme les rapports T Sur un cycle.
e

Si toutes les transformations du cycle sont réversibles alors I’inégalité se mue en égalité :

00rev _
95 .- =0 (27-4)

2.3 Entropie échangée et entropie créée

L’inégalité (27-1) constituant la propriété principale de 1’entropie peut se transformer en
égalité en rajoutant un terme, homogene a une entropie, noté S ., toujours positif ou nul quelle
que soit la transformation considérée :

.

tat f
AS = f 0. 5. @15
€

tat i e

état f
f — est appelé I’entropie échangée. Son signe est fonction de la transformation.
état i e

Le terme rajouté est toujours strictement positif ne s’annulant que pour les transformations
réversibles. On I’appelle 1’entropie créée.

L’entropie créée mesure ’irréversibilité de la transformation : elle traduit le désordre supplé-
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mentaire que 1’on a introduit dans le syst¢eme en ne procédant pas de maniere réversible.

Cette création d’entropie est consubstantielle a 1’idée d’écoulement ou de fleche du temps, a
savoir celle d’un déroulement des phénomenes dans un ordre donné, sans < retour en arriere »
observé.

Seule la physique statistique est 8 méme de nous faire comprendre 1’origine de ces constats
d’irréversibilité : les retours vers un état antérieur sont en fait possibles, mais ont des proba-
bilités si infimes de se réaliser qu’ils ne sont pas observés a 1’échelle de temps de I’humanité,
alors que tous les processus microphysiques sont symétriques par rapport a un changement
de sens du temps, ce que nous associons a I’idée de réversibilité des phénomenes.

Cette régle ne souffre 2 ce jour qu’une seule exception : la désintégration du kaon neutre K°
étudiée au C.E.R.N. entre 1991 et 1995, qui fait intervenir I’interaction faible, et implique
une violation de la symétrie par renversement du temps.

3. Calcul de variations d’entropie

3.1 Principe de calcul

Trois voies principales se présentent pour le calcul de la variation de I’entropie d’un syst¢me
au cours d’une transformation le faisant passer d’un état d’équilibre a un autre.

e La plus simple est celle ou la fonction entropie du systeme en fonction des parametres
d’état est connue - comme c’est le cas pour un gaz parfait. Une fois les caractéristiques de
I’état d’équilibre final connues, il suffit d’introduire les valeurs des variables d’état adéquates
de I’état initial dans I’expression de la fonction entropie pour obtenir sa valeur a 1’état initial,
S, de faire de méme avec les parametres d’état de I’état final pour avoir S ; et de faire la
différence des deux : AS;p =S, - S§,.

e Les deux autres voies apparaissent si la fonction entropie du systéme n’est pas connue.
Lorsque la transformation est réversible, les parametres d’état sont des parametres d’équilibre
successif et le second principe nous donne la marche a suivre : a supposer que nous soyons
capable d’exprimer le transfert d’énergie thermique 6Q,., au systeme au cours d’une trans-
formation infinitésimale en fonction des variations des parametres d’état, notamment de la

0Q0rev

température T = T, alors dS = est connu en fonction de ceux-ci et elle est une

différentielle exacte, donc théoriquement intégrable.

état f état f 5
ASi = f ds = f 0Crev
état i état i Te

o Enfin, si la transformation est irréversible, nous exploitons le caractere de fonction d’état
de I’entropie qui signifie que sa variation entre deux états d’équilibre est indépendante du
chemin suivi.

Nous inventons alors une suite de transformations supposées réversibles qui conduisent de
I’état initial a I’état final, transformations le long desquelles nous serions capables, selon la
procédure précédente, d’exprimer les variations infinitésimales d’entropie et de les intégrer.

3.2 L’entropie du gaz parfait

La variation d’entropie d’un gaz parfait de rapport des capacités y entre deux états d’équilibre
dont les parametres d’état sont indicés par i pour 1’état initial et f pour I’état final s’exprime
des trois manieres suivantes :

—1 1—
~arR  (TrVi) R (PrVE) nrR | (Tipg”
ASir = In = In > | = n 1

y-1L \nvi— ) y=1 Vi) v-1 \17p™

i

]. (27-6)
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Nous reconnaissons dans les trois arguments des logarithmes les rapports qui sont apparus
dans les expressions de la loi de Laplace. Si celle-ci est vérifiée au cours d’une transforma-
tion adiabatique d’un gaz parfait, alors sa variation d’entropie est nulle et la transformation,
selon le second principe, est effectivement réversible, ce qui justifie la forme de la loi que
nous avons acceptée pour de telles transformations.

3.3 La variation d’entropie d’un thermostat

Supposons que, lors d’une transformation, le thermostat ait été en contact avec un systeme
S dont il a regu la chaleur algébrique Qy,. Si nous notons T, sa température, la variation
d’entropie du thermostat est égale a :

AS = (sz (27-7)

th

Remarque : Si nous notons Q la chaleur regue algébriquement par le systtme S du thermo-
stat, la convention de signe des échanges fait que Q;, = —-Q

3.4 Variation d’entropie d’une phase condensée

Nous avons déja argumenté sur le fait que les transformations subies par des phases condensées
étaient plutdt de nature isobare.

Soit un corps C de capacité thermique a pression constante C = mc, subissant une trans-
formation infinitésimale que nous supposerons réversible au cours de laquelle sa température
passede T a T +dT. Sa variation élémentaire d’enthalpie dH au cours de cette transformation
est égale a la chaleur 6Q échangée avec I’extérieur, qui s’exprime CdT .

Par ailleurs, I’échange s’est produit a la température T pour le corps en question. La variation
correspondante d’entropie de C vaut :

Ty
AS = me, In| =" ). (27-8)
i

3.5 Variation d’entropie lors d’une transition de phase

e La transition de phase se produit & une température T, fonction de la pression p., a la-
quelle on opere, ou réciproquement a une pression p.;, caractéristique de la température T,
choisie (fiche 26, cf le caractere bijectif de la relation p(T') des courbes d’équilibres diphasés).

Les transitions de phase d’un état 1 a un état 2 que nous envisageons donnent toutes lieu a un
échange de chaleur par unité de masse du corps pur qui la subit égal a L, a la température
de transition de phase T';.

Il en résulte une variation d’entropie de la masse m du corps pur égale a :

mL12

AS s = (27-9)

Remarque : De manicre logique Li> = —L,;. La chaleur fournie pour transformée une phase
plus condensée en une phase moins condensée est récupérée lors de la transition opposée,
lorsque 1’on retourne a la phase plus condensée.

e Un passage de I’état solide a I’état liquide ou de 1’état liquide a 1’état gazeux s’accompagne
d’une augmentation de I’entropie. En effet, lors de ces changements un accroissement de la
liberté de mouvement des entités constitutives du corps se produit, qui s’accompagne d’une
plus grande mise en désordre. Cependant, le désordre créé est parfaitement réversible puisque
les variations d’entropie sont exactement opposées lors des transitions de phase réciproques.
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3.6 Entropie créée

L’entropie créée S. lors de I’évolution d’un systeme, grandeur qui doit étre positive ou
nulle au cours de n’importe quelle transformation, est calculée par différence entre la va-
riation d’entropie du systéme au cours de la transformation, AS et I’entropie échangée avec

N f 60rev
I’extérieur
Tech

tat f
S.=AS — f 0rev. (27-10)
état i Tech

5" L4 variation d ‘entropie d’un systeme au cours d’une transformation irréversible peut
fort bien étre négative, mais le calcul de I’entropie créée au cours de la transformation doit
impérativement conduire a un résultat strictement positif.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Soit un cylindre aux parois diathermanes de section s = 30 cm?, fermé par un
piston dont on néglige la masse. Il contient n = 0,2 mol d’un gaz parfait de rapport y = 1, 4.

La pression atmosphérique po = 10° Pa régne au dessus du piston. Le systéme est plongé
dans un thermostat a la température 7y = 300 K.

On comprime le gaz de maniere réversible jusqu’a doubler sa pression.

1. Calculez les variations d’entropie du du gaz et du thermostat. Déduisez-en la variation
d’entropie de I’univers au cours de la transformation. Concluez.

2. A partir de 1’état obtenu  la fin de la transformation précédente, on relache subitement la
pression de sorte que seule la pression atmosphérique s’exerce sur le piston.

Reprenez la question 1.

Exercice 2 : Calculer la variation d’entropie de I’univers lors de la mise en équilibre de
I’exercice 3 de la fiche 25.
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5. machines thermiques

1. Machine thermique cyclique ditherme

1.1 Définitions et notations

¢ Une machine thermique cyclique ditherme est une machine fonctionnant par cycle - le
systeme thermodynamique revient a son état initial aprés une suite de transformations - et qui
n’a de transferts thermiques qu’avec deux sources de chaleur de températures distinctes.

e On appelle communément source chaude la source de chaleur dont la température ab-
solue est la plus élevée, notée T, ; L autre source est appelée source froide, de température
absolue inférieure a la précédente, notée Tr.

e On note Q. le transfert thermique que la substance utilisée dans le fonctionnement de la
machine, quel(s) que soi(ent) son (ses) €tat(s), recoit de la source chaude, Oy celui recu de
la source froide et W le travail re¢u du milieu extérieur lors d’un cycle effectué par la machine.

Les conventions algébriques traditionnelles a la thermodynamique quant au signe de 1I’échange
sont d’usage : la machine fournit du travail ou de la chaleur si W, Q. ou Qf sont négatifs ;
elle les recoit effectivement dans le cas contraire.

Remarque : Les expressions telles << La machine fournit... >, <« la machine recoit... > sous-
entendent toujours < La substance, dont le modele constitue le systeme thermodynamique,
employée par la machine qui gere les échanges de chaleur ou de travail dudit systeme avec
I’extérieur, les sources fournit ou regoit... >.

o La machine est un moteur lorsqu’elle fournit du travail a I’extérieur : W < 0. Elle est une
machine frigorifique dans le cas contraire.

1.2 Application des principes de la thermodynamique

e Le systeme qui évolue au cours du cycle de fonctionnement revient a son état initial au
terme de celui-ci. Or, le premier principe de la thermodynamique postule que 1’énergie in-
terne est une fonction des parametres d’état, donc sa variation sur un cycle est nulle. Ainsi :

AUcycle =W+0.+ Qf (28-1)

Il en est de méme pour la variation de son entropie sur le cycle puisque le second principe de
la thermodynamique en postule le caractere de fonction d’état. De plus, il établit une compa-
raison entre cette variation et les transferts thermiques que le fluide échange avec 1’extérieur.
Ainsi : 50
AS cycle = 0 et AScycle 2 é?
e

I’égalité étant assurée lorsque le fonctionnement de la machine est idéalement réversible. La
différence correspond a I’entropie créée pendant un cycle, due aux irréversibilités.

e Lorsque la machine est ditherme, les seuls échanges thermiques avec 1’extérieur se pro-
duisent lors du contact de son fluide avec les sources : il regoit (au sens algébrique) Q. de la
source chaude, a la température T, et Q de la source froide, a la température T'. L’intégrale
de I’inégalité de Clausius se traduit par :

o o

0>
T. Ty

(28-2)
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1.3 Impossibilité du moteur monotherme

Si la machine cyclique n’est en contact qu’avec une seule source, si O, = 0 par exemple,
I’inégalité de Clausius impose Qy < 0.

Ainsi, une machine fonctionnant de maniere cyclique avec une seule source de chaleur ne
peut que lui en fournir (Q < 0) et pour ce faire, doit recevoir du travail de 1’extérieur car
W = -0 > O sur le cycle.

Nous retrouvons 1’énoncé de Kelvin du second principe, soit < I’impossibilité du moteur
monotherme >>.

1.4 Moteur cyclique ditherme et théoreme de Carnot

e Soit un moteur cyclique ditherme fonctionnant de maniere réversible. Son fonctionnement
sur un cycle vérifie -W = Q. + Qy > 0: Le travail qu’il produit pour le milieu extérieur est
le résultat d’un transfert thermique globalement positif en provenance des sources de chaleur.
Par ailleurs, comme il fonctionne de facon réversible,

0. Qf : Tf
T + 7 =0 soit Qp=- 7. 0. (28-3)

D’ou :
Ty
O+ Qf = (1 - _) 0:.>0
T.
e Comme Ty < T, nous déduisons des relations précédentes que Q. > O et Oy < 0.
Le moteur cyclique ditherme fonctionne en recevant de la chaleur de la source chaude, trans-
formant une partie en travail restitué au milieu extérieur et rejetant 1’autre vers la source

froide, telle une «taxe » a régler pour obtenir ce travail. La relation (28-3) interdit en effet
que toute 1’énergie recue par transfert thermique de la source chaude puisse étre transformée

en travail.
Travail
=<0
0,<0

Moteur

Source chaude

Source froide

e Une maniere de modéliser une telle machine est d’envisager son fonctionnement avec un
gaz qui se comporte comme un gaz parfait suivant le cycle de Carnot dont la représentation
dans le plan de Clapeyron est la suivante :

Cycle de Carnot

A~ B -isotherme a T
B —C : adiabatique
C— D -isotherme a 7,
D— A : adiabatique

...
—
-

_—

B
=h
@
[ =)
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e Nous définissons le rendement du moteur cyclique ditherme par le rapport :

n (28-4)

T 0.

qui établit la fraction de ce que nous récupérons d’utile (le travail exploitable) par rapport a
la dépense (la chaleur apportée par la source chaude). Pour le moteur réversible,

-W QC + Q ¢ T I
nc = = —— = 1 i
O Oc T,

nc, rendement de la machine cyclique ditherme réversible, est appelé le rendement de Car-

not. Il constitue le rapport maximal de transformation de la chaleur recue par un moteur

cyclique ditherme en travail.
o - . Q0 T
En effet, en conservant I’inégalité de Clausius si la machine n’est pas parfaite, =< —Ff et
c c
son rendement 7 est alors inférieur au rendement de Carnot.

1.5 Théoréme de Carnot

Le rendement maximal d’'un moteur cyclique ditherme fonctionnant entre des sources de
chaleur de températures Ty et T, (Ty < T,) est égal a :

Ty
nc=1- T (28-5)

c

Remarque : Ce résultat est parfaitement indépendant du fluide utilisé dans la machine.

1.6 Machines frigorifiques

e Une machine frigorifique cyclique ditherme est une machine fonctionnant suivant un
principe opposé a celui du moteur cyclique ditherme. Il est nécessaire de fournir un travail a
la machine afin qu’elle transfere de 1’énergie de la source froide vers la source chaude.

Source chaude

Source froide

i

L’expression des deux principes de la thermodynamique demeure cependant exactement la
méme que pour le moteur cyclique ditherme. Seuls les signes des échanges sont opposés.

o Nous définissons I’efficacité de la machine frigorifique par le rapport du transfert ther-
mique d’intérét sur le colit pour 1’obtenir. On distingue traditionnellement deux catégories de
machines frigorifiques. Les machines de refroidissement (réfrigérateurs ou climatiseurs) dont
la grandeur d’intérét est la chaleur prélevée a la source froide ont une efficacité définie par :

0

e==L

w

soit, pour une machine idéale fonctionnant de maniere réversible :
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9 T
Qf + Qc Tc - Tf

Les machines de chauffage telles les pompes a chaleur, dont la grandeur d’intérét est la cha-
leur apportée a la source chaude ont une efficacité définie par :

(28-6)

ey =

Q.
e=—-—=
w
soit pour une pompe a chaleur idéale fonctionnant de maniere réversible :
QC TC

ey (28-7)

_Qf+Qc_Tc_Tf

e L’efficacité des pompes a chaleur est théoriquement toujours supérieure a un. Un travail
W fournit a la pompe a chaleur permet d’obtenir un transfert d’énergie vers la source chaude
toujours supérieure au travail dépensé.

2. Machine thermodynamique réelle

2.1 Variations par rapport a la machine ditherme théorique

Une machine réelle fonctionne souvent en s’écartant de la modélisation de la machine di-
therme.

Nous avons implicitement supposé que le méme fluide effectuait plusieurs fois consécutives
le cycle caractérisant la machine. Or, cette derniere fonctionne souvent comme un syst¢me
ouvert pour lequel, de surcrott, il est parfois difficile de définir une seule source froide et une
seule source chaude.

Enfin, la < source chaude fg n’est pas toujours extérieure au systeme. Si elle 1’est pour une
chaudiere, dans les moteurs a combustion interne en revanche, c’est le systeéme lui-méme qui
apporte les réactifs de la combustion (mélange d’air et d’essence ou de fuel) dont est tirée la
chaleur fournie au systéme en méme temps qu’elle en modifie la nature des constituants, les
réactifs et les produits de la réaction étant renouvelés a chaque cycle.

2.2 Premier principe appliqué aux systémes ouverts

e Face a ces nouveautés, il a fallu se doter d’'une expression du premier principe claire et
adaptée a ces types de fonctionnement. En effet, si un fluide circule dans une série de disposi-
tifs transformant son état thermodynamique, tels un compresseur, une turbine, un échangeur
de chaleur, ..., et que nous souhaitions lui appliquer le premier principe de la thermodyna-
mique tel qu’il a été utilisé jusqu’alors, nous devrions raisonner sur un systeme fermé et
envisager 1’ensemble du fluide dans I’installation, fluide qui n’est pas a 1’équilibre thermody-
namique, ses parametres d’état n’étant pas les mémes en tout point du circuit. Cette difficulté
a été surmontée en adaptant I’expression du premier principe aux cas dit des systémes ou-
verts.

e Soit une installation fonctionnant de maniere stationnaire et dont les parametres intensifs
du fluide sont définis et invariables au cours du temps en amont et en aval des principaux
éléments agissant sur lui. Le changement des parametres d’états du fluide entre son entrée
dans I’'un de ces dispositifs et sa sortie, s’exprime par les deux relations suivantes, dérivant
du premier principe :

Ah=hy—h =wu+q (28-8)
ou
D.Ah=D(hy — hy) = W, + O (28-9)

hy et h, les enthalpies massiques généralisées du fluide en entrée et en sortie du dispositif ;
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w, le travail massique utile recu par le fluide lors de son passage dans le dispositif, dii aux
forces autres que celles de pression, prises en compte par 1’enthalpie massique ; g la chaleur
massique algébriquement recue par le fluide lors de son passage dans le dispositif. Ces gran-
deurs sont toutes exprimées en J.kg™'.

L’enthalpie massique généralisée est la somme de 1’enthalpie massique u + pv (u énergie in-
terne massique, p pression du fluide et v volume massique du fluide) et de I’énergie cinétique

massique 3 V2 ol V est la vitesse du fluide au point considéré.

D le débit-masse en kg.s™!; W, la puissance utile (au méme sens que le travail massique
utile) exprimée en watt W ; Q la puissance thermique recue lors du passage dans le dispositif,
exprimée en W.

Remarque : le régime peut étre stationnaire et les vitesses d’entrée et de sortie du fluide
différer a cause d’une variation possible de la masse volumique du fluide et de la section de
I’entrée, s; et de la sortie, s,. Le débit-masse D est lié a ces grandeurs par :

Vv V.
_Ns1_ V2% (28-10)
Vi V2

e (28-8) et (28-9) traduisent un bilan énergétique effectué a travers une surface de contréle
%, surface fermée (en pointillé sur la figure 4) délimitant un volume Vs qui contient le fluide
a ’intérieur du dispositif.

w, ou M,

entrée :_': oy i I"'z i By V: ] \ : .?2 i 52

Uy P,V v

e Le régime étant supposé stationnaire, les grandeurs physiques sont indépendantes du
temps, le centre d’inertie des masses fluides a I’intérieur de Vs est au repos dans le référentiel
du laboratoire et I’énergie interne a I’intérieur de la surface de contrdle ne varie pas.

e Considérons un intervalle de temps 6t pendant lequel transite a travers la machine une
masse om de fluide.

Le contenu de V5 recoit le travail utile 6m w,,, le transfert thermique om g, le travail des forces
de pression du fluide qui < pousse » la masse entrante, p; v ém, et il s’accroit de 1’énergie

interne due a 1’état thermique du fluide entrant dm u; et de son énergie cinétique 5 om Vlz.

L o 1 .
Le contenu de Vs perd les énergies interne om u, et cinétique — om V22 du fluide sortant et

doit lutter contre les forces de pression du fluide en aval dont il regoit le travail — p; v, dm. vy
et v, étant les volumes massiques du fluide respectivement en amont et en aval de la machine
qu’il traverse. Ainsi, le bilan s’écrit-il :

1

1
6U=O=5m(wu+q+p1v1+u1+§V12—u2—§V22—p2vz)

Divisons par m I’égalité précédente et nous retrouvons le résultat (28-8). Divisons-le par ¢

om . . . .
et nous obtenons (28-9), 5t étant le débit-masse D, le travail utile massique et la puissance
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mécanique utile étant liés par la relation :

s .
5_”: W, = Dw, = W, (28-11)

la chaleur massique et la puissance thermique par celle, similaire :

om .

—qg=Dqg=0 (28-12)

ot

Attention : Ne pas oublier de comptabiliser le travail des forces de pesanteur lorsque les al-
titudes d’entrée et de sortie different, sous la forme d’une contribution g (z; — z) au travail
utile massique ou D g (z; — 22) a la puissance utile, surtout lorsque la phase est liquide.

2.3 Conduite et usage des études

e Les installations réelles fonctionnant en circuit ouvert se servent fréquemment des dia-
grammes (h — p) appelés diagrammes des frigoristes.

e Si nous mesurons ou si nous fixons a priori certaines caractéristiques (température et
pression, position et vitesse, ...) du fluide aux endroits cruciaux, nous repérons les points
correspondant a ces caractéristiques sur le diagramme du fluide employé et en déduisons les
valeurs des enthalpies massiques puis celles des enthalpies généralisées.

Grace a leur différences, nous connaissons alors les travaux ou/et les chaleurs massiques a
échanger avec le fluide pour obtenir les caractéristiques désirées et calibrer 1’installation.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1:

Un moteur cyclique ditherme fonctionne entre deux sources de chaleur aux températures res-
pectives Ty = 293K et T, = 450K. Il fournit une puissance P égale a 105kW lorsqu’il
effectue n = 2250 cycles/min. Ce moteur posséde un rendement mesuré de 32 %.

1. Le moteur fonctionne-t-il de maniere réversible ?

2. Calculez le travail fourni et la chaleur regue de chaque source par cycle.

3. Déduisez-en I’entropie créée a chaque cycle.

Exercice 2:

Une conduite forcée en montagne, de section s constante transporte de 1’eau liquide sous
pression avec un débit-masse D sur un dénivelé H vers une turbine.

AN.:s=1,8m* H=1150metV =8m.s".

1. Quel est le travail utile massique délivré par 1’eau a la turbine et la puissance utile corres-
pondante si I’on considere le transport comme adiabatique et que la température de I’eau n’a
sensiblement pas varié ?

2. En réalité la viscosité de I’eau et les frottements sur les parois de la conduite entrainent

une dissipation thermique massique égale a 1,7kJ.kg™". Que devient la puissance utile sur la
turbine ?
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1. Oscillateur harmonique

Exercice 1

L’équilibre de la masse est assuré dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen par I’ op-
position de la tension du ressort au poids de m. L’axe vertical étant orienté vers le bas, la
tension du ressort est 7 = — k(xeq — 1) T Xeq €tant la position d’équilibre de la masse ; le

28 AN.:x,~0,348m.

poids de la masse P = nig = mge,. Dol : Xeg =lo + P

Exercice 2

Dans le référentiel du laboratoire, le bilan des forces a un instant quelconque est : la ten-

sion du ressort 7 = — k(x(f) — lp) €, et le poids de m, P = mge,. Le référentiel étant
supposé galiléen, le principe fondamental de la dynamique s’applique a la masse et donne :

m@ =T + P, soit, en projection sur (0, ), m ¥(t) = — k(x(t) — ly) + mg.
L’ €équation a pour solution particuliére constante évidente x, = x,, et pour solution générale

de I’équation sans second membre : x,(f) = A cos(wpt) + B sin(wot), o w% = —.
m
Or, a I'instant initial, x(0) = Ey = Scmet %(0) = Vo = 0,5m.s™".
Vi
D’ol : x(¢) = x.q + Eo cos(wot) + -0 sin(wot).
wo

AN. : x(t) =0,25+ 0,05 cos(10¢) + 0,05 sin(10f) en m.

2. Propagation d’un signal

Exercice 1

Le probleéme est d’exprimer s(x, f,) a partir de s(x,, 7). v > 0 est la célérité de propagation du
signal dans le milieu, indépendamment de son sens de propagation.

A Iinstant £,, au point M d’abscisse x, la valeur du signal s(x, ;) est ce qu’elle était au point
M, d’abscisse x; a un instant ¢’ tel que la distance séparant M de M, soit parcourue par le
signal pendant I’intervalle de temps |¢' — ;] a la vitesse v : s(x, f2) = s(xp,1).

Formulons de maniére algébrique la situation, supposons que x < x; alors ¢’ < t, le signal
ayant atteint le point M, avant le point M puisqu’il se déplace dans le sens des x décroissants.

X — X X — X2 N
- D’ou:

Ainsi, tp — ¢ = soitt =t +

X—x
s(x, 1) = s(xz, Hh+ 2).
v

Exercice 2

Si deux réémetteurs voisins opéraient, pour la méme station radio, avec des signaux ayant
des fréquences identiques, il y aurait des interférences tantdt destructives tantdt constructives
dans la région située entre les deux réémetteurs.

D’ou alternance de zones de réception maximale avec des zones d’atténuation plus ou moins
complete du signal, le phénomene étant le plus marqué a égale distance de chaque réémetteur.
C’est pour éviter ceci que chaque station radio change de fréquence porteuse entre deux
réémetteurs voisins. Il s’agit 1a d’une application pratique du théoreme dit < des quatre cou-
leurs .
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3. Optique géométrique 1 : principes et lois

Exercice 1

Faire un schéma de la situation avec le rayon injecté et sa premiere réflexion sur la paroi de
la fibre.

Pour que la fibre guide la lumiere, la réflexion de cette derniere sur la gaine doit étre totale :

. . . . . T
elle doit arriver sur I’interface verre-air dans la fibre avec un angle d’incidence 3; € [5;; 5] ol

. [n N £ . e . N
, = arcsin [ — |. Cet angle correspond 2 un angle de réfraction aprés injection de la lumiere
" g p g p \

v

a, = 7—21- -Bi:a, €[0; g — Bi]. L’angle d’incidence a I’injection doit vérifier la loi de Snell-

2
. . N . n
Descartes n, sina; = n, sina,. D’ou «; € [0; ;] avec a; = arcsm[ (—v) — 1] ~ 78,5°.
Ng

5. Optique géométrique 3 : lentilles minces

Exercice 1
Soit S le sommet (ou centre optique) d’une lentille convergente de distance focale f”.
Soit A un objet réel sur ’axe optique ; x4 = SA < 0.

Soit A’ son image réelle par la lentille : x4 = SA’ > 0.

1 1 1
La formule de conjugaison stipule que — — — = — - De plus, la distance entre I’objet et

XA’ XA B f’
son image, D > 0 est telle que D = AA’ = SA’ — SA = x4 — x4. On déduit de la relation
de conjugaison et de D 1’équation : xf‘ + Dx4 + Df = 0, qui n’a de solution que si son
discriminant est positif, soit si D > 4 f”.

Exercice 2

Faire un schéma de la construction des rayons caractéristiques. Par définition, le grandis-
R’

A .
sement transversal est y = ——, A et A’ étant sur ’axe optique et B et B’ dans les plans
AB

perpendiculaires a 1’axe optique passant respectivement par A et A”.
Le rayon intéressant est celui passant par B et le centre optique S de la lentille, qui n’est pas

A’ _— _—
dévié par la lentille. Il en résulte que v = —. Exprimons S A’ en fonction de SA grace a
la relation de conjugaison, puis remplagons-la dans y. y = ﬁ Cette quantité n’est
’ + ’

positive que si —f < SA < 0.

6. Optique géométrique 4 : I'eil et les instruments

Exercice 1

Les angles sont comptés positivement dans le sens trigonométrique a partir de 1’axe optique.
Faire une figure sur laquelle sont tracés les chemins empruntés par les rayons lumineux d’un
faisceau parallele a I’axe optique et ceux d’un faisceau parallele incliné d’un angle « par rap-
port 1’axe optique.

Physique
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Le rayon incident faisant un angle « avec 1’axe optique et passant par le sommet S, de I’ob-
jectif passe par le point C dans le plan focal image de 1’objectif, qui est aussi le plan focal
objet de I’oculaire.

Le rayon qui lui est parallele et qui passerait, apres traversée de I’objectif, par le sommet
S, de I'oculaire, ne serait pas dévié par ce dernier et passerait par C. La direction S .C fixe
I’angle o’ d’émergence du faisceau de rayons émergeant de 1’oculaire. Ainsi, a la limite des

F.C , F.C
—eta =— .
’
s J
D’ou I’expression de G a démontrer. Cette configuration est intéressante en ce que les images
ne sont pas inversées, contrairement a ce qui se produit avec les oculaires convergents.

angles petits devant 1 de sorte que tana ~ @ ettana’ ~ o', @ =

7. Un monde quantique 1 :
expériences et interprétations fondamentales

Exercice 1
6,63 x 1073
1eV~1,6x10°T ; ha —————r
1,6.10°1°
he ~ 4,14 x 107 x 3 x 103 eV.m et 10° fois plus en eV.um, soit environ 1, 24 eV.um.
Cette valeur est intéressante car elle fixe immédiatement les ordres de grandeurs de 1’énergie

1,24 1,24
des photons dans le visible : de 0.3 =1,55eVa 07 =3,05eV.

E) E)

~4,14x 107 P eVs;

Exercice 2

Pour obtenir des détails a I’échelle intramoléculaire (d ~ 0, 1 nm), la longueur d’onde du
photon doit étre de 1’ordre de grandeur de d. D’apres la relation de Planck - Einstein :

E = % ; Ex 1’02_? =12,4keV.

Exercice 3

D’apres le principe de Bohr et la relation de Planck - Einstein, I’énergie du photon doit étre
exactement égale a la différence des énergies initiale et final : E; — E| = % = ;Z—ICZ ; d’ou
Ap = %. A.N. : 215 = 0, 122 um (ultraviolet).

8. Un monde quantique 2 :
introduction a la fonction d’onde

Exercice 1

Dans I’équation de Schrodinger, le laplacien n’opere que sur la partie spatiale de la fonction
d’onde (dérivations par rapport aux seules coordonnées spatiales) :

Ay (7,1) = AP WD) = x(DAG(P).

La dérivée partielle par rapport au temps n’opere que sur la partie temporelle de la fonction

d
d’onde : aa—lf = 6((;0;\’/) = <p(d—/\;). L’équation devient :

7? dy
o XOAT) + V(TP x () (7)) = ihp(F) —(1).
m dt
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En divisant ses deux membres par (7 )x(#), on obtient :

o1 . 1 dy

2m o) Ap(7) +V(T) th(t) D
Or, le membre de gauche est fonction des seules coordonnées spatiales et celui de droite,
fonction uniquement du temps. L’ équation ne peut étre satisfaite, quels que soient 7 et ¢, que
si chaque membre est égal a une méme constante ayant la dimension d’une énergie, c’est elle
que I’on prend pour E. D’ou la forme de y(#) annoncée.

Exercice 2

Soit I’équation aux valeurs propres a une dimension :
d*¢ 2mE
dx? K2
.. L. -1 2mE .. . .
Supposons 1’énergie négative et posons : 2R L’équation devient :
d¢ 1
— - = ¢p=0.
a2 ¥
de solution : ¢(x) = Ae /% + Be*® (o1 A et B sont des constantes a déterminer par les condi-
tions aux limites). Or, aux limites ¢(0) = ¢(L) = 0,d’o0t A = B = 0. Ainsi, la fonction d’onde
d’un état stationnaire d’énergie négative est nulle : il n’y a pas d’état propre a E < 0 pour le
probleme envisagé.

=0

10. Notions fondamentales d’électricité 2 :
les lois générales

Exercice 1

Loides noeuds, iy + iy +i5s =i + i3, d’oli 1 i3 =i +is +i5s — . AN.:i3 = 0,30 A.

— dans les branches 1 et 3, intensités > 0 donc électrons partant du nceud dans branche 1 ety
arrivant dans branche 3 ;

— dans les autres branches, les intensités < 0 donc électrons se déplagant dans le sens des
conventions d’orientation.

Exercice 2

Sens de parcours de la maille : sens trigo. direct, les tensions ayant leur convention dans le
méme sens sont : u,p et upg ; les autres ayant une convention de sens contraire.

Loi des mailles : uap + upg = ucp + upc + uag. Si sens de parcours : sens horaire, les deux
groupes définis précédemment permutent et la loi des mailles demeure identique.
UAB = UcB + Upc + UAE — UDE. AN.: Uupp = —3,5V.

11. Notions fondamentales d’électricité 3 : les dipoles

Exercice 1

Une discontinuité d’énergie dans un systeme physique a un instant #, signifie une puissance
instantanée appelée par le systéme a cet instant infinie car :

E(ty + Ar) — E(ty)
At

avec un numérateur non nul alors que le dénominateur tend vers O : physiquement dénué de
sens.

) = li
p(to) lim

Physique
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Exercice 2
1 1
88=§CU2. A.N.:&,:§><10_6x502=1,25mJ.

Exercice 3

Z, = jLw; en convention récepteur : u(t) = Z, i(t). Ainsi, [u(®)| = |Z, i()| = |Z, |.li(1)] ;
U,

Lw’

or, [u(®)] = Up = V2 U, li0l = Iy = V2L, et|Z)| = Lw, d’ou : I, =
AN.: 1, =5/(47.107° x 271 x 500) ~ 33,9.10° A = 33,9 mA.
Lois horaires : u(t) =5 V2 cos (10007rt + g)V, et

i(r) =33,9 V2 cos (100077) mA car ¢; = 0 (référence) et ¢, — ¢; = arg Z, .

12. Notions fondamentales d’électricité 4 :
circuits linéaires du premier ordre

Exercice 1
e La loi des nceuds, apres fermeture de I'interrupteur, donne : Iy = ig(f) + ic (7). La tension
u(t) est commune au trois dipdles, ig(¢) = % etic(t)=C i—?(t) d’ou I’équation différentielle
sur u(?) :

u(r)

d d
Iy = 3 +C d_’Z(t) soit Rly=u()+71 d—b;(t) en posant 7 = RC.

La solution de I’équation est égale a la somme de la solution particulicre u,(f) et de la solu-
tion générale u,(?) de I’équation homogene.

u,(t) est de méme nature que le second membre, constant : u,(t) = Rly. u,(t) = A e, o
A est la constante d’intégration déterminée sur la solution complete, a 1’aide de la condition

initiale. Ainsi, u(f) = RIp + Ae™"/".

e Comme u(0) = 0 (le condensateur est initialement déchargé et la tension a ses bornes est
continue) : Rl + A =0d’ou A = —RI,.

Ainsi : u(t) = Rly (1 -e™7): ir(®)=1Io (1 -") et ic(t) = Ipe™".
e A l’ouverture de I'interrupteur, le condensateur se décharge dans la résistance.
d
ir(®) = —ic(t), u(t) = Rig(t) et ic(t) = Cd—l:(t). D’ou I’équation sur u(?) :
du
0=u() + RC —(1),
u(t) o

La nouvelle condition initiale sur u(¢), en posant t = 0 a I’instant d’ouverture de I’interrup-
teur : u(0) = Rly. Dot u(r) = RIye™"".

Exercice 2

di
e Laloides noeuds donne : Iy = ig(¢) +ip(t); ir(t) = u(t)/R et u(t) = L%(r).
On a le choix de former I’équation différentielle sur u(¢) ou sur iz () :

. L di
m=um+§aﬁﬁ
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Elle se résout de la méme maniere qu’a I’exercice 1. La continuité du courant électrique dans
la bobine se traduit par : i (0) = 0.

Au final, ir(r) = Io (1 - e™/") avec 7=L/Retir(t)=Ipe™"'".

Le courant électrique de la source passe au départ intégralement dans le résistor ohmique puis A
peu a peu se dirige vers la bobine pour ensuite passer intégralement dans la bobine.

o A I’ouverture de I'interrupteur, les équations électriques du circuit deviennent :
di
ig(t) = —ig(t), ig(t) =u(t)/R et u(t) = L%(t). D’ou :
L dip
0=i(t) + = —(),
i+ o (1)

avec ir(0) = Iy si 'on suppose que I’on avait laissé le temps au régime transitoire de se
dérouler completement dans la phase précédente. D ot if(¢) = I e/,

13. Oscillateurs amortis

Exercice 1

Le résumé donne les définitions de la pulsation propre wy et du facteur de qualité Q. D’apres

Physi

k A
les équations (13-1) et (13-3) régissant un oscillateur mécanique amorti, w% = —et % = —
m m
d’ou:
0= mwy _ Vkm
I |
) N Z . 5 . 2 . . 2 1 () R
D’apres les équations (13-2) et (13-3) de I’ oscillateur électrique amorti, wy = c et E =7
d’ou:

CLwy 1 [L
0= R RNC

Le retour a 1’équilibre de I’oscillateur amorti - électrique ou mécanique - s’effectue selon le
régime critique si son facteur de qualité Q = 1/2, soit (d’apres la question 1) 1 = 2 VkM.
AN.:1~31,6.10°kg.s™".

Exercice 2

Exercice 3

o L’intensité maximale complexe du courant électrique dans la maille est déterminée par le
rapport de la tension maximale complexe a I’'impédance complexe de la maille :

1 1
Z=R+]j (Lw - C_) Soit, en posant la pulsation propre wé =71 le facteur de qualité
w

0= 290 ot 1a pulsation réduite x = @,
R Wo
;- Un i5 U, 1

I
|!| =1Iy,etl, = %
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1 L
e 0= 2\ soit, numériquement Q = 10,01 ; les valeurs de x = 27 f VLC correspondant

a chacune des deux fréquences sont, x; ~ 0,5886 et x, ~ 1,373. Les intensités efficaces
correspondantes sont : [} ~ 5,3mA et I = 9,0mA.

o U,=1Zy ,0ioutoucl-le aux bornes de chacun des €léments du montage.

m

résistance bobine condensateur

|Z]a fi (en Q) 120 707 2040
tension efficace |Z|/; (en V) 0,64 3,7 11

IZ|a f> (en Q) 120 1650 874
tension efficace |Z|/; (en V) 1,1 15 7,9

14. Filtrage linéaire

Exercice 1

La fonction de transfert d’un filtre passe-bas du ler ordre est de la forme : H(w) = T
jTw

ou, avec x = L %, ona: H(x) = ——. Uy = [HX)|Up-

[N 0 1 +j x
. 5.5
Numériquement x = 3 ;dou Uy = 2,6 V.

Exercice 2

1
La fréquence de résonance d’un tel filtre est f = ; ANN.: fo = 5,7kHz.
2nVLC
PP fo 1 L
La largeur de bande est définie comme : Af = 5 avec Q = \C ;

AN.: Q0=2,72dou Af = 2,01 kHz.

15. Mécanique 1 : cinématique du point matériel
et du solide

Exercice 1

e Le calcul de la vitesse est 1’application de son expression (15-4) en coordonnées cartésiennes :

v()=x@ = 3
Pour 0<r<5s, Vy:| w®=yt = 4
()= = 0
x(t) = 3+0,42(t-5)
Pour 5s<t<10s, Vy:| yt) = 4+0,56(-5)
zt)y = 0

chacune de ces composantes étant exprimée en m.s ™.

e De méme, le calcul de I’accélération est I’application de I’expression (15-7) sur les mémes
intervalles :
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w(® = 0 v(@® = 0,42
By | W@ = 0, Fy:| @ = 0,56
v() = 0 V() = 0
chacune de ces composantes étant exprimée en m.s . \

e La composante suivant Oz du vecteur position est nulle a chaque instant, donc la trajec-
toire du point matériel est plane, contenue dans le plan xOy.

4
De 0 < ¢ < 55, I’élimination du temps entre x(¢) et y(f) conduit a la relation y = 3 X ; pour la

. . . 4
période suivante, la méme démarche conduitay = 3 X.

Ainsi, la trajectoire complete est un segment de la méme droite sur les deux intervalles, par-
courue a vitesse constante pendant le premier intervalle et selon un mouvement uniformément
accéléré pendant le second.

I Sivous n’avez pas remarqué la proportionnalité de y & x dans la seconde phase, il suffit
d’exprimer t en fonction de x a partir de la premiére composante, de prendre la solution en t
qui est dans le bon intervalle temps et de ’insérer dans y(t). Quand les calculs semblent un
peu longs, peut-étre y a-t-il une simplification plus ou moins masquée.

Exercice 2

Physique

L’expression de la vitesse en coordonnées cylindriques conduit a :

v(t) = 0
Vu:| v = aw et vy = W+ (aw).
Vz(t) =V
et le vecteur accélération :
a(ty = -a w’
Ty | ap® = 0 et  ay =aw’.
a = 0

La vitesse et I’accélération sont constantes en normes, mais elles changent de direction a tous
les instants, en demeurant orthogonales entre elles.

La projection de la trajectoire de M dans xOy est le cercle de rayon a et de centre O ; son
équation cartésienne est x> + y* = a’.

Le mouvement projeté sur xQOy est circulaire uniforme ; celui le long de Oz est rectiligne uni-
forme. Le mouvement est hélicoidal.

16. Mécanique 2 : dynamique du point matériel

Exercice 1

N Tout n'est pas dit dans I’énoncé, il ne faut donc pas hésiter a prendre des initiatives :
supposer galiléen (si ce n’est pas explicitement dit, il faut le sous-entendre) le référentiel
terrestre dans lequel le mouvement est étudié et choisir un repere de projection commode
dans le référentiel.

e Ainsi, I’axe Oz est dirigé suivant g et I’axe Ox est tel que V soit contenue dans le plan
x0z: Vo =vg(cosa®, +sina€.). Le point de lancement y a pour coordonnées (0, 0, H) et



378 Physique

celui d’impact une cote z = 0.
Le bilan des forces exercées sur M se résume a son poids P= mg=-mge,.

o Dans le référentiel R, galiléen, le principe fondamental de la dynamique conduit a :

v =P soit v

m — _— =
dr dr
=
A7) .
o g
H ........
et
2k
7 £
fig 1

e g étant un vecteur constant, I’équation est intégrée, compte tenu des conditions initiales,

. 3 2o 2 N .. —_—
enV(t) = g t+ V. La vitesse V(¢) étant la dérivée par rapport a ¢ du vecteur position OM(?),
son intégration par rapport au temps donne :

1
OM(1) = E?tz +Vot+ OM,

oll OM, = HZ est le vecteur position 2 I’instant initial.
e Les équations horaires de M sur les trois axes sont :
Vo cosat

OM(r) : 0

. 1,
H + vy smat—zgt

La trajectoire de M est plane, contenue dans le plan xOz.
La portée II du tir est I’abscisse du point d’impact au sol de M (z = 0). Or, z(¢,) = 0 a pour

solution positive :
vo sina + V2 sin*a +2gH

8

1, =

vo sina + (V2 sin”fa+2gH

IT = x(t,) = vo cosa
g

dIl .
La portée est extrémale, a v, fixée, pour les valeurs de « telles que T =0, soit :
a

sine (v} cos2a — 2 g H)

0 =vg cos2a +
2

Yo

sin”a+2gH

Posons uy = (2g H)/ v(z), I’expression précédente est réécrite :
Q) )
-1=_/1+ 3

cos2a sin? @
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L’étude du signe du membre de gauche de la relation précédente montre que, si ug > 1,ily a
. o . Tr .
une solution a € ]0 ; Z[ ; sinon la solution est a € ]a/o ; Z[ ol cos 2 ay = uy.

Le membre de gauche est strictement croissant de uy — 1 (ou 0 si ug < 1) a + oo ; celui de

droite est strictement décroissant de + co (ou de 4 / i t Zz siug <1)a m. Yuy > 0. N
Les courbes représentatives des deux membres ne posseédent qu’une seule intersection. ®
On résout I’équation en posant w = sin’ e ; il vient : sine = ;2 et une portée maxi-
male : ot
m= [y 2ng
8 Vs

V2

Si H = 0, on retrouve la portée classique 2.
8

Exercice 2

o Le référentiel du laboratoire est supposé galiléen.

Faisons le bilan des forces appliquées a la masse m : son poids P= mgetla tension 7 du fil
dirigée de la masse vers O. Le repere le plus approprié est celui de coordonnées cylindriques :

OM(1) = I@,, 2. étant perpendiculaire au plan d’oscillation du pendule.
Dans ce repere, P =mg(cosb()C, —sinb(t)Cy) et T = —TE,.

o Le principe fondamental de la dynamique appliqué a la masse fournit I’équation différentielle
vectorielle du mouvement suivante : -
d
m— =P+T
dt

Physiqu

En projection sur €, et €y et avec r = [ = cste :
—mlé* (1) =mg cosO(t) - T
mlé(t) = —mg sin O(f)
L’équation différentielle du mouvement est 1’équation différentielle en 6(¢) ou n’apparaissent
aucunes forces inconnues. Les forces de réaction, de tension des fils, etc, ... ne sont acces-
sibles qu’une fois les caractéristiques du mouvement déterminées.
() + % sin6(r) = 0.

e A lalimite des petites oscillations autour de 6 = 0, sin# ~ 6 et I’équation du mouvement
devient : 6(f) + é;0(t) = 0. On y reconnait une équation différentielle linéaire du 2nd ordre

a coefficients constants caractéristique d’un oscillateur harmonique. Les petites oscillations
l

sont ainsi périodiques, de période 2 4 [— et indépendante des conditions initiales, pourvu
8

que I’approximation faite demeure valide au cours du mouvement.

17. Mécanique 3 : point de vue énergétique

Exercice 1

La dimension de 3 est celle d’une force multipliée par le carré d’une longueur : ML T2
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L’énergie potentielle est exprimée a partir de la relation : d&,(x) = —7(x).dx?x.

Pour x < xp, d&,(x) = — — dx est intégrée en &,(x) = + C, ou C est une
(x—xp) X —Xp
constante d’intégration déterminée par les conditions aux limites choisies.

L’énergie potentielle est censée s’annuler a I’infini (sur cet intervalle x — —00), d’ott C = 0.

Pour x > xp, une démarche similaire conduit a &,(x) = — B .
X — XB
Les expressions obtenues sur chaque intervalle sont résumées par I’expression de E,(x) :
e S
p,(X) = ———  pour tout x # xp
|x — xl

Exercice 2

. ‘o . . . 1
e La force de rappel élastique dérive de 1’énergie potentielle &,.(x) = 3 k(x — Ip)*.

L’énergie potentielle totale dont dérive la résultante des forces s’exercant sur le point est
la somme de toutes les énergies potentielles :

B 1 2
& =———+ -k(x—1I)".
p(X) T 2 (x—=1o)
Les positions d’équilibre du point matériel, s’il en existe, sont celles dont I’abscisse x vérifie
d&,
—(x)=0:
o™
pour [y < x < X, L —k(x=10)=0
(x = xp)?
B -
pour xp < X, ——k(x-1)) =0
(x — xp)?

Lorsque x > xp le membre de gauche est toujours négatif : il n’y a pas de solution réelle a
I’équation et donc pas de position d’équilibre : la premiere force et celle de rappel élastique
sont toutes deux dirigées vers la gauche.

_B
(x = xp)?
x — k(x — ly) croissante de 0 a k (xg — lp).

Y x € [ly; xp[, la fonction x — est croissante de B/(ly — xB)2 a +oo; la droite

0<k<k, k=k, ky<k 42
C A;
i X5 i X, Xg Iy ity Fe X X5

e Pour 0 < k < k, les deux courbes ont une intersection vide : la premiere force I’emporte
toujours sur la seconde et le point matériel se dirige vers xp.

e Sik = k; les deux courbes se coupent en un point C tel que la droite x — k(x — [y) y est
tangente a I’autre courbe. La position d’équilibre est stable a gauche : si le point matériel est
déplacé a gauche de la position d’équilibre, la premiere force I’emporte sur la force de rappel
du ressort et ramene le point matériel vers la droite ; il en est de méme si le point matériel
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est déplacé a droite de sa position d’équilibre, donc la position est instable a droite puisque
la résultante des forces qui s’exercent sur le point I’en éloigne. Ainsi, C est une position
d’équilibre instable. Le calcul donne, en C d’abscisse x¢ :

_ B __ 2B
(x¢ — xp)? (xc — xp)3

soit xc = (21y + xp)/3. )

=k(xc—1ly et =k \

e Lorsque k > ki, les deux courbes se coupent en deux points, Aj, d’abscisse x4, < xc et Ay,
d’abscisse x4, > xc. La fonction dérivée seconde est :

28

—— +k
(x — xp)3 "

E x

La position relative des courbes montre que &,”(x4,) > 0, donc que la position A; est stable.
Un raisonnement similaire mené en A, ameéne a conclure a son instabilité.

18. Mécanique 4 : mouvement des particules chargées

Exercice 1

o La force de gravitation entre deux protons de masse m, a une distance » I’un de I’autre a
pour intensité f,, extraite de la loi de gravitation universelfe :

2
_gm,

fg— 2

Physi

;
Elle est toujours attractive.

o La force électrostatique de Coulomb qui s’exerce entre eux, a la méme distance, a pour
intensité f, :

1 &2

ﬂ:

drey 12
Elle est toujours répulsive. Leur rapport vaut :
fe e? 1
]Tg ~ 4 TE) . g_m%

qui est indépendant de la distance entre les protons.

Numériquement, e ~ 1,6.107"? C et m,, ~ 1,66.10" kg, d’olt j; ~ 1,25 x 10°.

I
L’interaction gravitationnelle est négligeable dans les mouvements de particules chargées de-
vant la force électrostatique.

Exercice 2

La partie magnétique de la force de Lorentz apparait comme homogene au produit gv B :

[gv B] = [f]. On en déduit que [¢g B] = [{], d’oti la dimension de I’expression de R :

5517
qB 1l
Or, [mv?] est la dimension d’une énergie, donc d’un travail, soit le produit d’une force par

une longueur, [f].[/] ol / est une longueur. Ce qui confirme que R a bien la dimension d’une
longueur.
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19. Mécanique 5 : dynamique de rotation

Exercice 1

Soit un point matériel M, de masse m et animé d’une vitesse Vg dans un référentiel R ; soit
un axe de rotation passant par A de direction T » ; le moment cinétique du point M par rapport
al’axe A dans le référentiel R est, par définition, égal a :

La(M/R) =T . LAM/R),=Ts.(AM A mVg)
Soit B un autre point de A, calculons :

?A I)B(M/R Z?A (m A va)

Attendu que BM = BA + AM ; attendu que le produit vectoriel est distributif par rapport a
I’addition, ainsi que le produit scalaire.

Ta.(BMAmVg)=Ta.(BAAmMVR)+Ta (AM AmVg).

Attendu que le produit mixte Ty . (BA A mVg) est aussi égal Am Vg . (W A BA): attendu

que A et B appartenant tous les deux a I’axe A, le vecteur AB est colinéaire 2 T A, leur produit
vectoriel est nul. Nous pouvons conclure que :

T Ls(M/R) =TWa. La(M/R)

Ce qui démontre I’indépendance du moment du point par rapport a 1’axe du choix du point A
sur 1’axe.

Exercice 2

1. Le systeme tourne dans le sens de rotation conventionnellement choisi si § > 0. Le mo-
ment du couple moteur doit étre positif et celui du couple résistant de frottement solide doit
s’opposer a cette rotation : M, > 0 de sorte que — M, < 0.

2. Le théoreme du moment cinétique autour d’un axe fixe prend la forme donnée par la rela-
tion (19-11) . Les moments des efforts extérieurs qui s’exercent sur le solide sont : le moment
du couple moteur, M,, ; le moment des efforts des paliers sur le solide, traduit par le couple de
frottement solide — M et le moment du couple de frottement fluide — A 9. Ainsi, le théoreme
s’exprime :
d’e de

. J@sz/la ou Jd)sz—Mf—/la),
ol w=6.
3. Pour que la mise en rotation se produise, il faut que le moment du couple moteur soit
supérieur au moment du couple de frottement solide : M,, > M;. Nous supposerons cette
hypothese. satisfaite.
L’équation en w est une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants

J . P
avec second membre ; notons T = 7 La solution de I’équation en w est, en supposant la

vitesse angulaire nulle a I’instant initial est :

() (ool 2)

La vitesse angulaire tend vers une vitesse limite. L’intégration de w(#) donne 1’évolution de
I’angle de rotation en fonction du temps. En supposant I’angle nul a I’instant initial, il est
égal, aux instants ultérieurs, a :

0= (52 el )
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La courbe représentative de 6(¢) tend vers la droite asymptote d’équation :
My — My
O=|——| (-
( ;) ) (t=1)
avec laquelle elle est pratiquement confondue au bout de 57.

20. Mécanique 6 : champs de force centrale

Exercice 1

D’apres la relation (20-3), la constante des aires est donnée par C = r* § exprimée i n’im-
porte quel instant si le mouvement se fait sous I’effet d’une force centrale, donc en particulier

a D'instant initial. Il en résulte que C = r(z) fy et le moment cinétique initial en O du point

matériel est égal & m C €, puisque le rayon vecteur initial et le vecteur vitesse initial sont
dans le plan xOy.

Exercice 2

o L’énergie potentielle associée a la force centrale est £,(r) = ——. D’apres (20-5), I’énergie
r
potentielle effective du point matériel est :
mC* k
Eeff == — =
LY r

Si I’énergie mécanique initiale du point matériel est 852) > 0, le mouvement radial est illi-
mité : r € [r]; + oo] ; au cours du mouvement, le point matériel contourne le centre de force.
Létat du point matériel est un état de diffusion.

e Sielleest 85% < 853)0 < 0, le mouvement radial du point matériel est limité : r € [r,,; ry/] ;
le point matériel tourne autour du centre de force qui 1’attire, se rapprochant de lui au mieux
a la distance r,, et s’en éloignant au pire a la distance ryy, la vitesse angulaire se déduisant de
la constante des aires. L’état du point matériel est un état lié.

e Enfin, si elle est égale a 81(52), le mouvement est circulaire de rayon r3 et donc uniforme
autour du centre de force. Il s’agit d’un état i€ particulier.

Egr(r)
A
w4
Em'ﬂ = o
FIRLE P "
€2 i
E5s 4\&@ =
fII 2
3
E fig 3

21. Mécanique 7 : champs newtoniens de force centrale

Exercice 1

Le résultat sera donné par la troisieme loi de Kepler. Sans données numériques sur la masse
de la Terre, on se souvient du lien entre accélération de la pesanteur g et la masse de la Terre :

GM
T~y
2
R7

Physiqu
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Rr étant le rayon terrestre. Ainsi, la troisieme loi devient :

(Rr +h)* _ gR} : 472 (Ry + h)?
7 Ty st T=
T 4 gR;

2 (6,75 x 106)3

~ . ~ 5500 s ou 1h 32 min environ.
6,4 x 100 9,8

AN.: T

I Les distances doivent étre exprimées en métres ; le temps recueilli est alors en secondes.

La vitesse du satellite sur son orbite circulaire vaut :
2n(Rr + h) I4
y= ——— =Ry
T Rr + h

[9,8
AN.:v~6,4x10°%x /——— ~7,7%x10°m.s™ ou 7, 7km.s~".
6,75 x 100

Exercice 2

ha + hp

L’apogée h, et le périgée h, ayant les valeurs données, le demi-grand axe a = Ry +

de I’ellipse orbitale a la méme valeur que précédemment. L’ énergie mécanique du satellite ne
dépendant que de ce parametre (cf. (21-8)), elle vaut :

e _lmvz_QMm__ng
) Rr+h  2a

ou v est la vitesse du satellite lorsqu’il est a 1’altitude % au-dessus de la surface de la Terre,

h € [hy,; hy]. Soit :
szr\/g Rr+h,+h,—h
a Rr+h

Ainsi, a son apogée, h = h,, sa vitesse est égale a

\/E RT+h[,
vy = Ry 4=
a RT+ha

MR\/E Rr+hy
P Na Ry +hy

AN.:v,~7,68 km.s~! et v, = 1,75 km.s~!.

et au périgée, h = hy, elle vaut :

N La masse du satellite n’intervient pas dans la détermination des vitesses.

22. Le champ magnétique et son action
sur les courants électriques

Exercice 1
La norme du moment magnétique est, d’apres sa définition, M = Ni S.
Numériquement : M = 250 x 0,15 x 2 x 107 = 75 mA.m>.
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Exercice 2

. ”» - 4
e Le moment du couple qui s’exerce sur un moment magnétique M placé dans un champ

magnétique uniforme vaut (cf. (22-6)) est M= AB.
Pour que ce dernier soit maximal, il suffit que le moment magnétique, donc la normale au
plan des spires de la bobine, ait une direction orthogonale a celle du champ magnétique. Sa

norme vaut alors M = M B, soit: M =75x 1073 x35x 1073 = 2,625 x 107> N.m.

e Le moment du poids d’une masse m suspendue a I’extrémité d’un levier horizontal de
longueur d a pour norme m g d. La masse dont le moment du poids est identique au moment
des actions du champ magnétique sur la bobine plate est :
MB
m=——
gd
2,625 x 1073

Applicati rique:m = =g o S >
e Application numérique : m 9,8x%0,1 £

23. Lois de l'induction

Exercice 1
1. Analyse du probleme

e Supposons le systeme initialement au repos. La masse M entraine par I’intermédiaire du
fil la barre ; cette derniere se déplace dans les lignes de champ du champ magnétique. Ainsi,
la surface de la boucle constituée de la barre, de la résistance et des portions de rails entre
elles varie au cours du temps et par conséquence le flux du champ magnétique a travers la
boucle.

Il apparait donc selon la loi de Faraday une force électromotrice induite dans le circuit et un
courant induit. D’apres la loi de Lenz, les effets de ce courant induit - la force de Laplace
qui s’exerce sur la barre dans le champ magnétique-, s’opposent aux causes qui lui ont donné
naissance : la force de Laplace sera dirigée probablement dans le sens du vecteur de base
—€y, ce qui ralentira la progression de I’équipage constitué de la masse M et de la barre.

e Supposons que le référentiel de 1’expérience soit galiléen pour y appliquer le théoréeme de
la résultante cinétique a la barre et a la masse (deux équations mécaniques non triviales) et
déterminer 1’équation électrique du circuit équivalent (une équation électrique).

2. Mise en équation

e Appelons y(f) la position de la barre ; orientons le courant électrique d’intensité i dans le

sens de €,. Si la barre progresse de dy selon €, la masse M progresse de la méme quantité

selon —€..

La tension du fil au niveau de la masse m est notée T = T?y ; transmise en intensité par

le fil inextensible, sans masse et passant par la gorge d’une poulie sans inertie tournant sans
7

frottement autour de son axe de rotation, elle s’exprime au niveau de la masse M T = T%Z,.

Physique
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e Bilan des force sur la barre : son poids (compensé par la réaction des rails, supposée di-
rigée selon €.), la tension du fil 7€, et la force de Laplace —i BI €.

Le théoréme de la résultante cinétique appliqué a la barre et projeté sur le direction €, se
traduit par :
my=T-ilB (1)

Bilan des forces sur la masse M : son poids — M g€, et la tension du fil T¢€..
Le théoréme de la résultante cinétique appliqué & la masse M et projeté sur la direction €, se
traduit par :

-My=-Mg+T ou My=Mg-T (2)
(1) + (2) membre a membre donne :
m+M)y=Mg—-ilB (3)
Phénomenes d’induction : L’orientation de i impose celle de la normale orientée au plan

du circuit, a savoir =€ ; le vecteur surface du circuit est ainsi S = -1 y@,. Le champ
magnétique estB = B€_, son flux @ a travers le circuit est donc :

=S .B=-IBy

Selon la loi de Faraday, la force électromotrice induite vaut :

do Y
e =—— =
dt Y

Elle est représentable par une source de tension dont la fleche de convention est dans le méme

. L . e e
sens que i. Le courant induit dans le circuit est donc i = R et donne 1’équation électrique :

IB
B
i=wy @
En remplagant i dans (3) par son expression issue de (4), nous obtenons I’équation différentielle
sur y suivante :

B22
(m+M)j}+Ty=Mg

On reconnait une équation différentielle linéaire du premier ordre en y, a coefficients constants
et avec second membre constant. La constante de temps 7 qui gouverne sa solution générale
en exp(—t/7) est :

_(m+M)R
- BR
et sa solution particuliere est égale a sa vitesse de régime permanent :
. _RMmg
Ve =30 = ip

Exercice 2

Le champ magnétique créé par la bobine principale peut étre évalué par 1’expression donnant
la valeur du champ magnétique a I’intérieur d’un solénoide infiniment long :

N .
By ~ py 7 i1(?)

e Son flux a travers les spires de la bobine plate, I’orientation des normales aux plans des
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spires étant colinéaire et de méme sens que le champ magnétique créé, est égal a :

7 ’

Vs N
D, =N"S"B; = o ]

i(ty=Mi(r)
AN.: M ~25mH.

o Le courant électrique dans la bobine 1 varie au cours du temps ; le champ magnétique qu’il
crée a la méme variation dans le cadre de I’A.R.Q.S. Son flux ®, = M i, a travers les spires
de la bobine plate varie donc et induit, selon la loi de Faraday, une force électromotrice e,(?)
a ses bornes. En convention récepteur, la tension aux bornes de la seconde bobine sera :

do, di

H=—-et)=——=M—

(1) = —ex() ” m

La tension aux bornes de la bobine est périodique, de période 10 ms. Pour z € [0; 4 ms] :

L, 50x 1073 = (=50 x 1073)

= 25% 10 = 0,625V
=X %102 -0
Pourr e [4ms; 10ms| :
~50x 1073 = 50 x 103
1y =25 % 1073 222 X0 0,42V

10x 1073 -4 %1073

24. Thermodynamique 1 : description des systéemes
a I'équilibre

Exercice 1

e M = 18g.mol”! désigne la masse molaire de I’eau; N4 = 6,02.10% mol™! le nombre

d’Avogadro; V = 1,5L, le volume de la bouteille d’eau; p = 1 g.cm_3 sa masse volumique ;
V, le volume des masses d’eau océaniques.

e La bouteille contient la masse d’eau m = pV, soit n = pV/M moles d’eau et N =
nN, = pV Na/M molécules d’eau <« marquées >. Ces molécules sont censées se répartir
uniformément dans le volume V,, des eaux océaniques, ol elles sont alors en concentration

c= v molécules par unité de volume. Si I’on remplit a nouveau la bouteille d’eau mélangée,
o
il y aura en moyenne N’ = ¢ V molécules de I’eau < marquée » dans cette bouteille, soit :

2
N =PV Na
MYV,

Evaluons le volume V, des eaux océaniques en faisant 1’hypothése qu’elles recouvrent 70 %
de la surface S = 4 ﬂR% du globe sur une épaisseur /2 d’environ 4500 m. Soit V,, = 0,7 x 47 X
(6,4 x 10°)? x 4500 ~ 1,62 x 10'® m? ou 1,62 x 10*' L.

e A.N.: N =~ 46,4 x 10°. Une mole contient ainsi entre 46 000 et 47 000 fois plus
de molécules qu’il n’y a de bouteilles de 1,5L dans les océans! Un verre d’eau de 20 cL
contiendrait probablement entre 820 et 830 molécules de son contenu initial !

Exercice 2

11 s’agit d’appliquer avec les bonnes unités la loi des gaz parfaits pour une quantité de matiere
égale a n = 1 mole. Le volume recherché est :
RT
Vin=—
p

Physique
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14 % 2
AN.:V = % ~ 24,4 %107 m’ ou 24,4 L.
Exercice 3

Il s’agit d’une transformation isotherme. D’apres la premiere loi de Joule, 1I’énergie interne
d’un gaz parfait n’est fonction que de sa température. Si cette derniere ne varie pas, I’énergie
interne du gaz parfait ne varie pas non plus.

25. Thermodynamique 2 : premier principe

Exercice 1

e Le gaz est soumis a une pression externe transmise par le piston et issue de la force de la
pression atmosphérique, py s, et du poids du piston m g. La pression extérieure est le rapport
m

de la force résultante a la section du piston : p.,, = po + —.
s

AN.: pow ~ 1,0016 x 10’ Pa.

e Le piston étant a I’équilibre mécanique, la pression extérieure est égale a la pression du
nRT,

Pext

gaz, p = Pex- Le volume se déduit de la loi des gaz parfaits : V; =

AN.:V; ~ 4,864 x 1073 m? soit 4, 864 L.

e Le systeme est en contact avec une seule source de chaleur : sa transformation est mono-

therme. Suffisamment lente pour étre considérée comme réversible, elle est donc isotherme.

Le gaz étant parfait, il suit la premiere loi de Joule : son énergie interne est restée constante.

AU = 0.

Donc, d’apres le premier principe de la thermodynamique, W = —Q.

La température finale est la méme que la température initiale : T = T, ; son volume est divisé
Vi . . . R

pardeux : Vy = 3[ ; d’apres la loi des gaz parfaits, sa pression a dii doubler : py = 2 pey;.

Le travail des forces de pression recu par le gaz vaut :

v, Vi Vi nRT, Vi
W:_f pexth:—f pdV:—f n dv ZHRT,‘ ln(—)
|72 |72 Vi 14 Vf

i i i

AN.: W=0,2x8,314 x293In2 ~ 338]. Q0 =-3381.

Le gaz a recu du travail lors de la compression qu’il évacue par transfert thermique a travers
la paroi pour demeurer en équilibre thermique avec le thermostat extérieur.

Exercice 2

e La transformation est monobare et monotherme. Au cours de celle-ci, le gaz est en contact
avec le thermostat, mais n’est plus en équilibre avec lui a tous instants.

La pression externe qui s’exerce sur lui n’est plus due qu’a la pression atmosphérique et au

poids du piston qui ferme le cylindre, soit p.,, = po + "8 La pression du gaz n’est alors plus

un parametre d’état pendant la transformation ; elle ne le redevient qu'une fois 1’équilibre
rétabli.

e La température finale est égale a la température initiale ; la pression finale est celle au
départ de I’exercice 1, donc son volume est redevenu le volume de départ. Le gaz est parfait,
donc sa variation d’énergie interne au cours du retour a 1’état de départ est nulle.

Le travail recu des forces de pression vaut W = — p,; (V; — V).

AN.: W= -243,61].
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e La variation d’énergie interne étant nulle, I’échange thermique est opposé au travail regu :
Q0 = - W, soit Q = 243,61J. Le thermostat doit fournir au gaz 1’énergie que ce dernier perd
en augmentant son volume afin que 1’équilibre thermique entre le gaz et lui se rétablisse.

e Le retour a I’état de départ de maniere irréversible n’a pas permis de récupérer 1’intégralité
du travail de compression fourni au gaz au cours de la transformation réversible.

Exercice 3

La transformation est une mise en équilibre thermique dans un calorimetre adiabatique a pres-
sion constante. La variation de I’enthalpie du systeme constitué de I’eau et du fer est égale
au transfert thermique regu de I’extérieur au cours de 1’évolution : AH = Q. Négligeant les
fuites thermiques, Q = 0, et AH = 0. L’enthalpie est une fonction d’état extensive, elle est
donc égale a la somme de I’enthalpie de 1’eau et de celle du fer et leurs variations s’ajoutent
aussi :

AH = AH,qy + AH oy

Les deux constituants sont des phases condensées ; la variation d’enthalpie de chacune d’elles
est le produit de sa capacité thermique par sa variation de température : 1’eau passe de la
température initiale T, a la température finale d’équilibre T, et le fer, de la température ini-
tiale T a la température finale T,,. Ainsi :

AHoay = me ¢ (Teg = Te) et AHpop = mp ¢ (Toq — Tp). Dol :

AH =me ¢\ (Teg = Te) + mp &) (Teg = Tr) = 0

Physique

soit la température d’équilibre :
me cgf) T, +mp C;F) Tr

m, c§f> +mp cE,F)

Ty =

AN.: T, ~33,6°C.

ESY Vérifiez que linjection des températures en kelvins dans le calcul redonne une
température en kelvins équivalente a celle donnée ci-dessus en degrés Celsius.

26. Thermodynamique 3 : changements d’état

Exercice 1

Exemple d’exercice sur les changements d’états ou il faut émettre des hypotheses pour établir
un bilan énergétique avec une (des) condition(s) de validation des hypotheses.

e Pour une masse de glace suffisamment faible, 1’équilibre du systéme est un état liquide
a la température d’équilibre 0°C < Ty < T,. La mise en équilibre se déroule a pression
constante, sans transfert thermique avec 1’extérieur (calorimetre adiabatique, Q = 0); I’en-
thalpie du systéme est constante :

AH =0 = AH, + AH,

ou AH, est la variation d’enthalpie de I’eau initialement sous forme de glace et AH, la varia-
tion d’enthalpie de I’eau initialement liquide.

e La glace se réchauffe jusqu’a sa température de fusion Ty, = 0°C a la pression at-
mosphérique normale, puis elle fond a 7'y, et I’eau produite se réchauffe jusqu’a la température
finale. La variation d’enthalpie de cette masse d’eau au cours de ces transformations succes-
sives est ainsi :

AHy =mgcp o (Tyg —Tg) +mg Ly +mgcp o (T —Tyg)
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L’eau initialement liquide dans le calorimetre se refroidit de T, a 7 ; son enthalpie varie de :
AH; =m, Cpe (Tf =T
Ainsi, la température finale 7y est égale a :

meTrg+meTe  Cpg(Tpg = T) + Ly
g

Ty =
’ mg + m, (mg +m,) Cpe
L’expression de T n’est valide que si elle est supérieure a 7'y, soit pour une masse de glace
initiale :
Me Cpe (T, - ng)

m, < =
$ 7 epg (Tye = To) + Ly

mg]

Lorsque la masse de glace dépasse my, une partie de celle-ci ne fond pas et I’équilibre final
est un systeme diphasé constitué d’eau liquide et de glace a sa température de fusion. Dans
cette hypothese et en appelant m, la masse de glace non fondue, la variation d’enthalpie de
I’eau solide est :

AH; =mgcp o (Trg —Tg) + (mg —mgr) Ly

celle de I’eau liquide est :
AH] =M, Cp,e (ng - Te)

La température finale est Tf, et la masse de glace restante telle que :
Mg Cpo(Tpg—Tg)+ (mg—mgp) Ly +mecpe(Tre—Te) =0

avec 0 < mgy < my. Soit :

C T¢, — T mgCeT _Te
Mgy = mg 1+ p,g( /g g))+ p,(fg )

Ly Ly
mecCpe (T, —T
mg <my < MepeTe 2 Tpe)
Cpg(Trg —To)

Au dela de my,, la glace n’a pas fondu et une partie de I’eau liquide initiale s’est solidifiée.
L’équilibre final du systeme est encore un équilibre liquide - solide a sa température de fu-
sion. Dans cette hypothese, en appelant 7, la masse d’eau liquide finale a 7', les variations
d’enthalpies de la glace et de I’eau liquide initiales sont respectivement :

AHy =mgcpg(Trg —Ty)
AH; = m, Cpe (ng -T,)— (m,— mlf) Lf
AHg + AH; = 0, soit une masse d’eau liquide m;r égale a :

Me Cpe(Te—Tyrg) =g Cpg(Tyg—Tg)
Ly

qui doit vérifier : 0 < myy < m,, soit un intervalle de masse de glace m, :

myy =me +

My Cpe(Te—Typg) +m, Ly
Cpg(Tre —Tp)

Enfin, au dela de mg;3, I’eau liquide a été refroidie jusqu’a T's, puis s’est solidifiée. Le systéme
est entierement solide a la température d’équilibre Ty < T,. Les variations d’enthalpie de la
glace et de I’eau liquide initiales sont respectivement :

AH, = mycpg (Ty = Ty)
AH[ =MeCpe (ng - Te) — M, Lf +p,g (Tf - ng)

Mgy < My < = mg3
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La température finale de la glace est :

meTre +m,T, Cpe(To—Tr,)+ L
T, = gt fg ele +m, p,e( e fg) f
Mg + M, (mg +mg)cpe

Les limites de 1’équilibre diphasé sont donc m,; et mg3.

Exercice 2

1. La masse volumique de I’éthanol liquide est p; = d Peqy OU Peqy €St 12 masse volumique de
I’eau liquide 2 20 °C, voisine de 1000kg.m™>. Le volume massique est I’inverse de la masse

. Ainsi, v; ~ 1,267Lkg".

volumique : v; =
peau

La vapeur d’éthanol a la pression de vapeur saturante a 20°C est censée se comporter comme
un gaz parfait : exprimons son volume molaire et son volume massique, v,, en divisant le
volume molaire par la masse molaire M., de I’éthanol :

V. RT RT

— = et vy, =
n Ps Meth Ps

B 8,314 x 293
T 46 x 1073 x 58,7 x 103

2. Soit V' le volume d’éthanol liquide introduit dans I’enceinte et m la masse correspondante :
’

AN.:v,

~0,9022m> kg™!

m = —, soit m = 3,945 g. Le volume massique de la substance répartie dans le volume V
Vi

1%
de ’enceinte est v = —, égal 4 0,2535m>.kg™". On constate que v, > v > v; donc le liquide

m
s’est partiellement vaporisé.

. . .o . . N Vy =V
La fraction massique liquide de 1’éthanol est donné par la régle des moments : x; = —
Vy =V
. . . V-V .
soit x; = 0,720 et sa fraction massique vapeur, x, = L soit x, ~ 0,2800.
Vy =V

3. La chaleur fournie par le thermostat au liquide pour qu’il se vaporise a la température de
20°Cest Q, =m, L, =mx,L,.
AN.: O, =3,945x0,2800 x 925 ~ 1,02kJ.

Remarque 1 : Autre maniere de faire : déterminer par la loi des gaz parfaits la pression p
que I’éthanol, supposé vaporisé, aurait dans I’enceinte a la température donnée : si p > py, le
systeme est diphasé ; si p < py, tout le liquide s’est vaporisé.

Remarque 2 : 1l n’y a pas d’autre échange que la chaleur Q, absorbée par 1’éthanol liquide
pour &tre vaporisé, I’enceinte étant initialement vide. La partie d’éthanol qui se vaporise n’a
a lutter contre aucune force de pression extérieure.

27. Thermodynamique 4 : second principe

Exercice 1

1. e La transformation est monotherme réversible, elle est donc isotherme. Le gaz étant

supposé parfait, le doublement de sa pression initiale conduit a une division par deux de son
volume initial, V; = E’ :

La variation de I’entropie d’un gaz parfait, en fonction de la température et de la pression est :

Physiqu
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Y o,y

R T;p
AS = 2= | L
' p;

OrTy=T;=Toetpy=2p;, dou:

AS = -nR 1n(ﬁ) = —nRn2
Pi

AN.:AS =-0,2x8,314xIn2 ~ —1,153J.K".

e La variation d’entropie du thermostat est AS;;, = % ou Qy, est I’énergie échangée par

0
lui avec le gaz : Qy = —Q. Or, le gaz est parfait, il suit donc la premiere loi de Joule et
sa variation d’énergie interne est nulle. D apres le premier principe de la thermodynamique,
il en résulte que W = —Q, W étant le travail recu par le gaz lors de la compression. Ainsi,
Om=W.

e La transformation est une suite d’équilibres au cours desquels la pression du gaz est en
permanence égale a la pression extérieure ; le travail est donc donné par :

Vi/2 RT.
W:—f B 04V = nRT, In2
v %

Il en résulte que AS,;, = n R In2. La variation d’entropie de 1’univers est égale a AS + AS, =
0, conformément au caractere réversible de la transformation.

2. o La transformation est monotherme. La température finale d’équilibre du gaz est égale
a sa température initiale. Sa pression est égale a la pression du début, py . Donc, le gaz aura
retrouvé ses caractéristiques initiales pg, V; et Tj.

Comme il retrouve son état initial, sa variation d’entropie est opposée a celle de la transfor-
mation précédente. Ainsi, AS = 1,153 T
Le travail fourni par le gaz au cours de son expansion vaut, puisque p,, = po est :

V,
' po Vi nRTy
W:_f Dexi dv = - = -
v o 2 2

0,2 x 8,314 x 300
AN.:W=- > ~ —2501].
o Comme sa température a 1’équilibre est de nouveau T, son énergie interne n’a pas varié
et le transfert thermique que le gaz a recu de la part du thermostat est Q = —W. La variation

w

d’entropie du thermostat a la méme expression générale que précédemment : AS ,, = T
-250

300

e La variation d’entropie de 1’univers vaut AS + AS,, soit 0,32] K. Elle est bien stric-
tement positive comme 1’on s’y attend, en vertu du second principe de la thermodynamique,
pour ’univers, systéme isolé, subissant une transformation irréversible.

AN.:AS,, = ~ -0,833J. K.

Exercice 2

Nous avons donné I’expression de la variation d’entropie d’une phase condensée (cf. formule
(27-8) ). L’entropie est une fonction extensive : sa variation pour un systeme constitué de
deux phases est la somme des variations d’entropie pour chacune d’elles. Le calorimetre était
adiabatique, son contenu n’avait aucun échange thermique avec I’extérieur : la variation d’en-
tropie de I’univers est par conséquence égale a celle du systeme. Ainsi,

AS, = AS = AS oo + AS for
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or
T, T,
AS =m, cﬁf) ln(Tj) +mpg cﬁ,F) hl(T_;:)
273 + 33,6 273 + 33,6
273 + 20 273 + 350

e La variation d’entropie de I'univers est strictement positive, conformément au caractere
irréversible de la mise en équilibre thermique des deux corps.

A.N.:AS=250><4,19><1n( )+100><0,449><1n( )z15,7J.K_1. N

5 Si dans I’expression donnant la température d’équilibre, il est possible de laisser les
températures en degré Celsius, il est impératif qu’elles soient exprimées en kelvins dans les
variations d’entropie.

28. Thermodynamique 5 : les machines thermiques

Exercice 1

1. Le moteur cyclique ditherme fonctionne de maniére réversible si son rendement est égal

T 293
au rendement de Carnot e = 1 — Tf AN.:nc=1- 150 ~ 0,349. Le rendement du moteur

C
est strictement inférieur a cette valeur donc le moteur fonctionne de manieére irréversible.

Physiqu

2. Le travail fourni par cycle Wy, est égal a I’opposé du rapport de la puissance divisée par
le nombre de cycle par seconde soit :

P
chcle =
Men cycles/s)
105.10% x 60

AN.: chcle = —W = —-28001.

D’apres la définition du rendement 7, la source chaude a fourni au moteur —Wycie/n soit
2800

0,32
Q) = -59501.

= 87501J. La machine a échangé avec la source froide la chaleur Qy = —W — Q, soit :

3. L’entropie créée a chaque cycle est la différence entre la variation de 1’entropie de la ma-
chine et ’entropie échangée :

Or Q.

S = AScycle - T_f T,

AN.:S.~0,863J.K" achaque cycle.

Exercice 2

1. L’application du premier principe de la thermodynamique aux systemes ouverts se fait
en considérant que I’énergie interne et 1’enthalpie de 1’eau sont des fonctions de la seule

température, donc i, — h; = 0; que la conduite est adiabatique donc ¢ = O et Q = 0. Il en
résulte que w, = 0et W = 0.
Or, le travail massique utile est la somme du travail massique fourni par 1’eau a la turbine w,

et du travail massique regu des forces de pesanteur w, = g H, donc w, = —g H et W, =Dw,
avec D = p,q, s V. Ainsi :

We=—peausVgH dou W,=-162,5MW.
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La puissance sur la turbine est négative car elle est comptabilisée du point de vue du fluide
qui la lui apporte. L’eau aurait accéléré au terme de sa chute si elle n’avait pas cédé de la
puissance a la turbine.

2. Le premier principe appliqué aux systemes ouverts doit prendre en compte cette dissipa-
tion thermique sous la forme d’une chaleur massique échangée g = —1,7kJ kg™!. D’ol :
w,+w,+qg=0 soit w,=-w,—gq

AN.:w, =-9581,5) kg™ et W, ~ —138 MW.
La différence correspond a une perte d’efficacité d’environ 15 % de la chute.



Partie 3

Chimie

Considéré comme un des peres de la chimie moderne, il a énoncé
la premiere version de la loi de conservation de la matiere.

Il fit d’importantes recherches sur la composition de 1’eau (dont il appela
les composants oxygene et hydrogeéne) et le processus de combustion
(encore I’oxygene).

1l participa (avec Claude Louis Berthollet) a une nouvelle nomenclature
chimique qui a servi de base au systeme actuel.







Systémes physico-chimiques

1. Les trois états de la matiere

Principalement, on distingue trois états de la matiere.

1.1 Gaz

C’est I’état physique le plus désordonné, les especes chimiques sont en forte agitation et tres
éloignées les unes des autres.

1.2 Liquide

L’état liquide est plus ordonné que 1’état gazeux. Les especes chimiques sont réparties irrégulierement,
la distance séparant les especes est de 1’ordre de grandeur de 1’espece chimique ce qui permet
leur déplacement de proche en proche.

1.3 Solide
Trois structures a I’état solide existent :
e Solide cristallin

L’espece chimique est organisée de fagon réguliere, elle s’organise de fagon périodique dans
I’espace.

Plusieurs organisations existent. On parle de variétés allotropiques.
e Solide amorphe

Les especes chimiques se distribuent de fagon aléatoire.
Il n’y a aucun ordre.
La structure est proche de celle de I’état liquide mais les especes chimiques sont figées.

o Solide semi-cristallin

Il y a présence de zones cristallines ordonnées et de zones amorphes désordonnées.

2. Différentes transformations

1l existe trois types de transformations.

2.1 Transformations physiques
L’espece chimique change de phase ou de variétés allotropiques.

Exemples : H,O(1) - H,O(g) ; C(s, diamant) — C(s, graphite)

2.2 Transformations chimiques

Plusieurs especes chimiques réagissent pour donner d’autres especes.
Dans une transformation chimique, les électrons se réorganisent.

1
Exemple : H,(g) + 2 0O,(g) — H,O(g)

2.3 Transformations nucléaires

La transformation nucléaire concerne les noyaux des atomes.

. 226 4 222
Exemple : ;:°’Ra — JHe + ;c°Rn
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3. Diagrammes d’état (P, T)

En fonction des conditions de pression et de température, I’espece chimique se présentera
sous une ou plusieurs phases. Le diagramme isochore (V = constante), P = f(T) permet de
déterminer 1’état physique de I’espece.

3.1 Allure du diagramme isochore P = f(T)

P T Fluide supercritique

Courbe d’équilibre liquide — i aT>TcetP>Pc
solide : Solide
La température de fusion (ou
solidification) varie peu avec la

pression.

Liquide

solidifcation

vaporisation

Courbe d’équilibre solide -
vapeur :

La température de sublimation
(ou condensation) augmente
avec la pression.

Courbe d’équilibre liquide — vapeur :
La pression d'équilibre est appelée
pression de vapeur saturante.

La température de vaporisation (ou
Gaz liquéfaction) augmente avec la pression
de vapeur saturante.

liquéfaction

condensation

»
»

T

3.2 Commentaires

o Aux fortes pressions, les phases condensées sont présentes : solide puis liquide.

e Aux plus faibles pressions, c’est 1’état gazeux qui est stable.

e Au point t, appelé point triple, coexistent les trois phases liquide, solide et gazeuse.

e Le point C se nomme point critique. Pour T > T¢ et P > P¢, on est dans le domaine du
fluide supercritique. Les fluides supercritiques sont de plus en plus utilisés en chimie car ils
proposent une alternative de chimie respectueuse de 1’environnement (ex : utilisation du di-
oxyde de carbone supercritique pour permettre 1’extraction de composés apolaires).

3.3 Exemple d’utilisation d’un fluide supercritique

Comparaison de I’extraction de la caféine par fluide supercritique ou par une méthode clas-
sique de solvant :

Extraction par le dioxyde de carbone su-
percritique Extraction par solvant (ex : hexane)

la caféine est trés soluble dans le CO, | lacaféine est soluble dans un solvant orga-
supercritique nique

le CO, est non toxique le solvant est souvent toxique
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Tc(COy) = 31°C, Po(CO,) = 74 bars; la
faible température ne dénature pas les qua-
lités des extraits

I’extraction est réalisée a température
d’ébullition des solvants

séparation facile : Une fois le composé
extrait, il suffit de diminuer la pression.
Lorsque le dioxyde de carbone n’est plus a
I’état supercritique, les extraits précipitent
car ils ne sont plus solubles dans le dioxyde
de carbone gazeux.

séparation par élimination du solvant par
vaporisation. Il y a risque de présence de
solvant résiduel.

4. Qu’est-ce qu’un constituant physico-chimique ?

Un constituant physico-chimique correspond a :

une espece chimique

une phase donnée

Atome (ex. Argon, Hélium)
Molécule (ex. dioxyde de carbone CO5)
Ton (ex. ion chlorure C17)

Particule (€lectron, particule « :éHe coo).

On définit une phase comme un domaine
ol des grandeurs telles la température,
la pression (grandeurs dites intensives,
indépendantes de la quantité de matiere)
varient de facon continue dans 1’espace.

Principalement, on retrouve les trois états
de la matiere : gaz, liquide, solide.

Exemple : H,O(1), H,O(g) forment deux constituants physico-chimiques.

5. Systemes physico-chimiques

5.1 Généralités

e Un systeme physico-chimique peut comprendre plusieurs constituants physico-chimiques

(especes chimique + état physique).

Exemples

H,0(1) + Ethanol(l) forme un systéme physico-chimique
H,0(v) + Ethanol(v) forme un autre systéme physico-chimique.

e Si une seule espece chimique est présente, on parle d’un corps pur. Si plusieurs especes

interviennent, il s’agit d’un mélange.

5.2 Les mélanges

Pour décrire les mélanges, il convient d’utiliser des grandeurs pertinentes.

Considérons le mélange de N especes chimiques A, Ay, ..
., ny. On définit n,,,, la quantité de matiere totale du mélange. Si le mélange

pectives ny,ny, ..
est:

¢ un solide ou un liquide

., Ay de quantité de matiere res-

Pour décrire chaque espece A;, on utilise plutdt la fraction molaire définie par :
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n; n;

X =
Y i+ HnN My

e une solution aqueuse

On utilise plutdt la concentration molaire de 1’espece A;, définie par :
n:
[Ai] = Vl
ol V est le volume de la phase aqueuse.

e ungaz
On définit la pression partielle P; de I’espece A,.

Soit P la pression totale du systeme. La pression partielle P; de ’espece A; est la pression
qu’aurait A; si I’espece était pure dans le mélange de volume V, a la température 7.

On suppose que le mélange est un mélange de gaz parfaits. Chaque espece chimique vérifie
la loi des gaz parfaits :
n; RT
;= avec
%

P; pression partielle de 1’espece A; en Pa,
R = 8,314 J.mol™' K™! appelé constante des gaz parfaits,
T, température en K,

V, volume en m°.

Relations :
Z nmRT

Nyt RT i
P= — — P:
% % Z,- '

P; ; .
I I x; = P; = x; P (loi de Dalton).
P g

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Soit le systtme physico-chimique suivant dans un réacteur R : CO,(g) de
quantité de matiere n;, CO,(aq) de quantité de matiere n,, HCO5 de quantité de matiére n3 a
T =298 K, eau. Le seul gaz présent dans le réacteur est le dioxyde de carbone.

Quelles sont les grandeurs pertinentes permettant de décrire les différents constituants physico-
chimiques du systeme ?

Exprimez ces grandeurs en fonction des quantités de matiere.

Exercice 2 : On considére un systéme physico-chimique en équilibre contenant du mo-
noxyde de carbone (0, 5 mol), du dihydrogene (1 mol) et du méthanol gazeux
(0,5mol)a T =309 °C et P = 167 bar.

Calculez les pressions partielles des différentes especes chimiques.
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Une transformation chimique est une transformation au cours de laquelle des especes chi-
miques disparaissent et de nouvelles apparaissent.

Les especes qui disparaissent sont qualifiées de réactifs.
Les especes qui apparaissent sont nommées les produits.
La transformation chimique permet de passer d’un état initial a un état final.

Pour pouvoir décrire 1’évolution macroscopique du systeme, la transformation chimique est
modélisée par la réaction chimique dont on écrit une équation.

1. Ecriture de I’équation de réaction

Pour écrire 1’équation de la réaction, il faut :
@ Identifier les réactifs et les produits.

@ Placer les réactifs a gauche de I’équation, les produits a droite. Réactifs et produits seront
séparés par une fleche (—) : réactifs — produits.

® Afin d’assurer la conservation en nature et en nombre des éléments chimiques, il convient
d’ajuster les nombres steechiométriques v;. Si un corps simple est présent dans 1’équation, il
vaut mieux terminer en ajustant le nombre steechiométrique de cette espece.

Exemple : MnO;(s) + 4HCl(g) — MnCl,(s) + 2H,O(1) + Cly(g).
Les nombres steechiométriques seront définis comme des valeurs positives que le composé
soit un réactif ou un produit.

2. Avancement chimique ¢

2.1 Description

Pour décrire I’évolution de la transformation chimique modélisée par une seule réaction chi-
mique, on utilise I’avancement chimique, ou avancement de la réaction, noté £ et valant :

e pour un produit :

I’li—l’lo

¢ = ' i (en mol)

avec n? = quantité de matiere de ’espece A; a1 =0;
n; = quantité de matiere de 1’espece A; a t.

e pour un réactif :
I’l? —n;
&= (en mol)
i

avec n? = quantité de matiere de I’espece A; at =0;
n; = quantité de matiere de I’espece A; a t.
2.2 Bilan

Un bilan de matiere permet de préciser I’évolution du systeme.

Exemple :
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Nx(g) + 3Ha(g) = 2NHs(g)
t=0 nON2 nOH2 n?VHz
t ”?vz -¢ nOH2 -3¢ ”1%11; +2&

3. Constante d’équilibre

3.1 Définition

Lorsque qu’au niveau macroscopique, on n’observe plus d’évolution des quantités de matiere
des réactifs ou des produits, on en conclut que la transformation chimique a atteint un état
d’équilibre. On associe alors a 1’équation de la réaction, une grandeur thermodynamique, ap-

pelée constante d’équilibre notée K°.

Cette grandeur ne dépend que de la température K°(T'). A une température fixée, la constante
d’équilibre est une constante.

Avec la réaction chimique viA; + - + vwAy — V{A] +--- + V) A}, on obtient :

/

[1 (@),

0 produit j

=
[ ] (@)
eq
réactif i

avec aj ., activité des produits a I’équilibre g, ., activité des réactifs a I’équilibre.

> Puisque les activités sont adimensionnelles, la constante d’équilibre n’a pas d’unité.

3.2 Expression des activités

espece chimique phase Activité q;
Espece chimique pure A; | liquide ou solide ai=1
P;
gaz ai = 55
P; : pression partielle en bar;
P’ =1 bar
. o . - Ci
Espece chimique A; solution aqueuse diluée | a; = 0
dans un mélange C; : concentration de A; ;
C°=1molL™'
P;
gaz a; = ﬁ
P; : pression totale en bar;
P% = 1 bar

N Si I'on connait I'avancement &, lorsque état d’équilibre est atteint, il suffit d’expri-
mer les activités des réactifs et des produits en fonction de &,. Par report dans la constante
d’équilibre, on peut calculer la valeur de K°.
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3.3 Exemples
PPClj,eq PO
e PCly(g) + Cla(g) =PCls(g) K'= —"L—
Prciyeq Peuy,,
PO
e 2Hg(l) + O,(g) = 2HgO(s) K° =
POg,eq

4. Quotient réactionnel

e Lorsque qu’au niveau macroscopique, il y a évolution des quantités de matiere des réactifs
ou des produits, on associe a la réaction chimique une grandeur appelée quotient de réaction,
notée Q,.

e Avec laréaction chimique v;A; + - -+ + vwAy — v{A| + -+ + v A}, on obtient :

’

| | ( J
a‘) T
]hoseq

produit j
O =——"—
@)
l_[ ( Y hors eq
réactif i

e La constante d’équilibre K et le quotient de réaction Q, different. K° s’exprime a partir
des activités des especes lorsque I’état d’équilibre est atteint, Q, est relié aux activités hors
équilibre.

o K" ne dépend que de la température alors que Q, dépend de la température et de 1’avan-
cement chimique & : K%T) # Q.(T, é).

5. Evolution d’une transformation chimique

5.1 Sens d’une évolution

Lorsque une transformation chimique est en évolution, on définit au niveau de 1’équation de
réaction deux sens :

le sens direct (noté + 1) qui va des réactifs vers les produits,
et le sens indirect (noté -1) qui va des produits vers les réactifs.

5.2 Critére d’évolution

La comparaison de la constante d’équilibre K° et du quotient réactionnel Q, permet de prédire
I’évolution du systeme :

Si 0, < K alors le systéme évolue dans le sens direct.
Si Q, > K alors le systeme évolue dans le sens indirect.
Si 0, = K? alors le systéme n’évolue plus, il a atteint I’état d’équilibre.

sens direct: +1 sens indirect ; -1
F——— .
K

1
T -

Qr

6. Détermination de la composition du systéme dans
I’état final

Soit la réaction chimique
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VIAL + -+ VNAN o VIA] + -+ VAL,
de constante d’équilibre K°, connue.
Pour connaitre la composition du systeme dans 1’état final, il faut :
@ Dresser un bilan matiére aux instants t = 0 et t.
@ Exprimer la constante d’équilibre en fonction des activités des especes et de 1’avancement
al’équilibre &,.
® Résoudre 1’équation et calculer &,.
Plusieurs cas sont alors possibles :
o &, = &nax : on peut considérer que la transformation chimique est totale.

o &, < &uax : on peut considérer qu’on atteint 1’état d’équilibre. La transformation chimique
est dite limitée.

o &, > &uux - cela est impossible, on a consommé le réactif limitant. La transformation chi-
mique est totale mais on n’a pas atteint 1’état d’équilibre.

Si on ajoute suffisamment de réactif limitant, le systeme évolue jusqu’a pouvoir atteindre
I’état d’équilibre.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Le carbonate de calcium CaCOjs(s) se décompose en oxyde de calcium(IT)
CaO(s) et en dioxyde de carbone. L’équation de la réaction est :

CaCOs(s) = CaO(s) + COy(g).

A T = 1100 K constante, la constante d’équilibre vaut : K(1100 K) = 1,17. Le volume du
réacteur est constant et vaut Vy = 10,0 L.

1. Calculez la pression de CO(g) a I’équilibre P(CO;) .y a T = 1100 K. Déduisez-en la
quantité de matiere de dioxyde de carbone a 1’équilibre.

2. Si on maintient la pression du dioxyde de carbone a 1, 0 bar, comment évolue le systeme ?

3. Dans le réacteur on introduit 7(CaCOs) = 1,00,imes10™" mol, déterminez la composition
finale du systéme. Est-on a I’équilibre ?

4. Dans le réacteur on introduit n = 2,00 x 10~' mol, déterminez la composition finale du
systeme. Est-on a 1’équilibre ?



Cinétique chimique

On considere un systeme fermé (sans apport ou retrait de matiere) a volume V constant.

Soit la réaction chimique
VIA] + -+ ovAy o VIAL + -+ VLAY, (00

1. Facteurs cinétiques

Un facteur cinétique est un parameétre permettant d’influencer la vitesse d’une transforma-
tion chimique. La température, la concentration des réactifs, la présence de catalyseurs, la
lumiere sont des exemples de facteurs cinétiques.

Généralement, une augmentation de température ou de concentration des réactifs accélerent
la vitesse de la réaction chimique.

2. Vitesse volumique globale d’une réaction chimique

2.1 Expression avec I’avancement volumique x
La vitesse volumique globale v (en mol.L™'.s™") d’une réaction chimique se définit a partir
de ’avancement chimique molaire & (en mol) ou de I’avancement volumique x = % (en

mol.L™!) par :
1 d& df dx

TV T a T a

2.2 Expression avec les concentrations des réactifs ou produits

Du bilan matiere en concentration :

V1A, +eet VaA, - VIA] 4+ VA,
_ ’ ’
t=0 ci N c c
’ / ’ 7
t o —vix CN — VNX ¢l +Vvix c) +Vvyx

on déduit pour tout i :

d[A;]  d(c; —vix) dx dx 1 dA]]
= = —yl- _— fr—t V= — = —— « ——
dr dr dr dr y; dt
d[A7]  d(c;+vix) , dx dx 1 d[A]]
= =V, — - V=—=—"
dr dr Lt de v dt
En conclusion :
1 d[A]] 1 d[A}] 1 d[Ay] 1 d[Ay]

y=—-" == — .

v, e B vy o dt oy de vy dr
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3. Vitesse de disparition et de formation

3.1 Vitesse de formation d’un produit

d[A]]
dr

V(A = (en mol.L™'.s7h).

3.2 Vitesse de disparition d’un réactif

d[A; 1 -
va(A;) = —% (en mol.L™'.s71).

3.3 Relation entre vitesse globale de la réaction chimique et vitesse
de formation et disparition

vrAD _ Ay va@A) _ o va(Aw)

/ ’ /
Vl VN Y1 VN

4. Ordre d’une réaction chimique

4.1 Définition
Soit la réaction chimique

V]A] +"'+VNAN—>V,1A,1 +"‘+V}VA;V, (1)

La réaction admet un ordre si la vitesse s’écrit sous forme d’un produit :
@;
=k [1 [a]
réactif i

avec : a; = ordre partiel par rapport au réactif A; (sans unité) ;
Z a; = ordre global de la réaction chimique (sans unité) ;

k = constante de vitesse de la réaction (unité : (mol.L™")!=2i% g71),

4.2 Commentaires
e Généralement, @; n’a a priori aucun lien avec le nombre stoechiométrique v;.
o Dans certains cas, les produits peuvent intervenir dans 1’expression de la loi de vitesse.

e La constante de vitesse k a une unité qui varie suivant la valeur de 1’ordre global de la
réaction.

4.3 Exemples
e CH;Cl+HO™ - CH;0H+Cl” ; v=k[CH3CI|[HO™]

La réaction admet un ordre partiel par rapport a CH3Cl de 1, un ordre partiel par rapport a
HO", soit un ordre global de 2.
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[Hy] [Bry]?
[HBr]®
[Bra]

La réaction est sans ordre car v ne peut pas s’exprimer sous la forme d’un produit de concen-
trations de réactifs.

e Hy(g) +Bry(g) »2HBr(g) ; v=k
1+K

5. Détermination expérimentale de I'ordre d’une réaction
chimique

Soit la réaction admettant un ordre : A + 2B — C avec v = k[A]*.[BY.

5.1 Expression de v avec une seule variable de concentration

Il existe principalement deux méthodes.

e Meéthode de dégénérescence de I’ordre (méthode d’isolement d’Ostwald)
— On place en large exces un des deux réactifs, par exemple B devant A.

— Au cours de la réaction : [B] ~ const =~ [B]y ([B]o : concentration initiale de B)
- v =k[AI".[BY ~ k[A]".[BY.

— On définit une constante apparente, kgp, = k [B]ﬁ .

— Donc v = k,,, [A]" n’est fonction que d’une variable de concentration.

e Steechiométrie des réactifs

— On place B et A en proportion steechiométrique : [B]op = 2[A]o ou [B]y et [A]y sont les
concentrations initiales de B et A.

— On a alors [B] = 2[A] a chaque instant.

— On substitue dans I’expression de v, [B] par [A] :

v =28 k[A]"P = k' [A]” (avec k' = 2P k) n’est alors fonction que d’une variable de concen-
tration.

5.2 Relier la grandeur physique mesurée a la concentration [A] de
I'espece

Pour déterminer les ordres de la réaction, il faut suivre en fonction du temps la concentration
[A]. Différentes méthodes existent :

o Meéthode chimique : en effectuant des prélevements a des dates précises, puis en dosant
A, on peut accéder directement a [A] = f(t).

e Méthode physique : on mesure une grandeur physique au cours du temps (absorbance,
conductivité, pression, ...). Il s’agit de relier cette grandeur physique a la concentration de
I’espece pour obtenir la courbe [A] = f(t).

5.3 Obtention de I'ordre grace a une méthode judicieusement choi-

sie

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer « si v = k[A]?.
e Meéthode différentielle

— On détermine la vitesse de réaction a partir de [A] = f(¢) :
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1 d[A]  pente de la tangente a la courbe en t

v(t) = ——

VA dr 7\

|- [A] (mol.L")

\

Détermination de v = f(t)

e La pente de la tangente permet de
calculer v en fonction du temps.
e On peut a l'aide d'un logiciel obtenir la

courbe dérivée dA/dt et obtenir v = f(t).

Temps (s)

— De v = k[A]* on déduit : Inv = Ink + o In[A]. il suffit de tracer la droite Inv = f( ln[A]).
La pente de la droite donne 1’ordre @ et I’ordonnée a I’ origine permet d’accéder a k.
o Méthode intégrale

On suppose un ordre et on integre 1’expression analytique de [A]. Puis, on la confronte aux
résultats expérimentaux. Distinguons 3 cas.

a=0
1 dA
Commev=k[A]=k=—-——" diA] soit d[A] = —kv, dt,
VA dt

[Al: !
on tire : f d[A] = —f kva dt puis : [A], = [A]lg — kvat (D).
[Alo =0

Tracons a I’aide des valeurs expérimentales la courbe [A] = f(¢).

Si on obtient une droite, I’ordre 0 est confirmé, la pente permet de déterminer k. S’il ne s’agit
pas d’une droite, I’ordre O est infirmé.

a=1
1 d[A] . d[A]
= Al=—— . —— _— -
Comme v = k[A] T soit [A] kv, dt,
[Al: d[A] t
on tire : f — = —f kva dt puis : In[A]; = In[A]o — kvat (2).
A, LAl =0

Tracons a I’aide des valeurs expérimentales la courbe In[A] = f(¥).

Si on obtient une droite, I’ordre 1 est confirmé, la pente permet de déterminer k. S’il ne s’agit
pas d’une droite, I’ordre 1 est infirmé.

a=2
1 d[A d[A
Comme v = k[A]* = - % soit % = —kv, dr,
Al q[A] f’ 1 1
on tire : — = kvadtpuis: — = —— + kvat (3).
f[AJO AR~ AP Ty T g, T

1
Tragons a I’aide des valeurs expérimentales la courbe m = f(1).
t

Si on obtient une droite, I’ordre 2 est confirmé, la pente permet de déterminer k. S’il ne s’agit
pas d’une droite, 1’ordre 2 est infirmé.



3 e Cinétique chimique 409

o Méthode des temps de demi-réaction

Le temps de demi-réaction est le temps, noté ¢, », au bout duquel la moitié du réactif en défaut
1

a disparu, soit [A],,,, = E[A]O'

A Taide des expressions (1), (2), (3) obtenues par la méthode intégrale, on peut calculer les
temps de demi-réaction :

Ordre 0 Ordre 1 Ordre 2 Ordre a # 1

Lo AL | m2 ) i
V2T 2kvy | ke | 2knalALy | 2kalAL

Expression de ¢/,

dans le cas général

E ion de 1 ; [Alo ; In2 , 1 , 201 1

xpression de = — =—= = - -
p 12 1/2 K 1/2 X 12 2K[ATo 12 2k[A]g’1
si Vp = 1

Commentaires

a=0: t,, augmente avec [A]y; si on double [A]y, on double # 5.
a=1: t), estindépendant de [A]o.
a =2: t;, diminue avec [A]o ; si on double [A]y, on divise t;/, par 2.

a # 1: 1, estinversement proportionnel a [A](”)‘*l.
L’évolution de #,/, avec la concentration initiale de A permet donc de déterminer a.

N les désintégrations radioactives suivent des cinétiques d’ordre 1. On définit le temps de
demi-vie de l’isotope comme le temps a partir duquel la moitié de l’isotope s’est désintégreé.

6. Influence de la température

6.1 Loi d’Arrhénius
Les constantes de vitesse k des réactions chimiques sont des fonctions généralement crois-
santes de la température.

Une réaction suit la loi d’ Arrhénius si sa constante de vitesse peut s’exprimer sous la forme
suivante :

E
k=A exp (——”)
RT
avec k = constante de vitesse ;
A : facteur préexponentiel (unité de k) ;

E, : énergie d’activation (J mol™1);
R =28,314J. mol” ' X! (constante des gaz parfaits) ;
T : température en K.

;5 L’énergie d’activation est une grandeur constante propre a la réaction qui représente
la barriere énergétique a franchir pour que la réaction ait lieu.
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6.2 Détermination d’une énergie d’activation
E,

RT
Pour déterminer 1’énergie d’activation, il suffit d’obtenir k a différentes températures puis

D’apres la loi d’Arrhénius : Ink = 1InA —

1 E
de tracer Ink en fonction de T La pente de la droite obtenue est —fa ce qui permet de

déterminer E,,.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : On étudie la réaction de saponification suivante :
CH;COOEt + HO™ — CH3COO™ + EtOH

On se place dans les conditions steechiométriques et on détermine la concentration au cours
du temps des ions hydroxyde HO™.

t(min) 0 15,5 46,4 108,2 231,8 479,1
[OH] mol.L™" | 0,100 | 0,0500 | 0,0250 | 0,0125 | 0,00625 | 0,003 125

Déterminez 1’ordre global de la réaction.
Confirmez ce résultat par une méthode intégrale. Déduirez-en la constante de vitesse.

Exercice 2 : On s’intéresse a la réaction de substitution nucléophile suivante :

CH;CH,Br + HO™ — CH3CH,OH + Br™.

On a déterminé la constante de vitesse de cette réaction a différentes températures. En suppo-
sant que cette réaction vérifie la loi d’ Arrhenius, déterminez 1’énergie d’activation.

ten K 298 300 | 325 | 350
kenmol. "L '.min™! | 0,090 | 0,114 | 1,78 | 18,7

Exercice 3 : Soit I’équation de la réaction suivante :
RCl + EtO™ — ROEt + CI”

Donnez les différentes définitions de la vitesse de la réaction en fonction des réactifs et des
produits.
Si I’on connait la courbe [C1™] = f(t), comment déterminer la vitesse de la réaction ?

Sachant que les réactifs ont été placés en proportion stoechiométrique, déterminez 1’ ordre glo-
bal de la réaction avec les données ci-dessous.

t(min) 0 0,1 0,5 1,0 2,0 5,0
[RCI] mol.L™! 0,1000 | 0,0841 | 0,0514 | 0,0346 | 0,0209 | 0,0096

Vitesse de la réactionv | 0, 189 0,134 0,045 | 0,0226 | 0,0083 | 0,0017
1

mol.L~!.min~




1 Configuration électronique
d’un atome

1. Modeéle de I’'atome

1.1 Constitution d’un atome

Un atome est constitué d’un noyau et d’électrons.

e Constitution du noyau

Le noyau est formé de deux types de particules : les protons et les neutrons. Ces particules
sont appelées des nucléons.

Un proton porte une charge électrique positive, e = 1,6 x 107 C.
Un neutron est une particule neutre.

Le noyau contient A nucléons, soit Z protons et A — Z neutrons ot A correspond au nombre
de masse et Z au numéro atomique.

Le noyau porte donc une charge +Z.e.
On symbolise le noyau par %‘X ol X est le symbole de I’atome considéré.

C’est le numéro atomique Z qui caractérise 1I’élément chimique.

e Electrons
Un électron porte une charge électrique négative, —e = —1,6 X 107 cC

Il y a Z électrons dans un atome.

1.2 L’atome, un ensemble électriquement neutre

L’atome possede autant d’électrons que de protons. L’atome est donc globalement neutre.

1.3 Une masse concentrée dans le noyau

Les protons et les neutrons ont des masses similaires mais largement supérieures a la masse
d’un électron.

neutron proton électron

masse (kg) | 1,67 x 107" | 1,67x107% | 9,11 x 107!

La masse de 1’atome est donc concentrée dans le noyau.

1.4 Structure lacunaire de I'atome

La dimension du noyau est de 107 m, celle de I’atome du dixiéme de nanometre soit 10710
m.

L’espace entre le noyau et les électrons est essentiellement constitué de vide. On parle donc
de structure lacunaire.
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1.5 Isotopes

e Deux noyaux sont dits isotopes s’ils ont méme numéro atomique Z (méme élément chi-
mique) mais un nombre de neutrons A — Z différents.

Exemple : éZC et é3C.

e La proportion des isotopes (exprimée en %) dans la nature est appelée abondance isoto-
pique naturelle.

Exemple : %(;*C) = 98,9 % et %(;°C) = 1,1 %.

e Les isotopes stables sont pourvus d’un noyau de structure stable, qui ne subit aucune mo-
dification au cours du temps en 1’absence d’apport d’énergie extérieure.

Au contraire, les isotopes radioactifs posseédent un noyau instable qui se transforme spon-
tanément en un autre par émission d’un rayonnement ou d’une particule.

2. Définitions
e Une entité chimique est un atome, un ion ou un groupe d’atomes liés (molécules, ions,
radicaux).

Exemple : entité chimique atomique : Fe ; entité chimique ionique : Fe’" ; entité chimique
moléculaire : H,O.

e Une espece chimique est un ensemble d’entités chimiques identiques.

e Un corps simple est un corps constitué d’un seul type d’atomes.

Exemple : Fe et H, sont deux corps simples. H,O n’est pas un corps simple car formé des
atomes H et O.

3. Energie électronique d’un atome

3.1 Quantification de I'énergie électronique

L’énergie électronique des atomes ne peut prendre que quelques valeurs particulieres, on parle
d’une quantification de 1’énergie électronique.

On distingue donc différents niveaux d’énergie électronique accessibles.

Energie électronique

E,
Eq

E2 : premier niveau electronique excite

E1 . niveau électronigue fondamental

3.2 Interaction matiére-rayonnement

e Un atome peut absorber un photon et passer d’un niveau d’énergie électronique E; a un
niveau électronique E; (avec E; < Ej).
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Exemple d'absorption d'un photon
Energie électronigue
Ey
E;

E2 . premier niveau électronique excité

E; : niveau électronique fondamental

Lors d’une absorption correspondant a une transition des niveaux électroniques E; a E}, la
fréquence v (ou la longueur d’onde 1) du photon absorbé doit vérifier :

hVZhEZEj—E,'

ol ¢ = 3 x 10% m.s7! est la célérité de la lumidre, et h = 6,63 x 107>* I.s est la constante de
Planck.

Lors d’une transition électronique, I’onde lumineuse absorbée appartient au domaine du vi-
sible ou de 1'ultra-violet.

e Un atome excité peut émettre un photon en se désexcitant et passer d’un niveau d’énergie
électronique E; a un niveau électronique E; (avec E; > E)).

Exemple d'émission d'un photon
Energie électronique

E
4
Ez

E, : premier niveau électronique excite

E, : niveau électronique fondamental

Lors d’une émission correspondant a une transition des niveaux électroniques E; a E;, la
fréquence v (ou la longueur d’onde 1) du photon absorbé doit vérifier :

hV=h%=Ei—Ej

4. Configuration électronique d’un atome

4.1 Nombres quantiques

La description de la matiére nécessite un modele de mécanique quantique. Dans ce modele,
I’état d’un électron ou d’un atome est décrit par 4 nombres, nommés nombres quantiques et
notés n, [, m; et my :

e e nombre quantique principal n est un nombre entier positif non nul ;
e Le nombre quantique secondaire / est un entier positif ou nul inférieur strictement a n ;

o Le nombre quantique magnétique m; est un entier relatif compris entre —/ et +/;

. » . . 1
o Le nombre quantique magnétique de spin m, peut prendre uniquement deux valeurs : +§
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1
ou—= -
2

4.2 Orbitales atomiques

Etablir la configuration électronique d’un atome 2 I’état fondamental, ¢’est donner la répartition
des électrons de 1’atome dans des sous-couches électroniques appelées orbitales atomiques.

e Une orbitale atomique est caractérisée par les trois nombres quantiques (n, [, m;).

e A la grandeur /, on associe un type d’orbitales atomiques :

Valeur de / 01|23
Typede'OA | s | p | d | f

e Comment déterminer une orbitale atomique a partir des nombres quantiques (n, [, m;) ?

Valeurs | Valeurs Valeurs Nombres d’orbitales Nom de I’orbitale
den de ! de my atomiques (OA) dans atomique
la sous-couche électronique
n=1 [=0 m =0 1 OA (1 valeur de m;) Is
n=2 =0 m =0 1 OA (1 valeur de m;) 2s
=1 m=—-1louOoul 3 OA (3 valeurs de m;) 2py, 2py, 2p;
n=3 [=0 m =0 1 OA (1 valeur de m;) 3s
=1 m=—-1louOoul 3 OA (3 valeurs de m;) 3Py 3Py, 3p:
1=2 m==2;—1 5 OA (5 valeurs de ;) 3dz2,3d(x* - y?)
m =0;1;2 3dxy,3dxy,3dyz

4.3 Configuration électronique a I’état fondamental d’'un atome

Pour établir la configuration électronique a I’état fondamental, un principe et une régle doivent
&tre respectés.

e Principe de Pauli

Dans un atome, deux électrons ne peuvent avoir le méme nombre de quadruplet de nombres
quantiques (n, [, my, my).

Soit des électrons appartenant & une méme OA, ils ont donc les mémes nombres quantiques
n,l,my. Les électrons d’une méme OA ne se différentient que par le nombre quantique my,

1 1
qui ne peut prendre que 2 valeurs (+§ ou _E)'

Une orbitale atomique peut donc contenir au maximum deux électrons de nombres de spin
Mg OPPOSES.

e Regle de Klechkowski

L état fondamental correspond a I’énergie électronique minimale. La regle de
Klechkowski permet d’obtenir 1’ordre de remplissage des électrons dans les orbitales ato-
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miques. C’est une reégle empirique.

On classe les orbitales atomiques par ordre de n+ 1 croissant. Si deux OA ont la méme valeur
de n + I, on commence par remplir I’OA de n le plus faible.

La regle de Klechkowski peut se résumer par le schéma mnémotechnique :

=1 nob w2 ntil=3 R=I=4 nl=5

Les valeurs de n + [ sont constantes sur les droites représentées en pointillés. L’ ordre de rem-
plissage des OA est donc : 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 4s, 3d, 4p, S5s ...

o Exemple
Configuration électronique a 1’état fondamental de : ¢S et y5Fe.

1 seule OA ns donc 2¢~ au maximum dans une
165 : OA ns
(15)%(25)°2p)°(3s)*(3p)* 3 OA dans une sous-couche np donc 6e” au maxi-
mum dans la sous-couche np.

aFe: 5 OA dans une sous-couche nd donc 10e” au
(15)*(25)*(2p)°(35)>(3p)°(45)*(3d)® maximum dans la sous-couche nd.

e Regle de Hund

La regle de Hund permet de prévoir la présence ou non d’électrons célibataires dans les orbi-
tales atomiques.

Quand des OA ont méme énergie (OA dites dégénérées) et que le nombre d’électrons ne
suffit pas pour les remplir, I’état de plus basse énergie est obtenu en utilisant le maximum
d’orbitales atomiques avec des spins paralleles.

Exemple : le carbone ¢C a pour configuration électronique (15)*(25)*(2p)*.

Les 3 OA 2p ont méme énergie. Dans le carbone, les 2¢™ ne suffisent pas a remplir les 3 OA
2p. On aura donc a I’état fondamental la répartition suivante dans les OA 2p :

T T
2px | 2py | 2p,

e Exception de la regle de Klechkowski
La regle de Klechkowski est empirique et présente des exceptions. Ex : 54Cr

D’apres la regle de Klechkowski, la configuration électronique attendue est :
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(19)(25)°(2p)°(35)*(3p°(45)*3d)*.
La configuration électronique réelle est :

(15)%(25)*(2p)°(35)*(3p)°(4s)' (3d)°.

Cette exception peut s’expliquer par la stabilisation particuliere des sous-couches électroniques
totalement ou demi-remplie.

5. Configuration électronique a I’état fondamental
d’un ion
5.1 Cas des cations

Pour obtenir la configuration électronique a 1’état fondamental d’un cation, on retire a 1’atome
le nombre d’électrons adéquats. Les électrons sont retirés aux sous-couches électroniques de
nombre quantique principal 7 le plus élevé.

Exemple : Fe’" ; 1a configuration électronique a 1’état fondamental de Fe** est :
(19%(25)°(2p)°(35)*(3p)°(3d)°.

5.2 Cas des anions

Pour obtenir la configuration électronique a I’ état fondamental d’un anion, on ajoute a 1I’atome
le nombre d’électrons adéquats. Pour déterminer la configuration a 1’état fondamental, on res-
pecte la regle de Klechkowski. Ex : 17CI".

La configuration du chlore i 1’état fondamental est : (15)%(25)*(2p)°(35)*(3p)°.

La configuration des ions CI™ a I’état fondamental est : (15)%(25)*(2p)°(35)*(3p)°.

5.3 Prévision de la formule des ions

Pour se stabiliser, un atome a tendance a gagner (en formant un anion) ou a perdre (en for-
mant un cation) des électrons pour saturer ou vider une sous-couche électronique.

Exemples :

e Le soufre ¢S, de configuration électronique (1s)2(25)2(2p)6(3s)2(3p)4 va facilement ga-
gner deux électrons pour former 1’ion S* de configuration (1 s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3 p)ﬁ.

e Le sodium ;;Na, de configuration électronique (13)2(2s)2(2p)6(3s)1 va perdre un électron
pour former I’ion Na* de configuration (15)%(25)*(2p)°(3s)°.

6. Electrons de valence, électrons de cceur

Les électrons de valence sont ceux responsables de la réactivité des atomes.

Les électrons de valence sont les électrons qui occupent les OA de nombre quantique le plus
élevé et les OA en cours de remplissage.

Les autres électrons sont les électrons de coeur.
Exemples :

17Cl: (1 s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3 p)’ ; les électrons 35, 3p sont les électrons de valence, les autres
sont les électrons de cceur.
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17Fe : (1s)2(2s)(2p)6(3s)2(3 1))6(4s)2(3d)6 ; les électrons 4s, 3d (en cours de remplissage) sont
les électrons de valence, les autres sont les électrons de coeur.

3252* : (1s)2(2s)2(2p)6(3s)2(3 p)6 ; les électrons 3s, 3p sont les électrons de valence de 1’ion,
les autres sont les électrons de ceeur.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : 1. Le manganése admet 4 I’état fondamental la configuration électronique sui-
vante : 15225%2p®3523p%45%3d°.
Précisez les électrons e cceur et les électrons de valence.

2. Donnez les valeurs des nombres quantiques 7, [ associées aux orbitales atomiques 3d, 4s
et 2p.

3. Ecrivez, si elle existe, le nom de I’orbitale atomique associée aux nombres quantiques sui-
vants: (n=3,1=2) ; n=4,1=4) ; mn=2,1=0)

Exercice 2 : Donnez la configuration électronique a 1’état fondamental des atomes ou ions
suivants. Soulignez les électrons de valence.
e Atomes : 17C1; 26Fe; ]9K

e Ions : K*; CI~ Fe?*.

Exercice 3 : Quels ions sont susceptibles de se former a partir des atomes suivants :
Mg 1,C1?



] Classification périodique
des éléments

1. Présentation de la classification périodique

La classification périodique se présente sous la forme d’un tableau de 7 lignes, appelées
périodes et de 18 colonnes Le tableau est situé sur la page suivante.

Les éléments sont classés par ordre croissant de numéro atomique Z. Chaque case du tableau
correspond a un élément.

Voir tableau page suivante.

N Pour les périodes 2 et 3, des phrases mnémotechniques permettent de retrouver les
éléments : Liliane Becha Bien Chez Notre Oncle Ferdinand Nestor et Napoléon Mangea
Allegrement Six Poulets Sans Claquer d’Argent .

2. Relation entre la classification périodique et la confi-
guration électronique

2.1 Commentaires

e La structure de la classification est liée a la configuration électronique des éléments.

e Les 7 périodes suivent le remplissage des couches électroniques den = 1 a 7.

e La période commence toujours par le remplissage de la sous-couche ns et se termine par
une sous couche 1s dans la premiere période ou une sous-couche np pour n > 1.

2.2 Etude des périodes

e La premiere période correspond au remplissage de la couche 1s, soient deux éléments : H
de configuration (1s)' et He de configuration (1s)%.

e Laseconde période correspond au remplissage des sous-couches 2s, 2p qui peuvent conte-
nir 8 électrons donc 8 éléments.

e La troisieme période correspond au remplissage des sous-couches 3s, 3p. Le remplissage
des 3d n’appartient pas a la troisieme période car les OA 3d se remplissent apres les OA 4s.
Il y a donc encore 8 éléments dans la troisieme période.

e La quatrieme période correspond au remplissage des sous-couches 4s, 3d et 4p. Il y a
donc : 2 + 10 + 6 = 18 éléments.

e La cinquieme période correspondra au remplissage des sous-couches 5s, 4d et 5p, la
sixieme aux sous-couches 6s, 4f, 5d et 6p (le remplissage de la couche 4f est isolé du ta-
bleau), la septiéme aux sous-couches 7s, 5f, 6d et 7p (le remplissage de la couche 5f est
isolé du tableau) (voir tableau plus loin).
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: —
2 | 2s 2p

3 | 3s 3p

« | 4s 3d ap

5 | 5s 4d 5p

& | Bs 5d 6p

7 | Ts 6d \

e

5f

2.3. Les différents blocs de la classification périodique

Dans la classification périodique, on peut donc distinguer des blocs : bloc s (colonnes 1 et 2),
bloc d (colonnes de 3 a 12) et bloc p (colonnes de 13 a 18).

3. Notion de famille chimique

3.1 Famille chimique

e Les atomes d’une méme colonne appartiennent au méme bloc et ont de plus des configu-
rations électroniques de valence qui ne different que par le nombre quantique principal z. Ils
ont donc un méme nombre d’électrons de valence.

Exemples

O et S appartiennent a la colonne 16. Leurs configurations électroniques a 1’état fondamental
sont respectivement :

160: (1929 Cp)t 5 38 : (1928 (2p)°(39)’Bp)’.

Il y a donc 6 électrons de valence pour les deux éléments et les configurations électroniques
de valence ne different que par n.

e Dans la classification périodique, on distingue plusieurs familles :

Colonne 1 : alcalins de configuration se terminant en ns'.

Colonne 2 : alcalino-terreux de configuration se terminant en ns>.

Colonne 17 : halogeéne de configuration se terminant en np°.

N Pour connaitre I'ordre des halogenes, on peut utiliser la phrase mnémotechnique :
Flaubert Clama, je suis Brillant et Intelligent.

Colonne 18 : gaz rare Les gaz rares ont leurs sous-couches pleines, en particulier np°.
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wn 1 L L
£ 23 S 5
9 St g
< <° 2 3§
H He
Li | Be B|C|N|O|F|Ne
Na | Mg Al |si| P | s |cCl|Ar

K |Ca|Sc Ti|V [Cr [Mn|Fe|Co|Ni|Cu|Zn|Ga|Ge | As | Sc | Br | Kr

Rb |sr| Y | Zn|Nb | Mo |Tc |Ru |Rh |Pd |Ag | Cd [ In |Sn | Sb |Te | I | Xe

Cs [Ba|Lla |Hf | Ta|W |Re |Os |Ir | Pt |Au|Hg | Tk |Pb | Bi | Po | At | Rn

Fr | Ra | Ac

3.2 Détermination du nombre d’électrons de valence

On peut connaitre le nombre d’électrons de valence d’un élément d’une famille chimique en
connaissant la place dans la classification périodique.

o Si I’élément appartient aux blocs s ou d le nombre d’électrons de valence correspond au
numeéro de la colonne.

o Si I’élément appartient au bloc p, le nombre d’électrons de valence s’obtient en retran-
chant 10 au numéro de la colonne.

Exemples

Ca se trouve dans la colonne des alcalino-terreux (colonne 2), il appartient au bloc s et a donc
2 électrons de valence.

Co se trouve dans la colonne 9, il appartient au bloc d et a donc 9 électrons de valence.

Cl se trouve dans la colonne des halogéne (colonne 17), il appartient au bloc p et a donc 17 —
10 = 7 électrons de valence.

3.3 Métaux — Non métaux

Les éléments métalliques se trouvent a gauche dans la classification périodique (a I’exception
de ’hydrogene H).

On distingue notamment les alcalins, les alcalino-terreux, les éléments de transition (éléments
du bloc d a I’exception du Lanthane (La) et de I’ Actinium (Ac)).

En fait les métaux sont a gauche de la ligne brisée représentée dans le schéma ci-dessous :
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H He
Li | Be B C | N| O | F |Ne
Na | Mg Al ] Si| P | S |Cl|Ar

Rb | Sr | Y |Zn |[Nb | Mo | Tc |Ru|Rh |Pd |Ag|Cd | In | Sn |Sb]Te| I | Xe

Cs |Ba|La|Hf | Ta|W [Re |Os | Ir | Pt | Au| Hg | Tk | Pb | Bi | Po | At | Rn

Fr | Ra | Ac

Métaux

Eléments

intermédiaires

Non métaux

4. Relation entre place de I’élément et configuration élec-
tronique

4.1 Détermination de la configuration électronique a partir de la
place de I'élément dans la classification périodique

Soit un élément se trouvant dans la période n et dans la colonne g. Pour obtenir sa configura-
tion électronique, on détermine :

e Le gaz rare, GR qui le précede dans la classification périodique.

e Sil’élément appartient au bloc s (¢ < 2), sa configuration électronique a 1’état fondamen-
tal est : [GR](ns)?.

e SiI’élément appartient au bloc d (2 < ¢ < 12), sa configuration électronique a I’état fon-
-2
damental est : [GR](ns)z((n - l)d)q .

e Si I’élément appartient au bloc p (¢ > 12), sa configuration électronique a 1’état fonda-
mental est :

[GRI(n)*((n - D) (np)*"2 si n > 4 ou [GR](ns)*(np)*~'2 si n < 3.
Exemple

Le manganese appartient a la période 4 et la colonne 7. Mn : [Ar](4s)2(3d)5.

4.2 Détermination de la place de I'élément dans la classification
périodique connaissant la configuration électronique

e La période de I’élément correspond au nombre quantique principal le plus élevé.

e Si la configuration électronique se termine par (ns)?, alors 1’élément appartient a la co-
lonne gq.
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e Si la configuration électronique se termine par ((n - l)d)q, alors I’élément appartient a la
colonne g + 2.

e Si la configuration électronique se termine par (np)?, alors I’élément appartient a la co-
lonne g + 12.
Ces regles excluent les exceptions a la regle de klechkowski.

Exemple

Le palladium a pour configuration électronique [Kr](5 s)2(4d)8.

La période de 1’élément correspond au nombre quantique principal le plus élevé soit la 5¢
période.
Le palladium appartient au bloc d donc il appartient a 1a 2 + 8 = 10° colonne.

5. Electronégativité

5.1 Définition

L’électronégativité caractérise 1’aptitude d’un atome a attirer le doublet d’électrons d’une liai-
son.

5.2 Différentes échelles

L’électronégativité est une grandeur dérivée en ce sens qu’elle n’est pas mesurable directe-
ment. Cette grandeur est sans dimension. Plusieurs échelles numériques d’électronégativité
ont été proposées (échelles de Pauling, Mulliken et d’ Allred et Rochow).

Echelle d’électronégativité de Pauling de quelques éléments de la classification périodique

1 2 13 14 | 15 16 | 17
H
2,2
Li | Be B C N o F
1,0| 1,6 || 2,0 | 2,6 | 3,0 | 3,4 | 4,0
Na | Mg || Al | Si P S Cl
091,31 1,6]19]22]|26]3,2

On ne s’intéressera pas a 1’électronégativité des gaz rares (colonne 18) qui sont des éléments
restant monoatomiques et ne formant pas de liaison.

5.3 Evolution de I'électronégativité

e Dans une période, I’électronégativité augmente de la gauche vers la droite.

¢ Dans une colonne, I’électronégativité augmente de bas en haut.

5.4 Relation entre I'électronégativité et le pouvoir oxydant ou ré-
ducteur

e Les éléments ayant une forte électronégativité ont une aptitude a gagner des électrons, il
s’agit donc d’éléments oxydants.



424 Chimie

o Les éléments ayant une faible électronégativité ont tendance a céder des électrons, il s’agit
donc d’éléments réducteurs.

Exemple

Les métaux faiblement électronégatifs sont des réducteurs, les halogenes fortement électronégatifs
sont des oxydants.

6. Rayon atomique

6.1 Définition

Le rayon atomique représente la distance la plus probable entre le noyau de 1’élément et les
électrons les plus externes (électrons de valence).

6.2 Evolution du rayon atomique dans la classification périodique

201 Evolution du rayon atomique
K
200
MNa
£ Li
g 150
i3
E
s
é 100 Br
g a
50 -
F
0 T T
aQ 10 20 30 40

Numéro atomique Z

e Dans une période, le rayon atomique diminue avec Z (de la gauche vers la droite).

e Dans une colonne, le rayon atomique augmente avec Z.

6.3 Notion de charge effective

e Dans un modele simplifié de I’atome, on peut négliger les interactions entre électrons et
considérer que 1’électron ne subit que I’influence du noyau. Cependant, les électrons se com-
portent alors comme un écran entre 1’électron considéré et le noyau si bien que la charge
ressentie par 1’électron vis-a-vis du noyau n’est plus Z.e mais Z*.e ou Z" est appelée charge
effective. Ona: Z* < Z.

e Quand on se déplace dans une période, la charge du noyau augmente de 1. L’écrantage
augmente aussi mais plus faiblement. L’électron le plus externe ressent donc une charge ef-
fective plus grande. Il est donc plus attiré par le noyau et s’en rapproche. Le rayon atomique
diminue.

e Quand on descend dans une colonne, I’électron externe appartient a une sous-couche
électronique de n plus élevé. L’électron se trouve donc a plus grande distance du noyau d’ou
I’augmentation du rayon atomique.
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Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : On donne les configurations des éléments suivants. Précisez les électrons de
valence. Pour chaque configuration, donnez les numéros de la période et de la colonne de
I’élément.

o (19%(25)°(2p)° (35’ (3p)°(4s)’Gad)’ ;

o (15°Q2972p)°Gs’3p)*:

o (15°Q25%(2p)°(35)’(3p)°(45)’Bd) *(4p)°(Ss)".

Exercice 2 : Donnez la configuration électronique des atomes se trouvant dans la classifi-
cation périodique aux positions ci-dessous. Précisez le nombre d’électrons de valence.

e 5° période et 12° colonne ;
e 3° période et 2° colonne ;
e 4° période et 16° colonne.

Exercice 3 : Comparez I’électronégativité (notée y) et les rayons atomiques (noté R) des
séries d’éléments ci-dessous :

e Fluor, chlore, brome, iode.

e Sodium, magnésium, aluminium, silicium.



[ Comment décrire les entités
chimiques moléculaires ?

1. Schéma de Lewis

1.1 Schéma de Lewis d’un atome

e Seuls les électrons de valence d’un atome interviennent dans sa réactivité, aussi le schéma
de Lewis décrit le symbole de I’atome avec ses électrons de valence.

o Pour obtenir le schéma de Lewis d’un atome, il faut déterminer la configuration électronique

de valence, puis a I’aide de la regle de Hund, il s’agit d’identifier le nombre d’électrons
célibataires, de doublets d’électrons et d’orbitales de valence non occupées (lacunes électroniques).
e Dans le schéma de Lewis d’un atome, on dessine :

— le symbole de 1’atome

— les électrons célibataires représentés par e

— les doublets d’électrons représentés par |

— les lacunes électroniques représentés par [

T T 17

Ex : C: (15)*(2s)*(2p)* avec
25 2px | 2py | 2p;

Le carbone possede : 1 doublet d’électrons, 2 électrons célibataires et une lacune électronique.

__— lacune électronique

doublet d'électrons c
= doublet non liant * électrans célibataires

1.2 Pourquoi un atome a-t-il tendance a faire des liaisons cova-
lentes ?

e Pour gagner en stabilité, un atome a tendance a vouloir saturer ses orbitales de valence. Il
peut donc mettre en commun des électrons avec d’autres atomes et former une liaison cova-
lente.

Une liaison covalente associe donc deux atomes et consiste en la mise en commun de deux
électrons par ces atomes. La liaison covalente correspond a un doublet d’électrons.

o Exemple : Le carbone possede 4 électrons de valence. Pour saturer ses orbitales de va-
lence, il doit encore acquérir 4 électrons. Il réalise alors 4 liaisons covalentes. Bien que les
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4 doublets de liaison soient partagés, 1’atome de C a capté les électrons des atomes avec les-
quels il est lié ; il peut ainsi saturer ses orbitales de valence.

1.3 Regle de l'octet

Lors de la formation de liaisons covalentes, chaque atome tente d’acquérir une couche
électronique (ns)z(np)6 c’est-a-dire a s’entourer de 8 électrons. Seul I’hydrogene se limite
a un doublet d’électrons.

Il existe des limites a cette regle :

o Les composés déficients en électrons (par exemple le bore n’a que trois électrons de va-
lence, s’il les partage, il ne pourra s’entourer que de 6 électrons).

e Les composés hypervalents : a partir de la troisiéme période, les orbitales d existent.
Les atomes peuvent alors engager des liaisons de facon a saturer les couches [gaz rare]

10
(ns)z((n - 1)d) (np)® ¢’est-a-dire a s’entourer de 18 électrons.

e Les atomes de la deuxieme période ne pourront jamais dépasser 1’octet contrairement aux
atomes des 3°, 4%, ... périodes.

1.4 Schéma de Lewis d’une molécule ou d’un ion polyatomique

Il convient de déterminer :
— la disposition des atomes et la répartition des électrons,
— la charge formelle sur les atomes du schéma de Lewis.

Disposition des atomes et répartition des électrons

molécule NH,OH ion NO3

@ Décompte des électrons de valence :

Pour chaque atome, on décompte le
nombre d’électrons de valence N,,.

On décompte ensuite le nombre | Opa:

d’électrons de valence globale N, N,(N)=5: ]?In(; ) .
commeNe—ZNV. N,(0) =6 v =3
Dans le cas d’un ion polyatomique de N,(0) =6;
. NV(H) =1 5
charge ze (Z > 0 pour un cation, Z < 0 donc
pour un anion), le nombre N, se calcule i = _]\1[ u N, =23+1=24
:N, = - onc N, =
comme : N, ZNV Z. et ND = 12.
On calcule le nombre ND de doublet | et ND =T7.
d’électrons : ND = 76 - Si ND

n’est pas entier, il y aura un électron

célibataire.
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® Disposer les symboles des atomes.
Les atomes terminaux entourent les
atomes centraux.

Comptabiliser le nombre de doublets
d’électrons qu’il manque a la structure.

Il reste a placer
3 doublets
d’électrons.

H o}
Pour placer les atomes, il faut suivre
les consignes ou respecter les propriétés N o H NSO
chimiques des atomes (les atomes
< £ H (0]
électronégatifs sont souvent des atomes
terminaux). L’ atome d’hydrogene est un
atome terminal.

H O\

® Relier par des liaisons simples N—o0 H N—o0
les atomes (centraux et terminaux). H O/

Il reste a placer
9 doublets
d’électrons.

® Placer des doublets d’électrons en
tant que doublets non liants sur les
atomes terminaux de facon a respec-
ter la regle de I'octet. Comptabiliser
le nombre de doublets d’électrons qu’il

manque 2 la structure.

o

N—o0l
7
&

Plus de doublet
d’électrons a placer.

® Placer le reste des doublets
d’électrons sur les atomes centraux.

\
N—O—H
H
Il reste a placer
3 doublets
d’électrons
H
| N—O0—H
H

o
N—-0l

/
2

® Compter le nombre d’électrons qui
entourent chaque atome central :

— Si ce nombre d’électrons est égal a
8, conserver la structure. Si ce nombre
d’électrons est inférieur a 8, transfor-
mer un (voire plusieurs) doublet(s) non
liant(s) des atomes terminaux en liai-
son(s) multiple(s) avec le(s) atome(s)
central(aux).

— Si l’atome présente un déficit
de 2 électrons, placer une lacune
électronique sur 1’atome.

— Si ce nombre d’électrons est supérieur
a 8, la structure sera valable si I’atome
est hypervalent (atomes n’apparte-

nant pas a la 161€ oy 2¢ ligne de la

classification périodique).

N : 8 électrons ;

O : 8 électrons

N : 6 électrons —

o

N—ol

VA

lo
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Charges formelles

molécule NH,OH ion NOj

, | O
Dans le schéma de Lewis, un atome H \ @ ,
peut présenter des charges for- \ _ N—B
melles. | N—O—H // =
Pour obtenir la charge formelle o'
d’un atome, il suffit de comparer : H -
e le nombre d’électrons de valence N,(N) =5 N,(N) =5
que l’atome posséde en propre | et Nyp(N) =5 etN, ,(N) =4

N, (ses doublets non liants et un donc charge + sur N.

. - N,(O)=6
électron par liaison covalente) dans et N, ,(0) = 6 Nv(Ol) = NV(OZ) =
le schéma de Lewis ; N I-Llp | B N,(O*) =6
o le nombre d’électrons de valence W(H) = et N, ,(0%) = N, ,(0%)
, etN,,(H) =1 _
N, lorsque I’atome est neutre. =7
donc pas de charges va(OZ) -6
Charge de ’atome : N, — N, . formelles. donc charge — sur O? et
03

N La somme des charges formelles est égale a la charge globale de I’entité chimique.

Atomes hypervalents

Les atomes n’appartenant pas aux premiere et deuxieme périodes peuvent étre hypervalents.
Si un atome hypervalent central présente une charge formelle positive, on peut envisager de
substituer un doublet non liant d’un atome terminal par une liaison multiple avec I’atome
hypervalent.

Exemple

DI /o\
F|,@
~ ou PP e
IR
ICI| ICI|

2. Polarité des molécules

2.1 Liaisons polarisées

Dans une liaison covalente, si deux atomes présentent une différence d’électronégativité, alors
la liaison est polarisée. La liaison est caractérisée par un moment dipolaire, noté .

2.2 Moment dipolaire d’une molécule

Le moment dipolaire d’une molécule est la somme des moments dipolaires de toutes les liai-
sons covalentes de la molécule :
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u=d.eu,, olu, :vecteurunitaire de Avers B

x(A) > x(B) >

o= Zﬁf ol 1, est le moment dipolaire d’une liaison.
i

2.3 Molécule polaire, molécule apolaire
Une molécule est polaire si le moment dipolaire de la molécule est non nul.

Une molécule est apolaire si le moment dipolaire de la molécule est nul.
" Pour calculer le moment dipolaire de la molécule, il faut tenir compte de la géométrie.
L’eau présente un moment dipolaire, ¢’est une molécule polaire.

—
Hy

»> , -23e +de
Ha o—H
VN
1
+5e H \

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Donnez les schémas de Lewis des atomes et édifices polyatomiques ci-
dessous. Pour les édifices polyatomiques, précisez la géométrie de I’atome central (les atomes
en gras sont des atomes centraux).

1. 6C 5 ]H; 17Cl.
2. PCls, PCls, NCls, NH;, NHz, NOj, NOZ, NO;, CO2", AICl3, SO?~.
Les atomes en gras sont des atomes centraux.

Exercice 2 : Les molécules suivantes présentent les géométries ci-dessous. Indiquez si les
especes chimiques sont polaires.

Cl

6] wP | ; weN
PN clw e Si HW
" : CI/ \CI Cl“\/ \CI / \

Cl



Les interactions intermoléculaires
et les solvants moléculaires

e La liaison covalente qui unit les atomes dans une molécule met en jeu des énergies de
1’ordre de plusieurs centaines de kJ.mol™" : ¢’est une liaison forte.
e La cohésion des liquides et des solides moléculaires s’explique par des interactions in-

termoléculaires a courte portée a faibles énergies (10 a 100 fois plus faibles que celles des
liaisons covalentes). Il existe deux catégories d’interactions intermoléculaires :

— les interactions de van der Waals présentes dans toutes les molécules (énergie de I’ordre
de quelques kJ.mol™!),

— les liaisons hydrogene (énergie de I’ordre de quelques dizaines de kJ.mol™").
1. Les interactions de van der Waals

1.1 Des interactions d’origine électrostatique

e Un dipdle est constitué de deux particules de charges opposées, et séparées par une
< faible > distance. Il est caractérisé par un vecteur moment dipolaire . Deux dipdles exercent
I’un sur I’autre une interaction attractive.

e Les interactions de van der Waals existent pour tous les composés. Elles sont d’origine
électrostatique et mettent en jeu des forces électrostatiques attractives entre dipdles.

e Les interactions de Van der Waals ne se manifestent qu’a courte distance (inférieure a 300
pm). L’énergie mise en jeu est de I’ordre de quelques kJ.mol ™.

1.2 Trois interactions de van der Waals

Trois types d’interaction de Van der Waals existent :

e Interaction dipdle permanent/dipdle permanent (interaction de Keesom).
e Interaction dipole permanent/dipdle induit (interaction de Debye).

e Interaction dipdle instantané/ dipdle instantané (interaction de London).

1.3 Les interactions de type Keesom

e L’interaction de Keesom résulte de I’interaction entre les dipdles permanents des molécules
polaires (ex : HBr). Cette interaction tend a aligner les dipdles de deux molécules 1 et 2,
et s’oppose a I’agitation thermique, qui tend a réorienter les dipdles dans des directions
aléatoires.

— —-

H g

ralll - T
N

Pour un liquide moléculaire, I’énergie de I’interaction attractive est de la forme :

11 - 113
U = —kgeesom T

avec kgeesom : constante de Keesom et 4 : distance séparant les deux dipoles.
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&\ Plus les molécules sont polaires (|[i|| élevé), plus les molécules sont liées entre elles.
Plus les molécules sont éloignés, plus ’interaction est faible.

La force d’attraction intermoléculaire, dite force de van der Waals, qui dérive de cette énergie

1
esten E .

1.4 Les interactions de type Debye

La polarisabilité est 1’aptitude d’un nuage électronique a se déformer sous 1’action d’un
champ électrique extérieur (créé par exemple par une molécule polaire). Un dipdle induit
se crée (cf. schéma pour la molécule I, apolaire mais polarisable).

4
noyaux des E
atomes d'iode

/ )/ k\.,_\\\ / - Ty age électronique déformé
{ % T A \ Action d'un champ électrique / Hinguit M\/
I L] * i

/\\\L_?_ JT"'

nuage électronique

création d'un moment dipolaire | 1 i 1 /

i \ / =

barycentre des charges S

positives et négatives
déplacement du barycentre des

charges negatives

L’interaction entre le moment dipolaire permanent d’une molécule polaire M, et le dipole
qu’elle peut induire dans une molécule M, est I’interaction de Debye.

Pour un liquide moléculaire, I’énergie de I’interaction attractive est de la forme :

31| - || mal
U = —kpebye 5

avec kpepye : constante de Debye.

N Plus une liaison est polarisable, plus le moment dipolaire induit est élevé et les
molécules sont liées entre elles. Plus les atomes sont volumineux, plus la polarisabilité des
liaisons augmente.

1.5 Les interactions de type London

o (Cette interaction explique les interactions entre molécules apolaires.

o En moyenne, le moment dipolaire de ces molécules est nul. A un instant donné, la dis-
tribution des électrons n’est pas symétrique et la molécule présente un moment dipolaire
instantané non nul.

e L’interaction entre ces moments dipolaires instantanés se traduit par une interaction at-
tractive de la forme :

_ ”/Jl,ins” : “/JZ,ins”
U= _kLondon T

avec k[ ondon - constante de London.

N Plus les liaisons sont polarisables, plus les moments dipolaires instantanés sont élevés
et les molécules sont liées entre elles.
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1.6 Bilan des interactions de van der Waals
L’interaction de Van der Waals est la somme des trois interactions Keesom, Debye et London.

Elle augmente avec la polarité et la polarisabilité des molécules, la polarisabilité augmentant
avec la taille des molécules.

ESN S’il n’existait que des interactions attractives entre les molécules, celles-ci s’in-
terpénetreraient, il existe également des interactions répulsives entre les molécules a plus
courte portée.

2. Liaisons hydrogene

e Une liaison hydrogene s’établit entre un hydrogene acide (atome d’hydrogene 1ié par co-
valence a un atome tres électronégatif : fluor, oxygene, azote) et un atome tres électronégatif
porteur d’un doublet non liant (fluor, oxygene, azote).

La liaison hydrogene est donc spécifique a certaines molécules.

e La longueur de la liaison hydrogene est de 1’ordre de 200 pm, 1’énergie associée a la liai-

son hydrogene est de I’ordre de quelques dizaines de kJ.mol™'. La liaison hydrogéne est donc
une interaction plus forte que les interactions de van de Waals.

e Deux types de liaisons hydrogeéne existent : les liaisons hydrogene intermoléculaires, fai-
sant intervenir deux molécules distinctes et les liaisons hydrogene intramoléculaires qui se
développent entre deux groupes d’atomes au sein d’'une méme molécule.

Ex : liaison hydrogene intermoléculaire Ex : liaison hydrogene intramoléculaire
B P ~H
H™ TH., 5
/'b\ S
H N C
H
O, H, O sont alignés Acide salycilique

3. Etude d’une propriété physique, la température
d’ébullition
e Ex : évolution des températures d’ébullition des alcenes.

Alcéne Formule brute T,, °C
(sous 1 bar)

(Z) But-2-¢éne / \ 4°

/ I

(E) But-2-¢éne
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(Z) But-1, 2-dichloroéthéne 60°
Cl Cl

(E) But-1, 2-dichloroéthéne . 49°

e Analyse des moments dipolaires : on considere qu’un atome de carbone AX3 est Iégerement
plus électronégatif qu’un carbone AXjy.

\ - =

—— — —- T e
— 1 1
H S _\\ ' }// _m/ f— \\Tlhl u/;/f
/ ~ 0’ / N ¢ "
Cl

Les atomes des deux molécules ont des polarisabilités identiques, donc ces molécules ne se
différentient uniquement que par les interactions de Keesom.

Les composés Z sont polaires contrairement aux composés E, apolaires. Les interactions
de van der Waals seront donc plus faibles pour les composés E, d’ou des températures
d’ébullition plus faibles.

4. Solvant moléculaire

4.1 Grandeurs caractéristiques d’un solvant
Un solvant se caractérise par deux grandeurs :
e Son moment dipolaire @ qui traduit le caractere polaire ou apolaire du solvant.

e Sa permittivité relative &, qui révele le caractere dissociant du solvant.

4.2 Caractere dissociant d’un solvant

Cette propriété du solvant intervient par exemple sur des composés ioniques.

e Schéma d’ionisation en solution d’un solide ionique (ex : NaCl) :
NaCl(s) = (Na*, CI" )pairearions = Na*(aq) + C1™(aq).

e Un solvant sera dissociant s’il sépare facilement les deux ions de la paire d’ions.

e La force d’attraction F entre les deux ions est de type coulombienne :
? 49+ 9-
171 4ngpe,d?

ol &, & sont respectivement la permittivité du vide et la permittivité relative du solvant
(sans unité). Plus &, augmente, plus la force d’attraction entre les deux ions diminue et leur
séparation en devient plus aisée.
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Un solvant est donc plus dissociant si sa permittivité relative &, est grande :
Solvant dissociant : &, > 40 ;

Solvant peu ou pas dissociant : &, < 20.

4.3 Polarité du solvant

Plus le moment dipolaire (unité : Debye) du solvant est élevé, plus I’interaction que le solvant
engage avec un ion ou une molécule polaire augmente.

Un solvant stabilise davantage les ions ou les molécules polaires si son moment dipolaire est
éleve.

Solvant polaire : u > 1,3D

Solvant peu polaire : ;1 < 0,5D.

4.4 Solvants protogenes (protiques) et aprotogénes

e Un solvant est dit protogeéne (ou protique) s’il est capable d’engager un de ses hydrogenes
dans une liaison hydrogene. Cet hydrogene est donc lié a un atome électronégatif (N, O, F).
Dans le cas contraire, le solvant est dit aprotogene (ou aprotique).

o Exemples

— eau, éthanol possedent des H pouvant engager une liaison hydrogene, il s’agit de solvants
protogenes.

— La propanone ne peut engager de H dans une liaison hydrogene, ¢’est un solvant aprotique.

4.5 Schéma résumé

Saolvant

TN

Polaire Apolaire

N

Protogéne (protique) Aprotogene (aprotique)
eau, ethanol propanone

Aprotogéne (aprotique)
cyclohexane, toluéne

4.6 Mise en solution d’une espéce moléculaire ou ionique
e Dissolution d’une espéce ionique (ex : dissolution de NaCl(s) dans
l’eau)
@ Formation de paires d’ions
La polarité d’un solvant permet I’ionisation du cristal ionique et la formation d’une paire
d’ion.
+ -

NaCl(s) - (Na +Cl )paire d’ions

@ Dispersion des ions

Comme 1’interaction entre anion et cation est inversement proportionnelle a la permittivité
relative &, du solvant, plus &, est grande, plus les ions se dispersent facilement.

(Na* + cr) — Na* + CI”

paire d’ions
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® Solvatation des ions
Les molécules de solvant entourent les anions et les cations en créant des interactions :
— Interaction solvant—anions par interactions anion—dipdle,
— Interaction solvant—cations par des interactions cation-dipdle :
Na® + CI” — Na*(aq) + Cl (aq)

N Pour dissoudre un composé ionique, il convient d utiliser un solvant polaire (u élévé)
et dissociant (&, élevé).

e Dissolution d’une espéce moléculaire M

Suivant la nature de I’espece moléculaire M, il conviendra d’examiner les propriétés de
I’espece pour choisir le solvant permettant la dissolution. Le solvant capable de la dissoudre
doit pouvoir générer des interactions avec 1’espece. Le mécanisme de dissolution est :

M(s) — M(solvant)

— Si I’espece moléculaire est apolaire, un solvant apolaire permettra la formation de liaison
de van der Waals de type London.

— Si I’espece moléculaire est polaire, un solvant polaire permettra la formation de liaison de
van der Waals de type Keesom.

— Si de plus le solide moléculaire peut créer des liaisons hydrogeéne avec le solvant, la solva-
tation sera facilitée en cas de solvant protogene.

N Pour dissoudre un composé moléculaire polaire, il convient d’utiliser un solvant polaire.
Lorsque le composé peut engendrer des liaisons hydrogéne, un solvant protogene favorise la

dissolution.
Pour dissoudre un composé moléculaire apolaire, il faut utiliser un solvant apolaire.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Voici quatre composés : éthane (CH3-CH3), éthanol (CH3-CH,OH), éthanal
(CH3-CHO), acide éthanoique (CH3-COOH).

Associez les températures d’ébullitions (a P = 1 bar) suivantes aux composés : —89°C;
118°C; 20°C; 78°C.

Exercice 2 : On considére les solvants eau et cyclohexane de formule C¢Hj».

Précisez si ces solvants sont polaires ou apolaires, protogenes ou aprotogenes.

Dans quel solvant, les especes diiode I, et I’ion I3 se solubilisent le plus ?



] Le modele du cristal parfait

L’état solide peut étre décrit par deux modeles limites : le cristal parfait et le solide amorphe
ol la distribution des especes chimiques est totalement aléatoire. En réalité, I’état solide sera
intermédiaire a ces deux modeles limites.

1. Le modele du cristal parfait
1.1 Le modele

Dans un cristal parfait, les espéces chimiques se répartissent de facon réguliere et périodique
cela tant au niveau miscroscopique que macroscopique.

On peut donc décrire le cristal parfait comme un assemblage, une succession de paralléllipedes
dans lesquels se disposent les entités chimiques. La connaissance de ce parallélipipede per-
met par répétition d’obtenir le cristal parfait.

Dans le cristal parfait, il n’y a aucun défaut observé, c’est I’ordre absolu.

1.2 Définition

On définit alors :

e Le motif comme ’entité chimique la plus petite qui se répete dans le cristal. Le motif
peut-étre de différentes natures : atomes, ions, molécules, . ..

e Lamaille correspond au paralléllipede qui permet de décrire le cristal parfait. On le définit
par les trois angles a, B et y et les trois longueurs a, b et ¢ ci-dessous :

s o . -V

1.3 Différents types de cristaux

Les cristaux peuvent étre classés suivant la force de liaison qui assure la cohésion.

Liaisons physiques ou liaisons chi- . . L. .
. Liaisons intermoléculaires faibles
miques fortes

Cristaux métalliques :
Cristauxr moléculaires :

Motif : molécule modélisée a une sphere
de rayon égal au rayon de van der Waals.
Liaison intermoléculaire : forces de van der
Waals ou liaison hydrogene.

Exemple : Eau (glace), cristaux de diiode.

Motif : atome métallique modélisé a une
sphere de rayon égal au rayon métallique.
Liaison : on suppose que chaque atome
métallique a libéré un électron. La liaison
est modélisée par I’interaction entre des ca-
tions positifs et un nuage d’électrons.
Exemple : Fe(s), Na(s)
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Cristaux toniques :

Motif : ions modélisés a des spheres de
rayons €gaux aux rayons ioniques.

Liaison : de type coulombienne entre les
ions.

Exemple : NaCl.

Cristaux covalents :

Motif : atome non métallique modélisé par
une spheére de rayon égal au rayon ato-
mique.

Liaison : covalente (liaison forte chi-
mique).

Exemple : C diamant, Silicium.

2. Description du cristal parfait

2.1 Population de la maille

La population, ou la multiplicité, de la maille correspond au nombre de motifs appartenant
a la maille.

o Comment calculer la population Z ?

Supposons une maille cubique faces centrées (cfc) ot la maille est un cube d’aréte a (nommé
parametre de maille). Une entité chimique se trouve a chaque sommet du cube et a une a
chaque centre de faces. L’entité chimique est assimilée a une sphere.

e [l faut tenir compte qu’un motif (au sommet ou au centre de faces) appartient a plusieurs
mailles et sa contribution a la maille étudiée n’est donc pas forcément de une.

Si le motif se trouve au sommet
de la maille, il n'y a qu'1/8 de la
sphére qui appartient réelement =
3 la maille — contribution de
1/8 a la maille
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Si le motif se trouve au centre t
dune face, il n'y a qu'1/2 de Ia
sphére gui appartient réelement
4 la maille — contribution de
172 & la maille

Un motif aura une contribution de :

o | si le motif est a l'intérieur de la maille,

1. . .
° 3 si le motif est situé due une face,

| ; ;
o — 5i le motif est sur une des arétes de la maille,

— B

o — si le motif est sur un sommet de la maille.

oo

Ex : pour la maille cfc

. o 1
8 motifs a chaque sommet avec une contribution de -

. o 1
6 motifs a chaque centre de faces avec une contribution de —
6

8
doncZ=-+-=4.
onc 8+2

2.2 Coordinence

La coordinence d’un motif correspond a son nombre de plus proches voisins, il s’agit donc
du nombre de spheres en contact avec une sphere donnée.

Ex : calcul de la coordinence dans une maille cfc
1 motif au sommet est voisin des motifs au centre de chaque face.

//-:Iiir

gf - A

Elan ABEF

Plen BCGE

Le motif en B a quatre voisins dans le plan ABCD, quatre voisins dans le plan ABEF et quatre
autres dans le plan BCGF. Sa coordinence vaut 12.

2.3 Relation entre les parametres de maille et le rayon du motif

Relation entre a et R : un motif au sommet et au centre d’une face sont en contact.
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Relation :
AC= av2=4R

Suivant la nature du cristal, R correspond aux rayon métallique, ionique, covalent ou moléculaire.

2.4 Compacité

La maille est composée des motifs et de vide (espace entre les motifs). Pour évaluer le taux
d’occupation de la maille, on définit la compacité.

La compacité est le rapport entre le volume occupé par les motifs et le volume de la maille.
1l 5’ agit d’un nombre réel compris entre 0 et 1.

Ex : calcul de la compacité dans une maille cfc.
Les motifs sont assimilés a des spheres de rayon R.

4
Volume des motifs de rayon R : Viorigs = 4 X 3 TR}

Volume de la maille : Vipife = @°.

4
4% - 7R
- 2
dot:C = Ymoi o 737 ”Z— ~0,74.

Vimaille a’l
2.5 Masse volumique

Il s’agit du rapport de la masse de la maille sur son volume.

masse de la maille zZ (%) aM ZM
= = = pourlecfc:yu=——
NA a3

volume de la maille a3 Ny a3
avec M : masse molaire (kg.mol’l) et Ny = 6,022 x 10% mol™! (constante d’ Avogadro) et a
3
enm’.

3. Limites du modele du cristal parfait

Le cristal parfait n’existe pas, il s’agit d’un modele limite. Le cristal réel comporte des défauts
tels :

— le motif occupant une position différente de celle qu’il doit occuper dans un cristal parfait,
— la présence d’impuretés,

— des sites normalement occupés et vides,

— la non stoechiométrie des éléments.

Ces défauts modifient les propriétés des cristaux (masse volumique, propriétés électriques,
mécaniques, . . .).
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Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Le thorium cristallise dans une structure cubique centrée dessinée ci-dessous :

Déterminez la population, la coordinence, la compacité et la masse volumique du thorium.
Données : M(Th) = 232 g.mol™!, N4 = 6,02 x 10% mol™!

Exercice 2 : Le titane « cristallise suivant un empilement hexagonal compact. La maille
conventionnelle est représentée ci-dessous.

a
-

V

On donne : @ = 295 pm. Calculez la masse volumique du cristal.
Donnée : M(Ti) = 47,9 g.mol™!, N4 = 6,02 x 10%* mol™".
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Pour les cristaux métalliques, I’entité est un atome métallique (é1ément a gauche dans la clas-
sification périodique).

1. Deux empilements compacts

1.1 Modele de spheéres dures
Les atomes métalliques sont assimilables a des spheres dures de rayon R.

Un empilement compact est un empilement ou les spheres s’assemblent de maniere a occuper
un volume minimal, ¢’est-a-dire a réaliser un maximum de contact.

Deux structures compactes sont possibles : la structure cubique faces centrées (cfc) et I’hexa-
gonal compact (hc).

Pour construire ces structures, on réalise des couches en minimisant 1’espace.

1.2 Premiére couche (nommée A)

Cavité 1

Cavité 2

Chaque atome est au centre d’un hexagone et en contact avec 6 voisins. 2 types de cavités
apparaissent dans le plan A :

— Triangle pointe vers le haut (cavité 1),
— Triangle pointe vers le bas (cavité 2).

1.3 Deuxiéme couche (nommée B)

Pour occuper un minimum d’espace, les atomes de la seconde couche se placent au dessus
des cavités laissées par les atomes de la premiere couche, réalisant ainsi un second pavage
décalé par rapport au premier.

Atome ( plan B)
Atome ( plan A)
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1.4 Troisieme couche (nommée C)

Les atomes de la troisieme couche s’inserent une nouvelle fois dans les cavités laissées par
ceux de la seconde couche B. Deux possibilités sont envisageables. La troisieme couche est
identique a la couche A ou est décalée par rapport a B et A formant une couche C.

On obtient soit un empilement AB/AB qui correspond au systeéme hexagonal compact, soit
un empilement ABC/ABC qui décrit le systeéme cubique faces centrées.

Empilement AB/AB, Empilement ABC/ABC,

systeéme hexagonal compact systéme cubique faces centrées

Maille conventionnelle cfc

2. Localisation de sites cristallographiques

o Entre les atomes, certains interstices existent et correspondent a du vide, on parle de site
cristallographique.

o Unssite octaédrique est un volume libre encadré de 6 atomes. Dans les plans d’empilement,
un site octaédrique se localise entre 3 atomes appartenant a deux plans différents :

Site
octagédrique

o Unsite tétraédrique est un volume libre encadré de 4 atomes. Dans les plans d’empilement,
un site tétraédrique se localise entre 3 atomes d’un plan et 1 atome d’un autre plan :

Plan A

Site it
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3. Maille conventionnelle du systeme
cubique faces centrées (cfc)

3.1 Description conventionnelle de la maille

Population: Z= -+ = =4

oo | oo
NSl @)

Volume : a®

Contact entre un atome au sommet et un
atome au centre d’une face :

aV2 = 4R.
Compacité : le cfc est un systeéme compact,

il s’agit donc de la compacité maximale
pour un métal pur :

4
4% - R
Maille cubique d’aréte a C = 33 =T V2 ~ 0,74
Un motif a chaque sommet du cube et un a a 46
chaque centre de face. Masse volumique : p = _M
N, A a3

Coordinence : 12

3.2 Sites octaédriques

e Localisation : les sites octaédrique se localisent au milieu de chaque aréte et au centre du
cube.

. . 12 1
e Nombre de sites octaédriques : Z,; = T + 1= 4
o Habitabilité : Si un atome s’insére dans une cavité octaédrique, il ne doit pas déformer le
réseau cfc. Le rayon maximal de 1’atome inséré correspond au rayon d’habilabilité r,.¢. Pour
ce rayon, il y a contact entre 1’atome inséré et les 6 atomes du réseau hdte délimitant la cavité
octaédrique.
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a= Z(R + roct) = Troct = 2_R
2
De plus, aV2 =4R = oot = (‘/5— I)R.

3.3 Sites tétraédriques

s . o . , . a
e Localisation : les sites tétraédriques se localisent au centre des 8 cubes d’aréte 3

8
e Nombre de sites octaédriques : Z,; = 1= 8.

e Habitabilité : Le rayon maximal de I’atome inséré correspond au rayon d’habitabilité r,
de la cavité tétraédrique.

avV3
T=R+”tet:>rte1:T—R

Deplus,a‘/E=4R = It = ( V3 — I)R.

V2
4.Liaison métallique et propriétés des métaux

4.1 Nature de la liaison métallique

Pour décrire la liaison métallique, on considere que chaque atome métallique perd au moins
un électron formant ainsi un cation et un nuage d’électrons libres.

N Laliaison métallique est considérée comme [’interaction coulombienne entre les cations
de charge positive et les électrons de charge négative.

L’énergie de la liaison métallique est : Ejjaison métallique = 500 kJ .mol ™"
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4.2 Propriétés physiques

e Les électrons libérés sont libres de mouvement dans les trois directions de 1’espace. Les
métaux sont de bons conducteurs électriques sans direction privilégiée.

e Les métaux ont de bonnes propriétés mécaniques (dureté, résistance a la traction, malléabilité,
ductilité).

5. Alliages

5.1 Intérét

Un alliage est la combinaison d’un métal avec un autre métal ou d’autres especes chimiques.
L’intérét est d’augmenter les propriétés mécaniques, de limiter la corrosion du métal ou enfin
de faire fondre le métal a une température plus basse.

5.2 Deux types d’alliages
On distingue deux types d’alliages : les alliages d’insertion et les alliages de substitution.

Dans les alliages de substitution, les atomes incorporés se substituent aux atomes en place.
Les deux atomes doivent avoir des rayons atomiques similaires.

Dans les alliages d’insertion, les atomes incorporés s’inserent dans les espaces libres (sites
interstitiels) du cristal. L’ atome inséré doit donc admettre un rayon inférieur ou égal au rayon
d’habitabilité de la cavité.

5.3 Exemples d’alliages

e Acier
Elément métallique Ajout d’élément Propriétés
Carbone (2 % en 3
Fer On augmente la dureté du fer
masse)

e Acier inoxydable

Carbone (2% en
Fer masse) + Chrome +
Nickel

On augmente les propriétés de corro-
sion.

o Alliage d’aluminium

Ces alliages sont utilisés dans
Cobalt + Nickel + | I’aérospatiale. On  augmente la

Aluminium J . ..
Tantale température de fusion pour facili-
ter la pénétration dans 1’atmosphere.
e Bronze
. ) Faible coefficient de frottement et usure
Cuivre (> 60 %) Ftain

plus faible que le cuivre.

e Laiton
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Cuivre (= 60%) ‘ Zinc ‘ Plus dur que le cuivre et facile a usiner.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : L or cristallise dans le réseau compact cubique a faces centrées. Calculez :
— le rayon métallique de 1’atome d’or;

— la compacité du réseau ;

— la distance entre deux plans réticulaires ;

— la masse volumique.

Repérez puis dénombrez les sites octaédrique et tétraédrique dans cette structure.

Evaluez le rayon maximal d’un atome étranger pouvant occuper de tels sites.

Lor des bijoutiers est un alliage composé d’or et de cuivre. S’agit-il d’un alliage d’insertion
ou de substitution ? Justifiez votre réponse.

Données : a = 0,408 nm ; M(Au) = 197,0 g.mol_l, R(Cu) = 128 pm,
Ny = 6,02 x 10% mol ™.



Solides macrocovalents
et moléculaires

1.Solides macrocovalents

1.1 Qu’est qu’un cristal covalent?

Un cristal covalent est un cristal out les motifs sont des atomes qui sont liés entre eux par des
liaisons covalentes (liaison forte, énergie de I’ordre de la centaine de kJ.mol™.

Les cristaux covalents sont constitués des macromolécules de taille infinie. On parle de
solides macrocovalents. Ainsi le carbone diamant est une macromolécule géante tridimen-
sionnelle, tandis que le carbone graphite est constitué de macromolécules de carbone qui
s’étendent sur des plans paralleles formant des feuillets.

1.2 Une structure tridimensionnelle, le carbone diamant

o Maille conventionnelle

Position des atomes :
— atomes de carbone décrivant un réseau cfc (mais un réseau cfc non compact),
— et moitié des sites tétraédriques.

e Atomes en contact

— Distance entre atomes au sommet : a.

av2

— Distance entre atome au sommet et atome au centre d’une face : —— -

av3

— Distance entre atome au sommet et atome dans une cavité tétraédrique : -

Le contact se fait entre un atome au sommet et un atome dans une cavité tétraédrique. Ces
atomes sont liés par une liaison de covalence forte.
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e Caractéristiques

8§ 6 4
Population Ze=<-+=-+-=8
P cT372"1
Coordinence Un atome de carbone dans une lacune tétraédrique est relié a 4

atomes de carbone, la coordinence C/C est donc de 4.

Contact entre atome au sommet et atome au centre de la cavité

Contact a3
tétraédrique : - 2R¢
4 53
Compacité 8 x 37 Re 13
C = =
a? 16
M lurmi 8Mc¢
mi = —
asse volumique u N

1.3 Une structure en feuillet, le carbone graphite

e Structure en feuillet

335pm

— Dans un feuillet:
Dans chaque plan, la molécule est de taille infinie d’ou le terme de macromolécule.

Les carbones se répartissent suivant une structure hexagonale (pas d’atome de C au centre de
I’hexagone).

Chaque carbone n’est li€ que trois fois par des liaisons covalentes = C de type AXj.
dc-c = 134 pm < d(C — C)grap = 141 pm < dc_¢ = 154 pm
= Liaison C-C intermédiaire entre une double liaison et une simple liaison.

— Distance entre deux feuillets = 335 pm

= Les C ne peuvent étre reliés par des liaisons de covalence car la distance est trop impor-
tante.

— Liaisons de Van der Waals entre les feuillets.
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— Liaisons faibles entre les feuillets.

e Maille conventionnelle

e Atomes en contact

e Caractéristiques

d4 : liaison covalente
d, : distance entre deux feuillets

8 2 1 4
Populati ZO)=-+=-+-+-=4
opulation ) stat1%1
. Dans un feuillet, un atome de carbone n’est lié qu’a trois atomes
Coordinence

de carbone, la coordinence C/C est donc de 3.

Relation entre rayon
du carbone R¢ et d;

dy =2Rc

Volume V=3V3 d,2 d; (cf. exercice 1)
3

4 4x 4—1 b3 (d—])

Compacité 4x 37 R 3 2 2ndy
= > = > = ) = 0, 17
3V3d?d,  3V3did, 3 did
4 (Mc

Masse volumique ( N ) 4Mc =2270 kg.m™>

C3V3ddy  Na3V3didy

1.4 Comparaison des propriétés physiques du diamant et du graphite
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C diamant

C graphite

Structure microsco-

Présence de liaisons simples C-

Dans un feuillet, présence de
liaisons intermédiaires a une
simple et une double.

scopiques : proprié-
tés mécaniques

Grande dureté due a la difficulté
de rompre les liaisons C-C

pique : nature des | C dans la structure tridimen-

liaisons sionnelle Entre les feuillets, liaisons de
Van der Waals (liaisons faibles)
= anisotropie des liaisons.

Propriétés macro- Aptitude des feuillets a glisser

les uns des autres (caractere lu-
brifiant du graphite)

Propriétés macros-
copiques : proprié-
tés de conduction
électrique

C de type AXj4, les électrons
sont localisés dans la liaison C-
C. Pas de possibilité de conduc-
tion électrique = pouvoir iso-
lant du carbone diamant.

C de type AX3,

Sur chaque carbone, un e~ est
libre et se délocalise.
Anisotropie de la conduc-
tion électrique conduc-
tion forte parallelement aux
feuillets, et conduction faible
perpendiculairement.

2. Solides moléculaires

2.1 Qu’est qu’un cristal moléculaire ?

Dans un cristal moléculaire, le motif est une molécule. La cohésion des cristaux moléculaires
est assurée par des liaisons faibles : liaisons de van der Waals ou liaisons hydrogene.

2.2 Exemples de cristaux moléculaires

¢ Cristaux moléculaires avec une cohésion de type liaisons de van der Waals (quelques
kJ.mol™") Ex : diiode I,

Maille conventionnelle :

¢ Cristaux moléculaires avec une cohésion de type liaisons hydrogene (quelques dizaines
de kJ.mol™!) Ex : glace H,O (type diamant)

Maille conventionnelle (représentation uniquement des atomes d’oxygene et des atomes H
entourant un O) :
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() oxygene
e hydrogéne

Entre deux atomes d’oxygene, il y a un atome d’hydrogene. Un oxygene est lié a deux atomes
d’hydrogene par liaison covalente (distance d;) et a deux autres atomes d’hydrogene par liai-
son hydrogene (distance d5).

2.3 Propriétés des cristaux moléculaires

La cohésion dans les cristaux moléculaires est donc due a des liaisons faibles. Ces cristaux
ont des températures de changement d’état faibles (sous P = 1 bar, la glace fond a 0°C et le
diiode de sublime a 60°C).

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : En reprenant la maille du carbone graphite, déterminez le volume de la
maille en fonction des distances d;, longueur de la liaison covalente et d,, distance entre
deux feuillets.

Exercice 2 : En reprenant la maille de la glace de type diamant, calculez la distance D
entre deux atomes d’oxygene voisins.

Donnée : masse volumique de ’eau = 920 kg.m™>, M(O) = 16 g.mol !,

M(H) = 1 gmol™!, Ny = 6,02 x 10% mol™!.



Solides ioniques

1. Qu’est qu’un cristal ionique ?
Un cristal ionique est composé d’ions de charges de signe contraire : anions et cations.

N Dans un cristal ionique, la cohésion des anions et cations est assurée par des interac-
tions fortes de type coulombienne.

Etant donnée la cohésion forte, les cristaux ioniques se caractérisent par des températures de
fusion élevées (ex : NaCl, Trusion ~ 800°C).
Plusieurs regles doivent étre respectées :

@ Le cristal doit étre €lectriquement neutre (autant de charges négatives que de charges po-
sitives).

@ Pour des raisons d’interactions coulombiennes, seuls les contacts entre ions de charge op-
posée sont possibles.

® Lors de la construction du cristal ionique, les cations de rayon ionique plus faible sont
insérés dans les sites interstitiels du réseau d’anions.

N Le cation inséré doit étre suffisamment volumineux pour déformer le réseau d’anions
et éviter le contact entre anions. Le réseau d’anions n’est donc pas un réseau compact.

® Pour avoir une interaction coulombienne importante, chaque ion s’entoure du maximum
d’ions de charge opposée.

2. Exemples de cristaux ioniques de type AB (stoechio-
métrie entre anion et cation)

2.1 Structure CsCl (chlorure de césium)

o Maille conventionnelle

o Description : Réseau cubique d’ion chlorure CI~, cation Cs* dans une cavité cubique.
e Valeur des rayons : R(CI") = R™ =181 pm ; r(Cs*)=r" =169 pm

8
e Population : Z(Cl) = 3= 1 et Z(Cs) = 1 = 1 motif de CsCl par maille.
av3

2
e Contact entre anion/cation : — = R +rt=a= T(R‘ +7") = 404 pm.
3
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o Distance entre deux anions : ¢, = a = 404 pm > 2R = 362 pm = pas de tangence entre
les anions.

¢ Condition d’insertion d’un cation dans une cavité cubique : Le cation doit déformer le
réseau d’anions pour éviter la tangence entre anions. Pour s’insérer dans une cavité cubique,
le rayon du cation doit étre supérieur 2 un rayon minimal : 7" > 1.

Au cas limite de tangence entre anions :

BH =aV3 = Z(R‘ +rmin>eta = 2R = Fpin = («/3— I)R‘
Sirt > ( V3 - l)R_, le cation se place dans une cavité cubique.

e Propriétés :
Coordinence : 1 ion entouré de 8 ions C1~, 1 ion CI~ entouré de 8 ions Cs*.

3@ 40) aVE @

= =0,68
a3 2 (R~ +7r*)

_ massedelamaille  2mcsc1  2Mcoci

" volume de la maille = & = Ny dd

2.2 Structure NaCl (chlorure de sodium)

e Maille conventionnelle

e Description : Réseau cubique faces centrées d’ion chlorure C1~
Cation Na™ dans les cavités octaédriques

e Valeur des rayons : R(CI") =R™ =181 pm ; r(Cs*) =r" =95 pm
8 6 12
e Population : Z(Cl) = 3 + 5= 4 et Z(Na) = il 4 = 4 motifs de NaCl par maille.

e Contact entre anion/cation : g =R +r"=a-= 2<R‘ + r+) = 552 ppm.

av2

e Distance entre deux anions : d; = — = 390 pm > 2R™ = 362 pm
— pas de tangence entre les anions.
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e Condition d’insertion d’un cation dans une cavité octaédrique : Au cas limite de tan-
gence entre anions : a = 2(R‘ + r,,»m) etaV2 = 4R

= riim = (V2= DR".

Pour avoir une coordinence maximale si 7" > (V3—1)R™, le cation se placera préférentiellement
dans une cavité cubique.

Si ( V2 - DR™ <r* <( V3 = )R, le cation se place dans une cavité octaédrique.

e Coordinence :

1 ion Na* entouré de 6 ions C1™, 1 ion CI~ entouré de 6 ions Na*.

2.3 Structure ZnS (sulfure de zinc)

e Maille conventionnelle

o Description : Réseau cubique faces centrées d’ion sulfure S?7, cation Zn>* dans la moitié
des cavités tétraédriques.

e Valeur des rayons : R(S*) =R =184 pm ; r(Zn*") =r" =74 pm

6 —
5=

8
e Population : Z(S) = 3 + 4 et Z(Zn) = 4 = 4 motifs de ZnS par maille.

3 4
e Contact entre anion/cation : % =R +r"=a-= —(R‘ + r*) = 596 pm.

V3
av2

e Distance entre deux anions : d; = - = 390 pm > 2R~ = 368 pm = pas de tangence
entre les anions.

¢ Condition d’insertion d’un cation dans une cavité cubique :

3 2
Au cas limite de tangence entre anions : aT = R + ryy, et % = 2R = rjm =
3
(£ - I)R’ — > (V2- DR
V2

Pour avoir une coordinence maximale, si 7" > ( \/E—I)R_, le cation de placera préférentiellement
dans une cavité octaédrique.

Si(\/g

@ - I)R_ <rf< (\/E — 1)R™, le cation se place dans une cavité tétraédrique.
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Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : On s’intéresse 2 la structure cristalline de 1’iodure d’argent Agl de maille cu-
bique. Le parametre de maille est noté a. Les ions iodure occupent les noeuds d’un réseau
cubique a faces centrées et les ions Ag™ occupent la moitié des sites tétraédriques.

1. Représentez la maille.

2. La masse volumique de la structure cubique de Agl vaut p = 5710 kg.m™>. Calculez le
parametre de maille.

3. Déduisez-en la distance entre un anion et un cation plus proches voisins. Comparez la a la
somme des rayons ioniques et a la somme des rayons covalents. Concluez quant a la nature
de la liaison.

Donnée : M(Ag) = 107,8 g.mol™! ; M(I) = 126,9 g.mol™! ; R(Ag") = 126 pm;

R(I™) =216 pm; r(Ag) = 134 pm; r(I) = 133 pm.



Les réactions d’oxydo-réduction

1.Notion de couple oxydant/réducteur
e Un oxydant est une espece capable de capter un ou plusieurs e”. Un réducteur est une
espece capable de céder un ou plusieurs e”.

e A chaque oxydant, on associe un réducteur. On définit alors un couple Oxy/Red auquel on
associe une demi-équation d’oxydoréduction :

Réduction Réduction

' Red| ou |aOx+qH'+ ne-
Oxydation Oxydation

Oxy + ne-

BRed + pH,O

e Une réaction de réduction correspond a un gain d’e”. Une réaction d’oxydation corres-
pond a une perte d’e”.

2. Nombres d’oxydation

Un élément chimique peut se trouver dans différents états d’oxydation. Le nombre d’oxyda-
tion (noté n.o.) caractérise ces états. Plus le n.o. est élevé, plus I’élément est oxydé.

Remarque : le n.o. se note en chiffre romain.

2.1 Comment calculer le nombre d’oxydation d’un élément ?
o Atome

n.o.(atome) = 0 Ex :n.o.(Fe)=0

¢ Ion monoatomique

n.o.(élément) = charge q Ex: n.o.(Fe2+) =+1I

e Molécule ou ion polyatomique Ex : SO?[ :

Premiéere méthode

@ On écrit la représentation de Lewis de la molécule ou de I’ion polyatomique.

@ Le doublet liant d’une liaison est attribué a I’atome le plus électronégatif.

® La charge nette portée par I’atome correspond a son n.o.

(1] @ O est plus électronégatif que S
o\ ol
| o . 5
©=S—§| — lol s lol
oI
1010 S a perdu 6 e-, il est chargé +6
®n.0.(0)=-1l,n.0.(S) =+VI

Deuxiéme méthode
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Pour une entité polyatomique, la somme des n.o. des éléments est égale a la charge globale
de P’entité. De plus :

n.0.(0) = — II pour la plupart des especes stables, sauf pour O, ot n.0.(O) = 0 et H,O; ou
n.o.(0)=1;

n.o.(H) = + I pour la plupart des especes stables, sauf pour H, ou n.o.(H) = 0.

Ex : Pour SOZ‘, ona:
n.0.(S) + 4 X n.0.(0) = -2 = n.0.(S) = -2 —4x n.0.(0) = + VL.

2.2 Exemples d’ions
e Thiosulfate S,03

Représentation de Nombre Exemple de couple
Lewis d’oxydation oxydant / réducteur
/o
I n.o.(0)=-1| 2 2
=0 S,0677 S20
S=—s'—70i n.o.(Sy) =+ Vil e T s -
100
e Permanganate MnO,
o0\
0.(0)=-1I 2
Permanganate MnO4 @:n%:n—@e n.ro]_c()Mn) =+ VIl MnO4 + 8HM+rl-o54e/' '\iny\z/mb +4H,0
&7
e Dichromate Cr,03"
T ©)=-1i
- n.o. =- 2- 3+
CHED R _ Cr077/ Cr
PR o mEVE ) e+ 14k + e = 20 + TH0
oy o7
e Hypochlorite CIO~
‘ i 0.(0)=-1I Clo/Cl
‘ Hypochlorite ‘ clo ‘ ICl—70 ‘ 22((0)) =+l 2010" + 4H" + 267 = Gl + 2H;0
e Peroxyde d’hydrogene H,O,
- = n.0.(0)=-1 0,/ H0;
00— | LoH)=+ 0, +2H" + 2¢ = H,0,

2.3 Comment prévoir le nombre d’oxydation extréme d’un élément ?
En regle générale (pour les non-métaux a 1’exception du fluor) :

e Pour connaitre le nombre d’oxydation maximal d’un élément (forme la plus oxydée), il
s’agit d’identifier le nombre d’électrons que peut perdre 1’élément sans vider une couche
électronique pleine.

e Pour connaitre le nombre d’oxydation minimal (forme la plus réduite), on identifie le
nombre d’électrons que peut gagner 1’élément sans remplir de nouvelle couche électronique.
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n.o.(max) =+ 1 et n.o.(min) =-I

n.o.(max) = n.o.(min) =0

/ n.o.(max) =0 (car F est I’élément le
H plus électronégatif) et n.o.(min)=-I He
Li | Be F |[INe
Na | Mg Al Ar
K |Ca|Sc | Ti|V [Cr Mn|Fe|Co|Ni|Cu|Zn|Ga Kr
Rb | Sr| Y |Zn |[Nb | Mo | Tc |Ru | Rh | Pd | Ag| Cd | In | Sn Xe
Cs |Ba|La | Hf | Ta| W Re |Os|Ir | Pt |Au|Hg | Tk |Pb | Bi | Po Rn
Fr | Ra | Ac
Métaux
o Meétaux

Le n.o.(max) est le nombre d’électrons que peut perdre la métal pour atteindre la configura-

tion du gaz rare qui le précede.

Le n.o.(min) est toujours O car les métaux s’associent avec des atomes plus électronégatif.

Ex:
alcalins, n.o.(min)=0 et n.o.(max) = +I

Aluminium, n.o.(min) =0 et n.o.(max) = +III

o Non métaux

Nombre d’oxydation maximal : nombre d’électrons de valence.
Nombre d’oxydation minimal : nombre d’électrons manquant pour atteindre la structure du

gaz rare a droite de 1’élément.
3. Demi-pile et pile
3.1 Demi-pile

Une demi-pile est constituée :

— d’un couple rédox (oxydant + réducteur),

— d’un conducteur électrique (électrode : métal qui assure
la jonction avec le circuit extérieur),

— d’un électrolyte.

L’électrode est soit inerte (platine, graphite), soit il s’agit
du réducteur du couple redox.

Si la demi-pile est le siege d’une oxydation, elle est dite
anode.

Si la demi-pile est le siege d’une réduction, elle est dite
cathode.

Exemple de demi-pile

Platine

— Fe?' Fe™

e Une demi-pile de référence posseéde un potentiel constant.
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Electrode standard a hydrogene (ESH) | Electrode au calomel saturé
H, sous 1 bar
fil de platine
mercure Hg (l)
Pt calomel Hg,Cl,(s)
pH =0 coton
solution saturée en
5 f o } KCl
\o‘ °6’ o5 60 ° fritté
]_)f;j:;lli ttlt:npzlatine Description :
- C0uple H30+/H2(g) Coluple Hng(I;IZ(IS)/Hg(/l)
pH = 0 et pya = 1 bar Solution de KCl saturée
E.f = 0 V a toute température A25°C,Epf = 0,245V

e Notation d’une demi-pile : métalloxy, red ou redjoxy
Remarque : | représente un changement de phase au sein d’une demi-pile

Ex : Pt|Fe’*, Fe?*.

3.2 Pile

Une pile se compose de :

— deux demi-piles,

— d’une jonction électrolytique (paroi poreuse ou pont salin) reliant les deux demi-piles. La
jonction permet de fermer le circuit électrique par une circulation d’ions. Ex : Pile Daniell

zinc cuivre

paroi poreuse

|

N
N
solution de solution de
sulfate de zinc Il sulfate de cuivre Il

Notation de la pile :
Zn | (Zn**, SO;) || (Cu**, SO;7) | Cu.
Le symbole || représente la jonction électrolytique.

3.3 Force électromotrice d’une pile

e La différence de potentiel a vide entre les deux électrodes d’une pile est appelée force
électromotrice de la pile et notée fem. On la mesure a I’aide d’un voltmetre : fem = V, — V.

e Par convention, on définit la fem comme une grandeur positive : V, > V. L’électrode 2
(a droite) est I’électrode positive et I’électrode 1 (a gauche) est I’électrode négative.
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(V)
.
Electrode +——= . H Electrode 2
Solution 1w I_| U < Solution 2
(ox1/red1) (ox2/red2)

soit : électrode 1 | Ox1, red1 || Ox2, red2 | électrode 2

3.4 Capacité d’une pile
e La quantité Q de charge électrique débitée par une pile a I = const pendant Az est :
Q=I1xAt=n.F

avec n, : quantité de matiere d’électrons échangés durant At ;
F : constante de Faraday (F = 96 500 C.mol™).

e La capacité 0, d’une pile est la quantité maximale de charges électriques qu’elle peut
fournir au cours de sa décharge pendant sa durée de vie At,;, :

Qm =1IXx A[vie = ne,maxF

avec M, mqy = quantité de matiere maximale d’électrons échangés.
Q,, s exprime en coulomb (C) ou en ampere-heure (A.h) avec 1 A.h = 3600 C.

3.5 Prévision du fonctionnement d’une pile

La mesure de la fem (ou la détermination de la polarité de la pile) permet de décrire le fonc-

tionnement de la pile. A ’extérieur de la pile, les électrons sortent de la borne négative et
arrive a la borne positive :

— L électrode négative est donc le siege de I’oxydation (elle joue le rdle d’anode).
— L électrode positive est donc le siege de la réduction (elle joue le rdle de cathode).

N
N
e e
® S
Electrode 1 » Electrode 2
Solution 1_{» U |—| -« Solution 2
(ox1/red1) (ox2/red2)
Ox + ne —= Réd ‘ ‘ Réd— Ox +ne ‘
réduction oxydation

3.6 Potentiel d’électrode

e [’existence d’une f.e.m est due aux discontinuités entre :
— les conducteurs et la solution électrolytique,
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— les deux solutions électrolytiques, soit :
fem=V, -V =(V, - Vsol, 2) + (Vsol, 2 - Vsol, D—-(Vi- Vsol, -

e On pose :

E{ = V| - Vg, 1 : potentiel d’électrode du couple Ox;/Red;
E; = V; - Vg, 2 : potentiel d’électrode du couple Ox,/Red,
V jonction = Vsol, 2 - Vsol, 1 : tension de jonction.

On fera I’hypothese que : Vionction = Vsol, 2 = Vsol, 1 = 0, ainsi la fem d’une pile peut s’expri-
mer par :

fem:Ez—El.

Le potentiel d’électrode d’un couple Ox/Red est la f.e.m. d’une pile dans laquelle la demi-
pile de gauche est I’E.S.H. (électrode standard a hydrogéne), et la demi-pile de droite est
constituée du couple Ox/Red.

4. Relation de Nernst

Le potentiel d’électrode peut étre exprimé grace a la relation de Nernst.
e On considere un couple Ox/Red d’équation de réaction :

aOx+qH " +v4A+ne =BRed+pH,O+v3 B
On introduit :

— Dactivité a; de I’espece i définie par :

nature de 1’espece activité ag;
. C; ]
Soluté A; en solution | a; = C—(') avec C;= concentration de A; et C° = 1 mol.I™!
Solide A; pur a =1
Liquide A; pur a; =1
P<
Gaz A; pur a; = P_(l) avec P;= pression partielle de A; et P = 1 bar

— n le nombre d’électrons échangés dans la demi-équation d’oxydoréduction ;
- EE’)X/RC 4 le potentiel standard d’oxydoréduction du couple Ox/Red. Cette grandeur ca-
ractéristique au couple ne dépend que de la température 7.

— R la constante des gaz parfaits (R = 8,31 J.K '.mol™");
— F la constante de Faraday (F = 96 500 C.mol™!)

— T la température exprimée en Kelvin (K).

RT T RT
Ona:— 1 =—1 — =0,059 Va298 K.
na 7 n(x) FIn(10) og(x) avec FIn(10) ,059 Va29

o Relation de Nernst

RT (a0x)*(an+)"(as)™

. _ g L RT Volt).
Ox/Red = Z0Ox/Red ™ 3,7 "\ (4 Red)ﬂ(amo)”(ab)vb)(en o
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e A 298 K, cette relation devient :

,06 (aox)"(ap+)1(as)™
Eox/Red = E¢ + log (en Volt).
/ Ox/Red = p (@ Red)’(am,0)"(ap)”
e Exemples
Couple demi-équation Activité g;
électronique
_ 0,06 [Fe3*]
3+ 2+ 3+ _ Ba2+ _ o >
Fe”" /Fe Fe’" + le” =Fe Egese jpe2+ = EFe3+/Fe2+ + 1 log([F62+]
_ 0,06 [Fe?*]
2 2 o 5
Fe“*/Fe(s) Fe*t 4+ 2¢~ = Fe(s) Epasjpe = EFe“/Fe = log( o
- - _ . 0,06 Pci, (C)?
Cla(@)/CI™ | Cl(g) +2¢” =2C1" | Eqygyer = Egyyor + 5 10g( CRTORE
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5. Diagrammes de prédominance et d’existence redox

5.1 Définitions

¢ Un diagramme de prédominance délimite les domaines de prédominance d’especes re-
dox d’un élément donné. Dans un domaine de prédominance, une espece rédox admet une
concentration au moins 10 fois supérieure aux concentrations des autres espéces. En dehors
de ce domaine, I’espece existe mais elle est minoritaire. Les especes dissoutes présentent des
domaines de prédominance.

Ex : Fez+, Fe3* admettent des domaines de prédominance.

e Les especes insolubles présentent des domaines d’existence. En dehors de ces domaines,
ils ne peuvent exister. Lorsqu’il y a présence d’une espece insoluble, on définit donc un dia-
gramme d’existence.

Ex : Fe(s) admet un domaine d’existence.

5.2 Nécessité d’une convention

Pour établir les diagrammes de prédominance et d’existence des especes rédox d’un méme
élément chimique, il convient de fixer une convention :

¢ Pour une frontiere entre deux especes dissoutes :
— la concentration totale atomique en solution de I’élément considéré est €gale a Cypp 4.
— les concentrations atomiques en élément considéré sont égales (équipartition de 1’élément).

¢ Pour une frontiére entre une espece dissoute et une phase solide : 2 1a limite d’existence
de la phase solide, la concentration atomique en solution de 1’élément considéré est égale a

Ctracé'
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5.3 Etablir un diagramme de prédominance ou d’existence

Diagramme de prédominance de Fe** /Fe’*
e FEtude de la frontiére

— Convention 2 la frontiére : Cyyocg = [Fe’*] + [Fe**] et [Fe’] = [Fe**]

C pY
— [Fe3+] — [Fe2+] — tracé

2
. 0,06 ([Fe™*]\ .,
e EFe“/Fe2+ = EF@"/Fe2+ + T log ( [F62+] = EFe‘z*/Fe2+

— Prédominance de Fe**

0,06
[Fe*] > 10[Fe”"] = Bge e > Ef o e + =7 log(10) =Ef . . +0,06

eh /Fez+ 63+ /Fe“

— Prédominance de Fe**

0,06 1
[Fe’*] < 10[Fe*"] = Eperjper <Ep + — log(—) =E’

e3+/FeZ+ 1 10 Fe3*/Fez* - 0’ 06

0 0 0
[Fe**] < [Fe?*] E -0,06 E E” +0,06 [Fe*] > [Fe*]
1 } ! E (V)

[Fe*] = [Fe™"]

Diagramme d’existence de Fe** /Fe(s)
e FEtude de la frontiére

— Convention a la frontiere : a la limite d’existence de la phase solide, la concentration ato-
mique en solution de I’élément considéré est égale a Cypp 4.

. 0,06 [Fe**]
- EF62+/Fe = EFe“/Fe + —2 log (—CO

— Pour C < Cypyc6- ’él€ment n’est pas totalement dissous, le solide existe et E < Ejip.

_ o
- El:e2+ /Fe

C. P
+0,03 log( tg}fe) = Ejim.

EIim

Existence du Fe(s) Fe?*

E (V)

N Dans les diagrammes de prédominance ou d’existence, I’ oxydant prédomine (ou existe)
a droite tandis que le réducteur prédomine (ou existe) a gauche.

5.4 Utiliser un diagramme de prédominance ou d’existence

5" Si deux espéces présentent des domaines de prédominance ou d’existence disjoints
(sans aucun potentiel commun) alors ses especes sont incompatibles et réagissent entre elles.

Ex : domaines de prédominance de Cu2+, Cu* et d’existence de Cu.

1
0,17 Cu Ii cut !
1

L’espece Cu* présente deux domaines disjoints (pas de partie commune). L’ion Cu* est in-
stable et réagit sur lui-méme pour donner Cu** et Cu selon :
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2C* - Cu** + Cu(s).

6. Réaction d’oxydo-réduction

Les réactions d’oxydoréduction sont des équilibres qui peuvent étre thermodynamiquement
favorables ou défavorables. Comment peut-on le prévoir ?

6.1 Approche qualitative

> L’oxydant (Ox;) d’un couple de potentiel standard E00x1 /Red1 T€agIt de fagon quantitative

avec le réducteur (Red,) d’un autre couple de potentiel standard EOOX2 IRd2 Si EOOX1 > E?ee 0

Pour se repérer, on peut tracer une échelle de potentiel standard. La réaction sera quantitative
si un gamma a I’endroit peut étre tracé. Dans le cas contraire la réaction d’oxydoréduction
sera défavorable.

¢ Réaction quantitative :

réducteur \/ Red;
1

|
oxydant Ox,

EO

R,q : 11 suffit d’une différence de quelques dixiemes de volt (entre EOOX et Ege 4) pour que la
réaction soit quantitative.

e Réaction défavorable thermodynamiquement :

réducteur  Red, \\/
1

[ |
oxydant

6.2 Approche quantitative, détermination de la constante d’équilibre

EO
OX2

e Soit I’équilibre redox : n, Ox; + n; Red, = n; Ox, + ny Red; avec n électrons échangés.

F

log K°(T) = —— X (E° — E?
0g KX = 1oy ke B1 ~ B2
n

0,06
n_(po_ro
soit K° = 10006 Fi7E)

o o n o o
(El - E2) = ——(E EredZ)

A 298 K, log K°(T) = 506 Eout

e Si K° > 10 la réaction est thermodynamiquement favorable.

Ex : Calcul de la constante d’équilibre entre les ions Fe** et les ions permanganate MnQO;.
Données : E{ = E°(MnO; /Mn>*) = 1,51 V et E3 = E°(Fe’* /Fe’*) = 0,77 V.

Méthode :

@ Ecrire I’équation de la réaction d’oxydoréduction a partir des demi-équations électroniques

Avec MnOj + 8H" + 5S¢ = Mn** + 4H,0 et Fe** =Fe’ + le7,
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on obtient : MnOj + SFe** + 8H* = Mn** + 5Fe™* + 4H,0.

@ Exprimer la constante d’équilibre en fonction des activités des especes chimiques
0 [Fe3+]5 [Mn2+]
[MnO; ] [Fe**]5 [H*]8

® Exprimer le potentiel d’électrode a 1’aide des formules de Nernst

0.06 ([Mn04] [H*ls]

EMnO;/Mner = ET + 5

[Mn?*(CO)}]
. 0,06 [Fe3*]
et EFe“/Fe“ = E2 + T lOg ( [Fez+] .

® Uniformiser les deux coefficients devant le log en introduisant des exposants a I’intérieur
du log

— o
Entnoy i+ = E7 +

0,06 ( [MnO; ] [H;07] )
log 5
5 [Mn“"]
. 0,06 [Fe** ]
et Epg+per = E5 + 5 log [Fe2+]5 .

® A I’équilibre, il y a unicité du potentiel.

0,06 ([Mn04] [H']® 0,06 ([Fe3+]5)
log

=E5+ —~—1o
5 [Mn?'] ) : S\ P

E; +
! 5

® Exprimer la constante d’équilibre en regroupant les termes en log

o ( [F€3+]5 [Mn]2+ ]
[MnO;] [Fe’* 15 [H;0*]8

= log(K°) = ﬁ(m - E3)

7. Réaction de dismutation, de médiamutation

e Si au cours d’une réaction d’oxydoréduction, une méme espece chimique, oxydant dans
un couple et réducteur dans un autre, réagit sur elle-méme, on dit que I’espece se dismute et
on parle de réaction de dismutation.

e Si au cours d’une réaction d’oxydoréduction, un oxydant Ox; réagit avec un réducteur
Red; pour donner une seule espece chimique, réducteur associé a Ox; et oxydant associé a
Red,, alors on parle d’une réaction de médiamutation ou rétrodismutation.

Ex : Cl(aq)/Cl (aq) et ClO™(aq)/Cly(aq)
¢ Cl, + 2HO™ — CI™ + CIO™ + H,O est une réaction de dismutation,

o CI” + ClO™ + 2H" — Cl, + H,O est une réaction de médiamutation.

Sauriez-vous répondre ?
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Exercice 1 : ¢ Donnez les nombres d’oxydations des éléments chimiques présents dans
les ions ou molécules suivants : SO?[, H,0,, CO%_, MnOy.

e Quels sont les nombres d’oxydation limite des éléments : manganese, carbone, fluor et cal-
cium ?

Données : Z(Mn) = 25; Z(C) = 6; Z(F) = 9 ; Z(Ca) = 20.
Exercice 2 : Donnez I’expression des potentiels de Nernst des couples :
MnO;/an* ; CIO/Clh(g) Fe(OH)g(s)ﬂ:e2+(aq).

Exercice 3 : L’eau oxygénée intervient dans deux couples :

H,0,/H,0 de potentiel standard E(1) =1,77V
et O,/H,0, de potentiel standard EY=0,69V.

Ecrivez I’équation de la réaction de dismutation de I’eau oxygénée.
Calculez la constante d’équilibre.



Les réactions acide-base

1.Acides et bases en solution aqueuse

1.1 Définitions

e Un acide de Bronsted est une espece chimique susceptible de céder un ou plusieurs pro-
tons.

Un monoacide pourra céder un proton H*. Un polyacide pourra céder plusieurs protons.
L’ion H* est en fait hydraté ; on peut donc utiliser comme notation soit H*, soit H;0™.

Ex:

Acide Réaction

Acide nitrique, HNO; HNO; — H" + NO; monoacide
Acide chlorhydrique, HCI1 HCI - H* + CI” monoacide
Acide éthanoique, CH;COOH | CH3;COOH — CH3COO™ + H* | monoacide
Hydrogénocarbonate, HCO3 HCOj3 — CO%‘ +H* monoacide
Acide sulfurique, H,SO4 H,SO4 — SOi‘ + 2H* diacide
Acide phosphorique, H;PO4 H;PO4 — POi_ + 3H* triacide

e Une base de Bronsted est une espece chimique susceptible de capter un ou plusieurs pro-
tons.
Une monobase pourra capter un proton H*. Une polybase pourra capter plusieurs protons.
Ex:

Base Réaction
Soude, NaOH NaOH + H" — Na* + H,O | monobase
Potasse, KOH KOH + H* - K* + H,0 monobase

Hydrogénocarbonate, HCO; | HCO; + H" — CO, + H,O | monobase

Ammoniaque, NH3 NH; + Hf = NHj} monobase

Une espece, acide dans un couple et base dans un autre couple est un ampholyte, c’est une
espece amphotere (ex : HCO;).

1.2 Couple acide/base

Un couple acide/base est composé d’un acide AH et d’une base A™. Il est associé a la demi-
équation protonique : AH — A~ + H".

Ex : couple CH3;COOH/CH;COO™

demi-équation protonique : CH;COOH — CH;COO™ + H*

Lors d’une réaction acido-basique, il y a échange de protons.

1.3 Couple acide/base de I’eau

L’eau est amphotere, elle participe a deux couples dans lesquels elle joue soit le role d’acide
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soit le role de base : H,O/HO™ et H;0*/H,0.

Dans I’eau, il existe un équilibre appelé autoprotolyse de 1’eau de constante d’équilibre K,,,
soit: 2H,0 - H;0" + HO™ ; K =K, =[H;0"].[HO ] =10""*a25°C.

1.4 Définition du pH
e On définit une grandeur thermodynamique appelée pH telle que :

[H307]

pH =—log ol avec C° = 1 mol.™".

e On définit également la grandeur pOH vérifiant : pOH = — log

e Relation entre pH et pOH :

14 = pH + pOH.

[HO™]
co

En effet, Ke = 107'* = [H30"] x [HO"] = 14 = pH + pOH.

e Dans I’eau pure, I’autoprotolyse produit autant de H;O* que de OH™,
soit [H30*] = [HO™] = 107" mol.L™". La solution est dite neutre.

Si [H3;0*] > 1077 mol.L™! et donc [OH™] < 10~7 mol.L™", 1a solution est dite acide.
Si [H30%] < 107" mol.L™! et donc [OH™] > 10~ mol.L™", la solution est dite basique.

2. Nature des acides et des bases

2.1 Acide fort — Base forte

Acide fort

Base forte

Un acide est fort si sa réaction avec

Une base est forte si sa réaction

Définition I’eau est totale quelle que soit sa | avec I’eau est totale quelle que soit
concentration. sa concentration.
HCI +H0 —» H;0" + CI
Exemple t=0 ¢ - 0 0 NaOH—3Y o Na* + HO
t 0 - Co Co

2.2 Acide faible — Base faible

Acide faible

Base faible

Un acide est faible si sa réaction

Une base est faible si sa réaction

Définition avec I’eau n’est pas totale. Il s’agit | avec I’eau est n’est pas totale. I
d’un équilibre. s’agit d’un équilibre.
CH3COOH + H,0 - CH3COO0™ + H;0" NH; +H,0 — CH;COO™ + H;0"
Exemple t=0 Gy - 0 0 t=0 Gy - 0 0
t Co-X - X X t Co-X - X X
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Définition de
la constante
d’équilibre

Pour un couple conjugué d’acide
et de base faibles AH/A™, on
définit une constante d’acidité K,. Il
s’agit la constante d’équilibre de la
réaction de 1’acide faible sur I’eau :

AH+ H,O=A" + H30+
[AT].[H307]

K, =
[AH].C?

On définit également la constante
de basicité K;, comme la constante
d’équilibre de la réaction de la base
sur ’eau :

A” +H,O=AH + HO™
_ [AH].[HOT]

b [A-].CO

Onak, =K, K.

En posant pKa = —log K, et pKb = —log K}, on a aussi pK, = pK, + pKj.

ESN

Plus un acide (respectivement une base) a un K, (respectivement Kj) faible soit pKa

(respectivement pKb) élevé, plus cet acide ((respectivement base) est faible.

acide fort non
présent dans l'eau , =
H;O

acide K_H
| ]

acidité croissante

AH

H,O

base

0 A
H,O

basicité croissante

; > pKa

HO™  pase forte non

> présente dans I'eau

5" On ne peut associer de constante d’acidité (ou de basicité) a des acides (ou a des bases)

fort(e)s.

Exemples d’acide fort/faible et de base forte/faible :
Acide Nature Base Nature
HNO; acide fort NaOH | base forte
HCl acide fort KOH | base forte
CH3COOH | acide faible HCOj | base faible
HCOj3 acide faible
H,SO,4 premiere acidité forte,

deuxiéme acidité faible

H;PO, trois acidités faibles

3. Diagrammes

3.1 Etablissement d’un diagramme de prédominance

e Pour les couples acide/base, établir un diagramme de prédominance, c’est délimiter le do-
maine pour lequel 1’acide (respectivement la base) prédomine devant la base (respectivement
I’acide).
Une espece prédomine si sa concentration est au moins 10 fois supérieure a celles des autres
especes.
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En dehors de son domaine, 1’espece existe mais elle est minoritaire.

A").[H30*
e Soit le couple AH/A™ : AH + H,0 — A™ + H;0"; K, = %
H;0*
— Si[A"] = [AH] alors K, = L 3Co Dot pH = pKa.

— On considere que AH prédomine devant A~ si: [A7] X 10 < [AH]
soit pH < pKa -1 (a gauche du diagramme).

— On considere que A~ prédomine devant AH si [AH]x10 < [A™] soit pH > pKa + 1 (a droite
du diagramme :

an | | =«
| | 1 | | . pH
0 pKa-1 pKa pKa+1 14
Ex:
. CH3COOHI R I CH;COO™ > pH
0 3,8 4.8 58 14

’

3.2 Courbes de distribution
Les courbes de distributions représentent le pourcentage d’une espece en fonction du pH.

e Dans un premier temps, il faut attribuer les différentes courbes de distribution aux especes
chimiques.

e Si deux especes acide et base conjugués ont des pourcentages égaux alors le pH lu en
abscisse est égal au pKa du couple.

Ex : courbe de distribution de l’acide phosphorique H3; PO,

% des espéces

a5 At

/
/e

o Allure du diagramme de prédominance

HsPO, | HPO, | HPO> | PO,

‘:pH

On peut alors attribuer les courbes : @ = H;PO4, ® = H,PO,, ©® = HPOi_,
® = PO;"
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A P’intersection de @ et ® on a pH=2,1 = pKa; =2,1
A P’intersection de @ et ® on a pH=7,2 = pKa, =7,2
A T’intersection de @ et @ on a pH = 12,4 = pKaz = 12, 4.

Soit :

HsPO, | HPO, | HPOZ

PO

2,1 72 12,4

pH

4. Composition chimique d’un systeme a I'état final

4.1 Transformation totale

Lorsque I’on dissout un acide fort ou une base forte dans 1’eau, la transformation est totale.
L’avancement volumique x est donc I’avancement maximal.

Pour connaitre la composition du systéme a 1’état final, il suffit de dresser un tableau d’avan-
cement.

Ex:
Acide fort HC1 Base forte NaOH

Dissolution d’acide chlorhydrique | Dissolution de soude pour une con-
Dissolution | pour une concentration apportée aC | centration apportée a

=107 mol.L™". C=10"mol.L™".

HCI +H,0 —» H;0" + Cr NaOH — Na'+ HO
Exemple t=0 C - 0 0 t=0 C 0 0
t 0 - c c t 0 c c

Détermina- -
. [H30%] C [HO™] C
tion du pH | pH=-log i —log Yo} pOH =-1lo 0 - —log ]
ou pOH

4.2 Equilibre chimique

Lorsque 1’on dissout un acide faible ou une base faible dans 1’eau, la transformation cor-
respond a un équilibre chimique. Grace a la constante d’équilibre de la réaction, on peut
déterminer 1’avancement a 1’équilibre x,.

Ex:
Acide faible CH;COOH Base faible NH;
(pKa =4,8) (pKa=9,2 = pKb =4,8)

Dissolution d’acide éthanoique | Dissolution d’ammoniaque pour
Dissolution | pour une concentration apportée | une concentration apportée C =

C =107 molL™ 107 mol.L™!

CH3COOH + H;0 — Hs0" + CH3COO NH; +HyO — HO™ + NH4
Exemple t=0 C - 0 0 t=0 C - 0 0

tt C-Xe - Xe Xe tt C-Xe - Xe  Xe
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Expression
de la cons-
tante d’équi-
libre

_[A7][H307]
‘7 [AH).CO
2
_ Xe _ 1048
T (C-x,)C0 10

K, = [AH].[HO™]
[A-].CO
2
_ Xe — 1048
- (C-x,)CO 10

On peut résoudre 1’équation du se-
cond degré et trouver x,

On peut faire I’hypothése que la

On peut résoudre 1’équation du se-
cond degré et trouver x,

On peut faire I’hypothese que la

Hypotheses | <,ction est défavorisée D réaction est défavorisée :
X
C-x,xC=K,~ — C-x,xC= Ky~ —
e CCo ~ bT o
= x, = VK, CCO = x, = VK, C CO°
. . H;0% ” HO™ e
Détermina- | pH =—] LH307] _ ~log Xe pOH =-log L 1_ —log e
. CO CO CO CO
tion du pH 1 C 1 o
ou pOH = E(pKa—log E) = E(pr—log E)
On calcule «, le coefficient de dis- | On calcule S, le coefficient de dis-
Vérificati sociation de 1’acide faible : sociation de la base faible :
crification x, [H;0*] 107PH x, [HO"] 107POH
de Mhypo-ja=p="r—="7¢" F=c="¢c ¢~
these Si « < 10 %, I’hypothese est | Si 8 < 10 %, I’hypotheése est
vérifiée. vérifiée.

5. Solution tampon

5.1 Qu’est-ce qu’une solution tampon ?

Une solution tampon est une solution dont le pH varie peu par ajout modéré d’une base forte,
d’un acide fort ou par dilution modérée.

Une solution tampon est constituée d’un mélange d’acide faible et de sa base conjuguée dans
des proportions voisines.

La solution tampon la plus efficace correspond a celle ou I’acide et la base conjuguée sont
en proportions égales (pH = pKa). Plus la solution tampon est concentrée, meilleure est son
efficacité.
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5.2 Comment fabriquer une solution tampon de pH = pKa?

3 méthodes
Mélange de : Mélange de :
* une quantité 2ng d'acide faible AH * une quantité 2n, de base faible A”
* une quantité ng d'ions HO * une quantité ng d'ions HyO*
\

Mélange stoechiométrique d'acide faible
AH et de base faible A”

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : On donne les courbes de distribution des especes :
H,P,0,, H3P,07, H,P,03", HP,03~, P,O7 .

Attribuez les courbes et déterminer les pKa. Déduisez le diagramme de prédominance.

Exercice 2 : On dispose d’une solution d’acide éthanoique (pKa = 4, 8)
aC =107 molL™".
Déterminez la composition finale du systeme. Déduisez-en le pH de la solution.

Exercice 3 : Comment préparer 1 L d’une solution tampon pH = 9,2
aC =1,0x 107" mol.L™! a partir de cristaux de soude et une solution d’ion ammonium N Hj

a1,0mol.L™"?
Données : pKa(NH;/NH3) = 9,2 ; M(soude) = 40,0 g.mol_l.



Les réactions de complexation

1. Qu’est-ce qu'un complexe ?

o Les complexes sont des édifices polyatomiques dans lesquels un atome métallique possédant
au moins une lacune électronique est li€ a des molécules, des anions possédant des doublets
non liants appelés ligands.

e Les complexes peuvent étre neutres, chargés positivement ou négativement.
o Les complexes sont solubles en solution aqueuse.

Ex : [Cu(NH3)4]*" : tétraammine cuivre (II).
2. Réaction de formation et dissociation des complexes

2.1 Réaction de formation, dissociation des complexes

Il convient de distinguer les réactions de formation et de dissociation des complexes ML,
(M : atome métallique, L : ligand).

On distingue les réactions de formation globale ou plusieurs équivalents de ligands inter-
viennent, des réactions de formation successives ou un seul ligand est mis en jeu. Cette dis-
tinction peut se faire également pour les réactions de dissociation des complexes.

Réaction de formation du complexe M,

[ML]
():M+L— ML Kp=——nr
. [M].[L]
Equation de réaction [ML,]
de formation succes- 2):ML+L— ML, Kpp= ——+
. . R [ML].[L]
sive  (échange d’un
équivalent de ligand)
[ML,]
‘ML, +L—-> ML, Kp=——"—
00 Ml b= M K= 1”12
Equation de réaction de . _ [ML,]
formation globale (GF):M+nL—> ML, B = [M].[L]"

Réaction de dissociation du complexre M,

, [ML,,].[L]
) : ML, » ML,_, + L K,,,,:W
, , [ML,-]1.[L]
Equation de réaction | ' =D MLy > ML+ L Ka, , = [MnL—_l]
de dissociation suc-
cessive (échange d’un . MLLIL
équivalent de ligand) (2): ML, > ML+ L Ky = [MLIIL
[ML,]
" _ [M].IL]
(1"): ML > ML+ L Ky = ———
[ML]
Equation de réaction de _ [M]ILY

. .. GD): ML, M + nL Kp =
dissociation globale (GD) - " P L,
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2.2 Relation entre les constantes d’équilibre

Si une équation de réaction (c) est une combinaison linéaire des équations de réaction (a) et
(b) par (¢) = a(a) + B(b) alors on peut exprimer la constante d’équilibre de la réaction (c)
par: K. = K7 X Kf ou K, et Kj, sont les constantes d’équilibre des réactions (a) et (b).

n

e (GF) est la somme des n équations de formation successive donc : 3, = l_[ Ky

i=1

n
e (GD) estla somme des n équations de dissociation successive donc : Kp = 1_[ K
i

1 1
Ona: =Ky =— et Kfj=—
e Ona: n= . et Ky X,
e Pouri>1:
O M +iL — ML, p, = ML
' l " [M]LILY
o . 1ML
—(i-1): ML, — M+ (i— 1)L 5T L
(i)=@GY -G-1Y ML, +L— ML K= =B
- ! ’ " Ky B
e On définit également pKd, comme : pKd, = —log Ky,.
e Bilan
1 - - 1
=Kp=—— = Ky , Kp= Ki 5 Kpi=—
B n=gs B l;[ ! D U d "=
pKd, = —log Ky,
3. Diagramme de prédominance
3.1 Complexe monocoordiné ML
ML 1
(1) : M+L—> ML Kﬂ:u:—
' [M]IL] Kan
1 1
e Si[M]=[ML]alors Ky = — = — = pL = —log[L] = pKd,
Ko [L]

K
e Si[M]>[ML] alors [Td]l > 1 = pL > pKd; (M stable a droite du diagramme).

e Si[M] < [ML] alors % <1 = pL < pKd; (ML stable a gauche du diagramme).
On obtient donc le diagramme de prédominance :
ML I M
pKd4

pL
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RQ: SipL — oo, [L] — 0, s’il n’y a pas de ligand, M est prédominant.

3.2 Utilisation du diagramme de prédominance

Si deux espéces présentent des domaines de prédominance dans des zones de pL disjoints
alors ses especes sont incompatibles et réagissent entre elles.

Si deux especes présentent des domaines de prédominance présentant des zones communes
de pL alors ses espéces ne réagissent pas entre elles.

e Complexes successifs stables

L’ objectif est d’établir le diagramme de prédominance de Ag*, [Ag(SCN)] et [Ag(SCN)]Z*
Données : pKd; = 7,6 et pKd, = 1, 5.

On peut établir (cf. 3.1.) :

[AG(SCN)] | Ag®
pL
7.6
[AG(SCN),J | [Ag(SCN)]
pL
1,5

On en déduit que le complexe [Ag(SCN)] présente des domaines de prédominance a partie
commune, ce complexe est stable. Le diagramme de prédominance est :

[AG(SCN),I" I [Ag(SCN)] I Ag’

1,5 7,6

pL

e Complexes successifs instables
L’ objectif est d’établir le diagramme de prédominance de Ag*, [Ag(NH3)]* et [Ag(NH3),]*
Données : pKd; = 3,3 et pKd, = 3,9

On peut obtenir :

[AG(NH, )T | Ag' 39
pL

33 [Ag(NHy)]" I [Ag(NH3)I"

On en déduit que le complexe [Ag(NH3)]* présente des domaines de prédominance disjoints,
il n’est donc pas stable. Seules les especes Ag* et [Ag(NH3),]" sont a considérer.

4. Courbes de distribution

Comme pour les réactions acido-basiques, on peut également définir les courbes de distri-
bution représentant le pourcentage d’une espece en fonction du pL. Ces courbes permettent
également d’obtenir les pKd et d’accéder aux domaines de prédominance des especes inter-
venant dans les réactions de complexation.
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%espéce

pNH;
e Allure du diagramme de prédominance

Cu2+

PNH3

[Cu(NH3)]** | [Cu(NH3)zI**

[Cu(NH3),** [Cu(NH3)**

On peut alors attribuer les courbes : @ = % [Cu(NH3)4]*" ® = % [Cu(NH3);]**
® = % [Cu(NH3),1** @ = % [Cu**].

A I’intersection de @ et ® on a pL=2,0 = pKd; =2,0

A Pintersection de ® et ® on a pL=3,0 = pKd; =3,0

A I'intersection de © et @ on a pL = 3,4 = pKd; = 3,4.

A T’intersection de @ et ® on a pL =4,2 = pKd, = 4,2. Soit :

[CU(NH3) 1> cu®*

[Cu(NHz3)4)?* | [CuNH3)s1** [Cu(NHg)]**

-

20 3.0 3.4 42 PNH;

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : On donne les courbes de distribution des espéces :
Ni?*, [Ni(en)]**, [Ni(en),]** et [Ni(en);]**

ol en représente le ligand éthylenediamine.

Attribuez les courbes et déterminez les pKd successifs.

Déduisez-en le diagramme de prédominance, puis la valeur de log 3.

%espece

100

40

804

704

604

50

40

30




Les réactions de dissolution

1. Définition de la solubilité

A une température donnée, la solubilité s est la quantité maximale de solide qui se dissout

\%4

dans 1 L d’eau pure : s = - Unité : mol. L™

On peut également définir cette grandeur a partir d’une espece gazeuse.

Ex : bilan matiere en quantit¢é de matiere de la réaction de dissolution du solide (appelé
précipité)
AgCl(s) — Ag'(ag) + Cl (ag)
t=0 n 0 0
Iy n-— é:mux é:max é:max
_ é:max _ +1 _ _
= s="—=[Ag"]=[CI"].
14
2. Produit de solubilité

Le produit de solubilité, noté K, est la constante d’équilibre a la température T de la réaction
de dissolution de [’espéce solide.

[Al

ol avec C° = 1

e Si le solide est un cristal moléculaire A : A(s) — A(agq), on a K =
mol.L™! et [A], la concentration de A 4 I’équilibre de dissolution.

e Si le solide est un cristal ionique CxAy : CxAy(s) = xCP*(aq) + yA? (aq), on a K, =
[CP* . [AT],
(CO)x+y
e On définit le pK; comme : pK; = —log K.

avec [CP*]) et [A7"T)] les concentrations de C et A a1’équilibre de dissolution.

e K serapporte a la réaction de dissolution du précipité.
3. Conditions de précipitation

Soit un cristal ionique CxAy(s). L’ équation de la réaction de dissolution est :
C Ay (s) = xCP™ + yAT™.
e Si les trois especes : CxAy(s), C’* et A7 sont en équilibre, alors
[CP]L[ATT,
(CO)x+y

e Supposons le systeme hors équilibre avec une solution non saturée (absence de solide).
L’étude du quotient réactionnel permet de décrire 1’évolution du systeme :
[CP*]; [ATT,, . _ : P
;= W avec [CP ). et [A97];.] les concentrations de C et A hors équilibre.

s =
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Si Q, < K, il ne se formera pas de solide et 1’état d’équilibre ne peut pas étre atteint.

Si Q, > Kj, le quotient de réaction évolue en diminuant jusqu’a atteindre K, on atteindra au
final un état d’équilibre.

Systéme a I'équilibre
(coexistence de C,A,, C°" et AT)

i Q

N J
b Y /Ks Y

Qr <K Q> Ks
pas de formation de solide C,A, formation de C,A, jusqu'a atteindre Q; = Ky

Ces conditions sont identiques si on s’intéresse a la solubilité d’une espece gazeuse.

4. Diagramme d’existence d’un précipité

Etude sur un exemple, le chlorure d’argent AgCI(s) : AgCl(s) = Ag* + CI-

Solution d’ions chlorure a la concentration | Solution d’ions argent a la concentration de

de Cirace Cracé
Pour quelle valeur de pa, le précipité | Pour quelle valeur de pc; le précipité
existe-t-il ? existe-t-il ?
e Si O, > K, le précipité se forme eton | o Si Q, > Kj, le précipité se forme et on
a: pag < pKs +10g(Ciryee) a: pa < pKs +10g(Cirace)
o Si Q, < Kj, le précipité ne se forme | o Si O, < Kj, le précipité ne se forme
pas, seuls les ions sont présents. pas, seuls les ions sont présents.
Ab de AgClI Ab de AgCl
Existence de i sence ._e ¢ ES) N Existence de , sencel.e 9 ES) "
AgCl(s) Présence d'ions Ag”, Cl AgCI(s) Présence d'ions Ag’, Cl
Ke+ 1 . Pag Ko+ | , Pci
PRs 09Ctrace PRs 09Cirace

5. Calcul de solubilité dans I'eau pure

@ On exprime les concentrations des ions a I’équilibre en fonction de la solubilité.

@ En reportant dans 1’expression du K, on calcule la solubilité.

Ex : K((AgCl) =2x 107" ; K’'s(Ag,CrO,) = 1072
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AgCl Agr,CrOy4
AgCls) — Agt + CI Ag,CrO4(s) — Ag® + 2010
=0 n 0 0 t=0 n 0 0
ty n—=g& & &, Iy n-=¢g & 2%,
s = e =[Ag']. = [CI7] s = Se =[Ag']. = l[cr02—]e
v = [Ag7 . : J(Cr03
. [Ag'LICrO; 12 453
= [Ag+]e[Cl_]g _ 52 s = (CO3 - (CYY3
‘ (CY)? (C%)? %
_ 03 s
= s=C'VJK, = :”_C’/T:
s(AgCl, eau pure)=1,41 x 10~ mol.L™! s(Ag,CrOy, eau pure)
=6,30x 10~ mol.L™!

6. Facteurs influencant la solubilité

6.1 Influence de la température
La solubilité d’un solide augmente généralement avec la température.

La solubilité d’une espece gazeuse diminue généralement avec la température.

6.2 Effet d’ions communs
e Ily aeffet d’ions communs :
— si on dissout C,A(s) dans une solution d’ions C”* ou A" ;

— si on ajoute des ions C”* ou AY” a une solution obtenue par dissolution de CA(s).

e Exemple : étude chlorure d’argent AgCl(s) AgCl(s) — Ag* + CI™
Si I’on ajoute au systéme initialement & 1’équilibre ([Ag*], et [C1"],) des ions CI.
La concentration des ions chlorure augmente : [C1™ ], >[C]l"],
_ [Ag+]e [Cl_]he [Ang]e [Cl_]e
= >

(C0)? (C0)?
Le systeme évolue de fagon a diminuer Q, et a produire du AgCl(s). Il y a donc une plus
quantité de AgCl(s) qui s’est dissous, la solubilité a diminué.

= 0, =K;

> par effet d’ions communs, la solubilité d’un solide diminue.

6.3 Influence du pH sur la solubilité

Si une espéce chimique issue de la dissolution d’un solide présente des propriétés acido-
basiques alors le pH a une influence sur la solubilité de ce solide.

e Etude du carbonate de baryum BaCOs;(s)
BaCOs(s) — Ba®*(aq) + CO%(aq) (pKs(BaCO3) = 8,3)

Les ions carbonates ont des propriétés basiques. On peut tracer le diagramme de prédominance
des especes carbonatées :
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CO2(aq) | HCO5'(aq) | COz%(aq)
| | n - pH
0 pKa; =64  pKa, =103 14

Comment évolue la solubilité si le pH diminue ?

e Approche qualitative

Si le pH diminue, les ions carbonate CO%‘ réagissent pour donner les ions hydrogénocar-
bonate HCO53 ou le dioxyde de carbone CO, entrainant la diminution du quotient réactionnel
0.

Q, est alors inférieur a K;. Il y a donc évolution vers la dissolution du solide et donc augmen-
tation de la solubilité.

e Approche quantitative et expression de la solubilité en fonction du pH
La solubilité s’exprime par : s = [Ba2+] = [CO%’] + [HCO5] + [COs]
Pour pH > 10,3

On suppose que CO? est I’espece prédominante, donc
[Ba®*], [COT ], 2
2 (o

s =[Ba’*] ~ [CO} | = K, =

Pour 6,4 < pH < 10,3
L’espece dominante est HCO3, donc s = [Ba’*] ~ [HCOZ]
[CO3] [H307] _ Kap[HCO;1C°  Kay.s.C°

Ka; = Co = =
“="qcoco €95 [H;07] [H:0°]
witk - BE1ICOTL S Kay K [H;01.CO
ST (€02 ~ [H30*].CO - Ka,

Pour pH < 6,4

L’espece dominante est CO,, donc s = [Ba?*] ~ [CO,]
[HCO5][H30*]  [CO371[H;0] [CO3 ]1[H;07 P
X =
[CO,] C? [HCO5] C° [CO,] (C0)2

it K. - [Ba’*],.[CO3 ],  s®.Kai.Kas N K,.[H;0*]?
T (€O ~ [H;0*]? -\ Kai Ka

6.4 Influence de la complexation sur la solubilité

Kal.Kaz =

N Si une espece chimique issue de la dissolution d’un solide peut intervenir dans un
équilibre de complexation alors la réaction de complexation influence la solubilité de ce
solide.

e Etude du chlorure d’argent AgCl(s)

AgCl(s) > Ag™(aq) + CI"(aq)  (PKi(AgCD) =9,7)
Les ions argent peuvent subir la réaction de complexation avec I’ammoniaque :
Ag'(aq) + 2NH;(aq) — [Ag(NH3),]"
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e Approche qualitative
En présence d’ammoniaque, les ions argent Ag™ réagissent entrainant la diminution du quo-
tient réactionnel Q,.

Q, est alors inférieur a K;. Il y a donc évolution vers la dissolution du solide et donc augmen-
tation de la solubilité.

N La participation d’une espece issue de la dissolution du solide a une réaction de
complexation augmente la solubilité du solide.

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : Calculez la solubilité dans 1’eau pure du phosphate d’argent AgzPO,.
Comment évolue cette solubilité si le solide est dissous dans 1 L d’une solution d’ions argent
AgtaC=10"2mol.L™!?

Calculez la solubilité de AgzPO,4 dans cette solution.

Donnée : pKs(Ag3;PO4) = 19,9

Exercice 2 : On ajoute a 1 L d’eau, n moles de cristal d’AgCl. A-t-on une solution saturée
si: a)n= 107 mol; b)n= 107 mole
Donnée : Ks(AgCl) =2 x 10717



Les diagrammes E-pH

Les diagrammes E-pH ou E-pL permettent de prévoir et d’interpréter des transformations
chimiques ayant lieu en phase aqueuse.

1. Qu’est-ce qu'un diagramme E-pH?

Suivant les conditions (ex pH), les éléments chimiques peuvent exister sous divers nombre
d’oxydation.

N Le diagramme potentiel pH d’un élément chimique, noté E-pH, est un graphe a deux
dimensions représentant le potentiel en fonction du pH (E = f(pH)) et illustrant les domaines
de prédominance des espéces solubles ou d’existence des espéces insolubles aux différents
degrés d’oxydation de [’élément considéré.

2. Comment déterminer les équations des frontieres d’un
diagramme E-pH?

2.1 Nécessité d’'une convention

Afin de déterminer les frontieres d’un diagramme E-pH, il convient de respecter des conven-
tions. Différentes conventions sont possibles. Il faut respecter la convention indiquée en cours.

Convention utilisée généralement

¢ Pour une frontiere entre deux especes dissoutes
— la concentration totale atomique en solution de I’élément considéré€ est €gale a Cpqc4>

— les concentrations atomiques en élément considéré sont égales (équipartition de I’élément).
e Pour une frontiere entre une espece dissoute et une phase solide

A la limite d’existence de la phase solide, la concentration atomique en solution de I’élément
considéré est €gale a Cyppog-

e Pour une frontiere entre une espece dissoute et une phase gazeuse

La concentration atomique en solution de 1’élément considéré en solution est égale & Cypqc4
et la pression de 1’espece gazeuse est égale & une pression fixée conventionnement, notée
Piracé (souvent fixée a P’ =1 bar).

Exemple

e Frontiere entre une espece soluble et une espece gazeuse : NO; (aq)/NO(g) :
[NO2] = Ciracé €t Prvo = Piracé:

e Frontiere entre deux especes solubles I(aq) et I(aq)

— concentration totale atomique : Cipq0g = 2[12] + [I7]

— égalité des concentrations atomiques : [n.0(O)] = [n.o.(-I)].
Or [n.0.(-D] =M et [n.0(0)] =2[I,] = 2[L,] =[I"]

1 _ 1
=[] = thracé et [I']= Ectracé'
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2.2 Construire un diagramme E-pH simplifié

Avant de faire 1’étude d’un diagramme E-pH, il convient de construire un diagramme E-pH
simplifié¢ de I’élément étudié. Il permet de repérer les domaines de stabilité des especes chi-
miques.

Etude sur un exemple : le diagramme E-pH du fer

Données : les especes a considérer sont Fe(s), Fe?*, Fe3*, Fe(OH),(s) et Fe(OH)5(s).

Données a 25°C :
Fe’*/Fe** 1 E) =0,77V ; Fe**/Fe:E)=-0,44V
Fe(OH)s(s) : pKs; = 38,0 ; Fe(OH)y(s) : pKs, = 15,1

. .. -1 -1
Conventions de tracé : Ciracé = 10" mol.L

Meéthode Exemple
® Déterminer les n.o. de I’élément dans
N . . 2 2+ +
chaque espeéce chimique présente dans le Fe Fe” Fe” Fe(OH), Fe(OH)
) no. 0 +Il +lIl +1l + Il
diagramme.
n.o.oukE

® C(Classer verticalement les nombres
> . . 3

d’oxydation par ordre croissant. Ce classe- | *W | Fe™ Fe(OH);

ment permet en général de classer les do-

. e, N .. +1l 2+
maines de stabilité des espéces chimiques Fe™, Fe(OH)
par potentiel croissant. 0 Fe

N A n.o.ouE
® Deux especes ayant le méme nombre
. . < 3+ -

d’oxydation appartiennent a un couple . Fe™ + 3HO'— Fe(OH)s

. , o . ol oem [Fe Fe(OH);  —— —— —
acide/base : I’espece la plus basique est a Acide faible Base forte  Base faible

roite, la plus acide a gauche. +1l 2+ Fe?* + 2HO —» Fe(OH),

droite, la pl d h Fe2* | Fe(ot, 2 Fe(OH)
Il n’y a pas d’échange d’électrons entre ces . e Acide faible Base forte  Base faible
especes, leur frontiere est verticale. pH

2.3 Attribuer les domaines
A I’aide du diagramme simplifié, on peut identifier facilement les domaines.

Meéthode

@ On commence par identifier les domaines aux n.o. les plus élevés et les plus faibles en
placant les acides a gauche et les bases a droite du diagramme.

no.=0=—E=Fe

n.o.=+ Il = A = Fe’" ; B = Fe(OH);

@ Identifier les éléments aux n.o. intermédiaires en suivant 1’ordre établi dans le diagramme
simplifié et en respectant les propriétés acido-basiques.

n.0. = + Il = C = Fe?** ; D = Fe(OH),

2.4 Déterminer I’équation d’une frontiere verticale
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| Eenv) Diagramme E-pH du fer (Ciace = 10" mol.L™")

| I | [
2000 4000 6.000 8.000 1000 12.00 1

N Une frontiere verticale sépare deux espéces chimiques au méme n.o.. Il n’y a donc pas
d’échange électronique entre ces especes. Une réaction acido-basique ou de solubilisation
lie les deux espéces.

Ex : Détermination de la frontiére Fe’*/Fe(OH),

© Ecrire la réaction associée 2 la frontiére dont on connait la constante d’équilibre
Fe(OH),(s) — Fez+(aq) + 2HO (aq)

® Déterminer les activités des especes a I’aide des conventions

= [Fe?"] = Cyppeg et a(Fe(OH),) = 1

® Exprimer la constante d’équilibre de la réaction et déterminer le pH de la frontiere.

F 2+ HO™ 2 K CO 3
Ks) = % — [HO|? = LZ) = pOH = 7,05 = pH = 6,95.

(C%) [Fe**]

2.5 Déterminer I'équation d’une frontiere dite < horizontale >
e Ex 1 : détermination de la frontiére entre Fe(OH);/Fe(OH),
@ Repérer les nombres d’oxydation intervenant dans les especes présentes a la fronticre.
Ex : Fe(OH)3/Fe(OH), = HI/II

® Repérer dans les données le potentiel standard du couple ou interviennent ces nombres
d’oxydation. Comme il y a unicité du potentiel, écrire I’égalité des différentes expressions du
potentiel.

Donnée : Fe’*/ Fe** = E(II/II) = E(Fe’*/ Fe**) = E(Fe(OH);/Fe(OH),)
® Exprimer le potentiel dont on connait le potentiel standard. Ensuite, exprimer I’ activité des

especes en fonction des activités des especes chimiques intervenant a la frontiere. En déduire
I’équation de la frontiere.

F 3+
E=E)+ 9,06 log([ 62 ])
1 [Fe "]

2+ -12
ks, - P HOP

24 _ KSZ (C0)3
cop = Thop
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_ [Fe**]1 [HO P

K CO 4
etKs; = = [Fe’t] = Ksi (€

(COy* ~ [HO™ P
04 -12
0,06 (Ksl (€ [HOT] )=E9+

= E=E+
o [HO™P  Ks; (C%)°

0,06 o Ks; (C%
1 Ks, [HO™

= E = E{ +0,06(pKs; - pKs; + pKe) — 0,06 pH = 0,236 — 0,06 pH.

e Ex 2 : détermination de la frontiére entre Fe(OH),/Fe
@ Fe(OH),/Fe = I1/0

® Donnée : Fe**/ Fe = E(I1/0) = E(Fe>*/ Fe) = E(Fe(OH)Z/Fe)

0,06 [Fe?*]
_ 0
@E—Ez"rTlOg( CO
[Fe?*] [HO 5 Ks, (C%)3 0 Ks, (C%3
Ks, = W = [Fe**] = W = E =E| +0,031log W

= E = E} +0,03( - pKs, + 2pKe) - 0,06 pH = -0,053 - 0,06 pH.

2.6 Déterminer la pente d’une frontiére dite < horizontale >
Méthode : ex sur Fe(OH);/Fe**

® Ecrire la demi-équation électronique du couple intervenant sur la frontiere
Fe(OH)3(s) + 3H* + ¢~ = Fe** + 3H,0

@ Exprimer E sous la forme E = const + f(pH). Pratiquement, on n’intéressera qu’au terme
H;0" ou H*

)

E = const +

6 log ([H+]3) = const — 0, 18 pH = pente = -0, 18 V/unité de pH.
3. Utilisation d’un diagramme E-pH

3.1 Prévoir le caractere favorisé ou non d’une transformation chi-
mique

A un pH donné, si deux espéces chimiques ont des domaines de stabilité (existence ou
prédominance) disjoints, alors il est impossible de trouver un potentiel commun pour lequel
les deux espéces coexistent, la transformation chimique entre les deux espéces chimiques est
alors favorisée. Si leurs domaines présentent des parties communes, alors les deux especes
coexistent et ne réagissent pas ensemble.

Ex : Les ions permanganate MnOj réagissent de fagon quantitative avec les ions Mn?* car ils
présentent des domaines disjoints.
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Een
160 | Diagramme E-pH du manganése
e — MnO4-
120 | T T
0.800 | T - MnQ2 [ — —
| T T Mno#z
0.400 | T
4 —
1.36E-13)| —
-0.400 | Mn2+
4 Mn(OH)2
-0.800 |
120 |
160 | Mn I
-2.00 | I [ [ I I oH
2.000 4.000 6.000 8.000 10.00 12.00 4.

3.2 Prévoir la stabilité des espéces dans I'eau

N Pour connaitre la stabilité d’une espéce chimique dans I’eau, il convient de superposer
le diagramme E-pH de [’eau avec celui de I’élément présent dans ’espece chimique. Si le
domaine de stabilité de I’espece chimique présente des parties communes avec celui de [’eau,
l’espéce est stable dans I’eau. Dans le cas contraire (domaines disjoints), I’espéce est alors
instable dans ’eau.

e Construction du diagramme E-pH de I’eau

2 couples interviennent : O5(g)/H,0 et H*/H,(g)
0y/H,0 : E = 1,23 — -0, 06pH (avec p(O2) = pipqc4 = 1 bar)

H/H-2:E = - - 0,06 pH (avec p(Hy) = pyac¢ = 1 bar)
2.00

1 E(enV) Diagramme E-pH de I'eau
1.50

B 02
1.nu\
0.500 |

B H20
.
-n.sﬁ\
.00 H2
1.50

pH
2.00 [ [ I [ I I
2.000 4.000 €.000 8.000 10.00 12.00 14

e Prévision de la stabilité des especes chimiques du diagramme E-pH du fer
— Le domaine de stabilité de 1’eau ne présente pas de parties communes avec le fer.

Le fer s’oxyde pour pH< 7 en Fe*" et pour pH> 7 en Fe(OH),.
L’eau se réduit en dihydrogene Hj.

— Les autres especes Fe?*, Fe*, Fe(OH), et Fe(OH); sont stables dans 1’eau desaérée.

3.3 Quand prévoir une réaction de dismutation ?



16 o Les diagrammes E-pH 489

| Fe(OH)3
I — ——— —
T
—_—
\-‘ ——
7 ) —
0.500] 5 \\

Diagramme E-pH du fer et de I'eau

200 T T T [ [ ! [
2000 4.000 5000 5000 10.00 12.00 4

Lorsque le pH est modifié, une espece chimique peut devenir instable et se dismuter.

Lorsque I’on augmente (ou diminue) le pH d’une solution, on ne se déplace pas nécessairement
horizontalement dans un diagramme E-pH. L’espéce chimique reste dans son domaine de sta-
bilité jusqu’au pH limite.

Diagramme potentiel pH du cuivre

12

1
0,8 1
0,6
04
0,2

0 ‘
2 4 6 8 12— 16

-0,2

Diagramme E-pH du cuivre

04

-0,6
pH

2 cas se présentent :

e une autre espece chimique de méme nombre d’oxydation existe. On a alors une réaction
acido-basique.

Ex : augmentation du pH lors de la présence de Cu’" :

Cu®* est stable jusqu’a pH environ égal a 5, puis il forme Cu(OH),(s) de méme nombre
d’oxydation par réaction acide-base :

Cu?* + 2HO™ — Cu(OH),(s)
e iln’y a pas d’espece au méme nombre d’oxydation, 1’espece chimique se dismute.
Ex : diminution de pH lors de la présence de Cu,O :

Cu,0 reste stable jusqu’au point 7, il n’y a pas d’especes stables au degré d’oxydation +I,
I’espece Cu, O se dismute en Cu** et Cu :

2H* + CuyO(s) — Cu(s) + Cu®t + H,0O

3.4 Quand y-a-t-il une réaction de médiamutation ?
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Supposons un systéme composé de Cu et Cu>* a pH = 2.
Si on augmente le pH jusqu’a pH = 4, les deux especes restent stables mais elles ont alors
des domaines disjoints et réagissent suivant une réaction de médiamutation.

Cu(s) + Cu*" + H,0 — 2H" + Cu,O(s)

3.5 Détermination d’une constante thermodynamique par lecture
graphique

On peut par lecture graphique déterminer une constante de solubilité Ks d’une réaction de
solubilisation ou d’une constante d’acidité d’un couple acide-base.

e Détermination d’une constante de solubilité Ks
Ex : détermination de la constante de solubilité de Fe(OH),(s) — Fe’* + 2HO™
Lecture du diagramme en 2.3 :
Sur la frontiere entre Fe(OH)z/Fe2+ :pH=1,76
= [HO ] = 10"%1* = 107'%2 mol.L™!
2+ -

247 _ _[Fe™][HO™] _ . 554
et [Fe ]—Ctracé:KS—W—lo .
e Détermination d’une constante d’acidité Ka
Ex : détermination de la constante d’acidité Ka de HCIO/CIO™ :

Sur la frontiere entre HC1IO/CIO™ : pH =7, 5

= [H30"] = 1077 mol.L™!
_[CI07] [H307]  [H;07]

-1 75
et [HCIO] = [CIO"] = ictracé — Ka = [HCIO] C0 =~ " 10

EWV) | Diagramme E-pH du chlore a 10" mol.L™

HCIo

L cio-
| —_

— s

T
Cl- 7:X=7.503Y = 1.259 T

o | ! I I [ I I
2,000 4,000 6.000 8.000 10.00 12.00 14

4. Limites des diagrammes E-pH

Les diagrammes E-pH permettent de prévoir si une transformation chimique va étre favo-
rable thermodynamiquement. Cependant, ces diagrammes ne donnent aucune information
sur la cinétique des réactions (exemple de blocage cinétique).

Sauriez-vous répondre ?

Exercice 1 : On donne ci-dessous le diagramme E-pH de 1’iode (Ciracé = 1072 mol.L™1)
auquel on a superposé le diagramme E-pH de I’eau. Les especes a considérer sont : 1,(aq),
I" et 105.

1. Attribuez aux especes de 1’iode leur domaine de stabilité (existence ou prédominance).

2. On dispose une solution de diiode a pH = 3, 0. La solution est-elle stable dans une solution
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désaérée ?

3. On augmente le pH de la solution a pH = 9, 0. Une réaction se produit. Laquelle ? Ecrivez

I’équation de la réaction.
4. Calculer la pente de la frontiere entre A/B.

5. On souhaite réaliser le dosage de Vy = 20,0 mL d’une solution §( d’ions iodate 105.

On ajoute sans variation de volume de 1’iodure de potassium (en large exces). A ’aide de
I’acide sulfurique, on amene le pH a de la solution a une valeur de 3, 0. Une coloration brune

apparait. On dose la solution par une solution de thiosulfate de sodium (2Na** + SzOg’) a

C(SzOg_) =1,0x 1072 mol.L"". La couleur brune disparait pour Vg = 18,5 mL.

a) A I'aide du diagramme E-pH, écrivez I’équation de la réaction qui a lieu lors de 1’ajout de

I’acide sulfurique.

b) Quel composé dose-t-on par le thiosulfate ?

¢) Ecrivez 1’équation de la réaction de dosage.

d) Déduisez-en la concentration en iodate de la solution S .
Données : Eg(S4027/S2037) = 0,09 V; Eo(I/I7) = 0,62 V
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1. Systemes physico-chimiques

Exercice 1
e CO;(g) : pression partielle de CO, qui correspond ici a la pression totale,

RT
P(COy) = fco. 7 ou V, est le volume de phase gazeuse.
g

e CO;(aq) : concentration en CO,, C(CO,) = n‘soz

aq
nco;

ol V4 est le volume de phase aqueuse.

e HCO; : concentration en HCO5, C(HCO;3) = ou V,, est le volume de phase aqueuse.
aq
Exercice 2

nco

P(CO) = xco.P = P = 41,75 bar
nco + Ny, + NCH;0H
ny,
P(Hy) = xp,.P = P = 83,5 bar
nco + Ny, + NCH;0H
n
P(CH30H) = xcn,ou.P = SR P = 41,75 bar

nco + Ny, + NCH;0H

2. Transformation chimique

Exercice 1
P
1.K = ( ;?)2)8 — (PCOZ)C = KPO = 1, 17
P eV 1,17 x10° x 10 x 1073
et (nco)e = eV _ = 0,128 mol.

RT 8,314 x 1100

2. Si on maintient la pression du dioxyde de carbone & 1,0 bar, comme Q, = 1,0 < K,
I’équilibre se déplace dans le sens direct jusqu’a épuisement de CaCOj;(s).

3. Comme n(CaCO3) < (”COz)e» la transformation sera totale : on n’aura pas atteint 1’état
d’équilibre.
A la fin de la transformation : n(CaCO3) = 0 n(CO,) = 0, 1 mol = n(CaO).

4. Comme n(CaCOs3) > (nco,)e, 0On va atteindre I’état d’équilibre. A I’équilibre, n(CO,) =
0, 128 mol = n(Ca0) et n(CaCO3) = 0,072 mol.

3. Cinétique chimique

Exercice 1

v = k.[HO]%.[CH;COOE{}’. Dans les conditions steechiométriques, [HO™] = [CH3COOEt]
donc v = k.[HO™]*" = I’expression de v ne dépend plus que d’une concentration.

e Si[HO™]y, = 0,100 mol.L™!, au temps de demi-réaction, [HO™];,, = 0,0500 mol.L~!
= 115([HO ]y = 1,000 molL™") = 15, 5 min.

e Si[HO ], = 0,500 mol.L7!, au temps de demi-réaction, [HO™];, = 0,0250 mol.L™!
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= tl/z([HO_]o =0,0500 mol.L™") = 46,4 — —15,5 = 30,9 min.

e Si[HO ]y = 0,0250 mol.™!, au temps de demi-réaction, [HO™],,,, = 0,006 25 mol.L™!
= tl/z([HO_]o =0,0250 mol.L™") = 108,2 — —46,4 = 61, 8 min.

e Si[HO ]y = 0,00625 mol.L™", au temps de demi-réaction, [HO ], = 0,003125 mol.L™"
= 115([HO ] = 0,006 25 mol L™ ) =479, 1 — —231,8 = 247,3 min.

Ceci entraine que t#, est directement proportionnel a [ROH]y, donc que o + 8 = 2.

_d[HOT] 1 1

= k.[HO | = = kt.
v=k[HOT & [HO] [HO s

Si I’on veut confirmer par la méthode intégrale, on trace = f(#), on obtient une droite

[(HO™]
1
d’équation : [HO | = 0,647t + 9,98 (fait a la calculatrice avec un coefficient de corrélation
de 1,0).
Lordre a + 8 vaut 2 et k = 0, 647 mol~!.L.min"".
Exercice 2
E E
Si la réaction vérifie la loi d’ Arrhénius, alors k = A exp (—ﬁ) = Ink=InA- R_;"

E,
On trace Ink = f(T) ; on obtient une droite de pente “RT =-10,7 x 10°

= E,=289,0 kJ.mol ™! (a la calculatrice, on obtient un coefficient de corrélation égal a 1).

Exercice 3
,_ dIROE{ _ d[CI'] _ _d[RCI'] __d[EiO]
Tode T dr dr dr

e On calcule a chaque point de la courbe, la pente de la tangente. Cette pente est égale a la
vitesse.

e v =Kk[RCI]? [EtO" P = k[RCI]**? = k[RCI]” avec y = a + 3
= Inv = Ink + yIn[RCI].

On trace Inv = f( ln[RCl]). A la calculatrice, on obtient une droite d’équation : Inv =

2,94 + 2 1n[RCI] (avec un coefficient de corrélation égal a 1)

= y=2etk=18,9L.mol .min'.

4. Configuration électronique d’'un atome

Exercice 1

1.Orbitale3d: n=3,1=2
Orbitale4s: n=4,1=0
Orbitale2p: n=2,1=0

2. Electrons de coeur : (15)%(25)2(2p)°(3s)*(3p)°
Electrons de valence : (45)*(3d)° soit 8 électrons de valence
3. n=3,1=2: orbitale 3d

Chi
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4, 1= pas d’orbitale car [ < n
2, 1=

n 4:

n=2, 0: orbitale 2s
Exercice 2

Atomes

17CL: (19)%(29)*(2p)°(3s)*(3p)°
wFe: (15)%(25)°(2p)°(35)*(3p)°(4s)*(3d)°

10K (15)%(29°(2p)°(35)*3p)°ds)!
Ions
K*: (15)°(25)°(2p)°(35)*(3p)°

ClI™: (15)*(25)*(2p)°(35)*(3p)®
Fe** @ (15)°(29)°(2p)°(3s)*(3p)°(3d)°

Exercice 3
12Mg : (13)2(2s)2(2p)6(3s)2 peut perdre 2¢” de I’OA 3s pour donner Mg2+.
17Cl : (1s)2(2s)2(2p)6(35)2(3;7)5 peut gagner le” pour donner C1™.

5. Classification périodique des éléments

Exercice 1

o (15%(25)*(2p)°(3s)*(3p)°(4s)*(3d)” = 9 électrons de valence.

L’élément appartient a la 4° période. C’est un élément du bloc d, il appartient a la colonne 2
+ 7 = 9 colonne.

) (ls)2(2s)2(2p)6(3s)2(3p)4 = 6 électrons de valence.

L’élément appartient a la 3¢ période. C’est un élément du bloc p, il appartient a la colonne
2+ 10 + 4 = 16° colonne.

o (15)%(29)°2p)°(3s)*(Bp)°(45)*(3d)'°(4p)°(5s)! = 1 électron de valence.

L’élément appartient a la 5¢ période. C’est un élément du bloc s, il appartient a la colonne
1" colonne.

Exercice 2

e 5°période et 12° colonne :

(15)*(25)*(2p)°(35)>(3p)°(45)*(3d) (4 p)°(5s)*(4d)!* = [Kr](5s)*(4d)'’ = 12 électrons de
valence.

e 3¢ période et 2° colonne :

(15)2(25)*(2p)°(35)* = 2 électrons de valence.

e 4° période et 16° colonne :
(15)*(28)*(2p)°(35)>(3p)°(45)*(3d)'°(4p)* = 6 électrons de valence.

Exercice 3
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e Fluor, chlore, brome, iode appartiennent a la famille des halogenes. Dans une méme fa-
mille, I’électronégativité diminue avec Z ce qui entraine : y(F) > y(Cl) > y(Br) > x(D).

e Sodium, magnésium, aluminium, silicium appartiennent a la méme période (3° période).
Dans une méme période, de la gauche vers la droite I’électronégativité augmente ce qui en-
traine : y(Na) < y(Mg) < y(Al) < x(Si). \

6. Comment décrire les entités chimiques moléculaires ?

Exercice 1
e cO He ° (I |
[ ] —_
Icil Ici = H ! .
P Ig\l N H—TL®—H |
S - | P S
“ 5
/N
@<°\\@ 1ol ﬁ
/N—§ <O=N®=o> <O=W—6I® A!I %—ﬁ_o@
- =N
'2/ SN &
Exercice 2
— —
_Fr _286"‘ ) Nl -
/ f ({} V”CI u
seH 'ﬁ‘ H se _Ff\ Cl

molécule polaire . .
molécule polaire

cl
7 N’ _l: -361—:

Si. - 1 —-
o ”"C| P SN +5e | 1
S\\C. e\ e

JFSC ) JrBQ
— ——
p =0 molécule polaire

molécule apolaire

7. Les interactions intermoléculaires
et les solvants moléculaires
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Exercice 1

e Si un composé est polaire, il peut engendrer des interactions de van der Waals de type
Keesom, et London contrairement au composé apolaires qui n’engendrent que des interac-
tions de type London. L’éthane a donc la température d’ébullition la plus faible soit —89°C.

o Quand un composé polaire peut engager des liaisons hydrogene, sa température d’ébullition
augmente. Une molécule d’éthanal ne peut engager avec une autre molécule d’éthanal une
liaison hydrogéne. L’éthanal a donc une température d’ébullition de 20°C sous P = 1 bar.

e Entre deux molécules d’acide éthanoique, deux liaisons hydrogenes peuvent se former
contrairement a I’éthanol. L’éthanol a donc une température d’ébullition de 78°C sous P = 1
bar et ’acide éthanoique de 118°C.

G| mmmm - H—g|
// \ LO—-H mmmm /5—H
Hac_c C—___CH3 /
Et Et
[Q——H tinmnm Q.

Exercice 2
Eau : polaire et protogéne ; cyclohexane : apolaire et aprotogene.

Le diiode est une molécule apolaire. Ses interactions avec le cyclohexane apolaire seront plus
fortes qu’avec I’eau polaire. Le diiode se solubilisera davantage dans le cyclohexane.

En revanche, I’espece ionique I5 se solubilisera dans un solvant polaire soit I’eau.

8. Le modele du cristal parfait
Exercice 1
o /= § +1=2.

8

e [’atome au centre a 8 voisins ; la coordinence vaut 8.

e RelationentreaetR :

o /1—_ N / \
I |

| \ /
‘ / \ BH= a3 =4R

\ /

\\h / ! _ /

2 X 4—1 X n(ﬂ]g
Vmotifﬁ 3 4 71'\/§

e C= = = = ~ 0, 68.
Vinailles a? 8
masse de la maille 2 Matomes 2M 2x%x0,232
[ ] = = =
volume de la maille a3 Nia® 6,02 x 102 x (411 x 10712)3

=11,1x10° kg.m™>
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Exercice 2

e RelationentreaetR :a =2R = AB = BD

e Relationentreaetc:

3
— Triangle AID rectangle en [ : AI* + ID* = AD* = Al = \/T_Q

— J centre de gravité du triangle équilatéral AIK : AJ = %AI = % = AJ = ?a

— Triangle AJK rectangle en J : AJ* + JK? = AK?

Contactentre Aet K : AK =a ,

=>AJ2+JK2=AK2=(?a) +(§)2=a2=> %24-%2 = == gaz

— S = surface ABCD = AC'ZBD = AIfD = ?az — Volume : V = S.c = a®> V2
2Mry; 2x0,0479

- = =6,20 x 10° kg.m™
=NV 76,02 % 105 x (295 x 10-12)3 x 107 kg.m

9.Les cristaux métalliques

Exercice 1 .

e~

2
e Contact : R(Au) = % AN : R(Au) = 144 pm Z = g + g =4,

4x 2R3 2
3 i =0,74.
a’ 6
e La diagonale du cube correspond a 3 distances entre plans réticulaires

_aV3
T3

e Compacité : C =

—=3d=aV3=d =236 pm.

497
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4x M(C
Masse volumique : p(Au) = 4 X M(Cw) =19,6 x 10° kg.m™®
N, x a3
Cavités octaédriques : centre du cube + milieu des arétes,
Zoct = 47
Condition d’habitabilité du site : R(Au) + R, = g AN : R, = 60,0 pm
Cavités tétraédriques : centre des huit cubes d’arétes g
Ziey =8
e avV3
Condition d’habitabilité du site : R(Au) + Rs; = e AN : R, = 32,7 pm

= R(Cu) > R, > Ry;. L or des bijoutiers est donc un alliage de substitution.

10. Solides macrocovalents et moléculaires

Exercice 1

d4 : liaison covalente
d» : distance entre deux feuillets

V = Sapcp-2ds
I 33 3
SZEACXBDZCIXa aVCCC1=ECJ=§d1,d0uS=zd1><a

2 9 2
Triangle CID rectangle en [ : CD* = CI* + ID* = a* = az + de = d = %
3 3vV3
s :zd,xdlx/_zT\/_df:V:3\/§dfd2
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(O oxygene
@ hydrogéne

8
Z=24+1=2
8+
4 x M(H,0)
H,0) = ~ > 2020
pELO) = =0 @

3/4><M(H20)
= a=4\—
p(H0) Ny
o @V3 _ [4xMH0) V3
T4\ pHO)N, T 4

=220 pm

11. Solides ioniques

Exercice 1

o Z(IN) = 8 + 6. 4detZ(Ag") = 4.
8 2
4 x M(Agl)
*plreh =~
Lo 4 x M(AgI)
~ \ p(H20).N,,
aV3

D= - = 281 pm

R(Ag") + R7) =342 pm;

r(Ag) + r(I) = 267 pm

— la liaison n’est ni covalente, ni ionique

mais intermédiaire aux deux modeles.

12. Les réactions d’oxydo-réduction

Exercice 1?

e SOY :n.0.(0) = — T = n.0.(S) +4(~2) = —2 => n.0.(S) = + VL.

e CO?¥ :n.0.(0)=~1II = n.0.(C) +3(-2) = -2 = n.0.(C) = + IV.
e MnOj : n.0.(0) = - I = n.0.(M) +4(-2) = =1 = n.0.(Mn) = + VIL

o H—O0—0—H — 10(O)=-T;noH=+1

e Manganese : n.o.(max)(Mn) =0 et n.o.(min)(Mn) = + VII
e Carbone : n.o.(max)(C) = + IV et n.o.(min)(C) = - IV

e Fluor: n.o.(max)(F) =0 et n.o.(min)(F)=-1
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e Calcium : n.o.(max)(Ca) =+ 1II et n.o.(min)(Ca)=0

Exercice 2
e MnOj/Mn** :
MnOj + 8H* + 5¢~ — Mn** + 4H,0

0,06 [MnO;].[H*]®
_ 0 ’ 4
EMHOZ /Mn* = EMno;/Mn2+ + 5 1 ( [Mn2+].(C0)6

e ClO™/Cly(g):
2CI0™ + 4H" + 2¢” — Cly(g) + 2H,0
0,06  ([CIO"PA[H']* P
_ 0
Ecio-/c19) = Ecio i) ) lo ( (C98 " P(CLy)

e Fe(OH);(s)/Fe**(aq) :
Fe(OH); + 3H" + le™ = Fe?* + 3H,rmO

0 0,06 [H]?
EFe(OH)a(.r)/Fez*(aq) - EFe(OH)3(s)/Fe2+(aq) + 1 g [Fez+] (CYY2

Exercice 3

réducteur N/ H,0
| | 1
0,69 1,77

i ;
oxydant 62
Réaction de dismutation :
De H;0, + 2H" +2¢” = 2H,0 et H,O0, =0, + 2H" +2e¢~ ontire :
. 2 0 0 36
2H,0, =2H,0+0, ; logkK = W(EHZOZ 10 = B, i0,) = 36 = K = 10

13. Les réactions acide-base

Exercice 1

Allure du diagramme de prédominance :

HoP207%| HP207™ | P20
On en déduit : @ = % de HyP,07 ; ® = % de H3P,07 ; ® = % de H2P202‘ ;
® = % de HP,03™ ; ® = % de P,0O; .

H4P>04] H3P2077

A l'intersection de ® et @ onapH = 1,5 = pKa, = 1,5
A P’intersection de @ et ® on a pH=2,3 = pKa; =2,3
A T’intersection de @ et @ on a pH = 6,6 = pKas = 6,6.

A I'intersection de @ et ® on a pH = 9,3 = pKay = 9, 3.
Soit :
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i 3 3 4-
H4P,05] HsP207 HaP207%| HP207 P207

15 23 6,6 9,9

> oH

\

Exercice 2

On dispose d’une solution d’acide éthanoique (pKa = 4,8 2 C = 1072 mol.L™!. On veut o
déterminer la composition finale du systeme puis le pH de la solution.

CH;COOH + H,O0 — H30" + CH;COO”
t=0 C 0 0

Iy C-x, Xe Xe

_[ATIHEOT =
¢ [AH] C° (C-x,)C°
On peut faire I’hypothese que la réaction est défavorisée, soit C — x, = C,

2

alors : K, = % — x, = VK, C CO = 10~** mol.L"!

1 C
etpH = 3 (pKa - log(a)) =3,4.

=107*¢

. 10734
Vérification des hypotheses : @ = T To2 " 107 < 0,1 = la réaction était
défavorable (hypothese vérifiée).

Exercice 3

Dans une fiole jaugée de 1 L, on ajoute 2n9 = 2,0 x 10~! mol d’ions ammonium soit 200 mL

de solution d’ammonium et ny = 1,0 x 107! mol de soude (soit mnaon = 4 g). On complete
apres homogénéisation la fiole avec de I’eau distillée.

14. Les réactions de complexation

Exercice 1
o Allure du diagramme de prédominance :

INien),12* | INiemiZ* | Ni?*

[Ni(en)s]**

pen

On peut attribuer les courbes : @ = % de [Ni(en);]*" ; ® = % de [Ni(en),]** ;
® = % de [Ni(en)]** ; @ = % de Ni**;

A I’intersection de @ et ® on a pL=7,5= pKd; =7,5
A I'intersection de @ et ® on a pL = 3,5 = pKd, = 5,3

A P’intersection de ® et @® on a pL =2,9 = pKdaz = 3,7.
Soit :

INien)s?* | mNiem?" | Nien® | Ni?*

3,7 53 7,5 pen

Réaction globale de formation de [Ni(en)s]** : Ni** + 3en — [Ni(en);]**
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1
ﬁ3 = Kfl.Kfz.Kf_g =0 — logﬁ3 = pKdl + pKd2 + pKd3 =16,5.
Ka1 . Kap . Ka3
15. Les réactions de dissolution

Exercice 1
Pbl(s) — Pb>™ + 2I°

tr=0 n 0 0

tf n_fe é:e 266
b o PO T 488 0 [Ks
s—V—[Pb le = 5 = K = 0y —(C0)3:>S—C 1

= s(Pbl,, eaupure) = 6, 30 x 107* mol.L!
En présence d’ions I, il y a effet d’ions communs, donc la solubilité diminue.

Pbl(s) — Pb* + 21

t=0 n 0 cV
ty n-¢& & cV +2¢,
_fll?_ 2+ - _ 6; _ ’ ~ ’
S—V—[Pb le et [I ]6—2V+C—2s +C=~Ccars < C.
Pb2+e I-1? ¢ C? 0\3
g PRI scC O

(COY3 (C0y3 =S C2
= s/(Pbly) = 1,0 x 107" mol.L™".

Exercice 2
e Au début de la précipitation, [Zn>*] = 1072 mol.L ™! :
Zn**] [HO™J? K, (CY)
g oo K ()
(CY3
= pOH=6,7etpH=7,3.

] =10"%7 mol.L™!
n

e Lors de la dissolution du précipité, I’équation de la réaction est :

[Zn(OH),]*] C°

Zn(OH),(s) + 2HO™ — [Zn(OH),>~ ; K= [HO P

La réaction est la somme de deux équations :
Zn(OH),(s) — Zn** + 2HO™ Ks
Zn’" + 4HO™ — [Zn(OH), 1> B
= K =KsB4=10"

e Lors de la dissolution du précipité, [[Zn(OH),]*"] = 107> mol.L™!

2— 0
= [HO ] = \/ w soit [HO*] = 10~ mol.L™!

= pOH =1,0et pH = 13,0.




16. Les diagrammes E-pH

Exercice 1
1.

I I>(aq) 105

-1 0 +V

C B A
prédominance | prédominance | prédominance

2. Le diiode I, et I’eau présentent des parties communes donc le diiode est stable dans une
eau désaérée.

3. Lors de I’ajout d’acide, le diiode se dismute en 103 et I™.

1 —

0840
B

0.480]
0.120]

0240

H2

0600 T T T T
0 2000 4000 6.000

De L +6H,O =2I05 + 12H" + 10e™ et I, +2¢” =2I" on déduit :
3L, + 3H,0 — 105 + 6H" + 51”

4. A/B : 105 /I,.

10e™ +2I05 + 12H" =1, + 6H,0 = E = cte +
pente = —0, 072 V/unité de pH.

5. a) En acidifiant les ions 105 et I” réagissent suivant une réaction de médiamutation (en
milieu acide, les domaines sont disjoints) : 105 + 6H* + 51" — 31, + 3H,0

0,06
o log[H*]'? = const — —0,072pH =

b) et ¢) Les ions thiosulfate SZO? réagissent avec le diiode :
28,03 +1, — 21" + S402°

ns,00 Cs,00-Ve
22

d) e A I’équivalence du dosage : (1,)dosé =

e Détermination de njo; :

_(m)gose _ 1 Csor Ve 1

Cszog— . VE
6Vo

no- Cszog—.VE = CIO; =

3 3 3 2 6
AN : = C(I03) = 1,54 x 107> mol.L™".
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Index des mathématiques

absurde, 57
accroissements finis
égalité, 23
inégalité, 23
analyse-synthese, 57
anneau, 80
application linéaire, 97
argument, 69
arrangement, 128
automorphisme, 97

base, 92

orthonormale, 121
Bayes, 133
Bessel, 122
Bézout, 75, 86
Bienaymé-Tchebychev, 141
bijection, 61
Bolzano-Weierstrass, 32
borne

inférieure, 12

supérieure, 12
borne inférieure, 15
borne supérieure, 15, 32

cardinal fini, 127
Cauchy Schwartz, 120
Chasles, 37

cofacteur, 117
combinaison, 128
combinaison linéaire, 91
complémentaire, 58
composition, 16
congruence, 63, 75
conjonction, 55
conjugué, 68
continuité uniforme, 20
corps, 81

Cramer, 114

cycle, 78

d’ Alembert-Gauss, 84
de Morgan, 58
déduction, 56

degré, 82

dense (partie), 32
déterminant, 116
développement limité, 45
diagonale principale, 104
différence ensembliste, 58
différence symétrique, 58
dimension, 94
disjonction, 55

distance, 122

diviseur, 83

divisibilité, 74

division euclidienne, 74, 83

écart type, 141
encadrement, 18, 32
endomorphisme, 97
équation différentielle
du premier ordre, 49
du second ordre, 50
équivalence, 55
espace
euclidien, 120
préhilbertien, 120
espace affine, 102
espace vectoriel, 90
espérance, 141
Euclide, 74
Euclide (algorithme d’), 86
Euler, 71
événement, 130
expérience aléatoire, 130
exponentielle complexe, 70

facteur intégrant, 49
factorielle, 128
famille
génératrice, 91
libre, 92
liée, 92
Fermat, 75
fonction
arc cosinus, 28
arc sinus, 28
arc tangente, 29
continue, 19
dérivable, 21
dominée, 43
en escalier, 36
exponentielle, 25
hyperbolique, 30

indicatrice d’une partie, 60

lipschitzienne, 23
logarithme, 25
prépondérante, 43
puissance, 26
fonctions
équivalentes, 43
forme
alternée, 116
linéaire, 99
multilinéaire, 116
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formule du bindme, 66, 105
fraction rationnelle, 88

Gauss, 75

Gauss (lemme de), 87
Gauss (pivot de), 67, 114
Gauss-Jordan, 114

graphe d’une application, 60
Grassmann (relation de), 95
groupe, 77

groupe linéaire, 97

groupe orthogonal, 124
groupe spécial orthogonal, 125
groupe symétrique, 78

Heine, 20
homothétie, 100
hyperplan, 99
hyperplan affine, 123

image
d’une application linéaire, 97
d’une matrice, 109
directe, 14
réciproque, 14

image directe, 61

image réciproque, 61

implication, 55

indépendance
(expériences), 134
(variables aléatoires), 137
(événements), 134

injection, 61

intégration
par changement de variable, 40
par parties, 40

intersection, 58

intervalle, 11

isomorphisme, 97

Kronecker (symbole de), 105

Lagrange, 49, 85
Leibniz, 83
limite, 17
limite monotone, 19, 33
loi
binomiale, 139
de Bernoulli, 138
de probabilité, 136
uniforme, 138
loi de composition, 77
lois
conditionnelles, 137
marginales, 136

majorant, 12, 15

Markov, 141

maths, 43

matrice, 104
antisymétrique, 106
carrée, 104
colonne, 104
de dilatation, 113
de passage, 109
de transvection, 113
diagonale, 104
échelonnée, 113
inversible, 106
ligne, 104
orthogonale, 124
scalaire, 104
symétrique, 106
transposée, 106
triangulaire, 104

matrices
équivalentes, 109
semblables, 109

maximum, 15

minimum, 15

minorant, 15

module, 69

Moivre, 70

multiple, 83

négation, 55

nombre premier, 74

norme euclidienne, 120

noyau
d’une application linéaire, 98
d’une matrice, 109
d’une restriction, 98

opération élémentaire, 66, 113
orientation, 117, 123
orthogonalité, 121

partie
entiere, 88
fractionnaire, 88
polaire, 88
partie entiere, 11
partition, 59
permutation, 78, 128
pged, 74, 86
plus grand élément, 12
polarisation, 120
pole, 88
polyndme
dérivé, 83
irréductible, 84
scindé, 84
unitaire, 82
ppem, 75, 86
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primitive, 39
probabilité, 131

conditionnelle, 133
probabilités

composées, 133

totales, 133
produit cartésien, 59
produit mixte, 118
produit scalaire, 120
projecteur, 100
projection, 100
projection orthogonale, 122
prolongement, 14, 60
Pythagore, 121

quantificateur, 56

racine, 84

rang
d’un systeme, 114
d’une application linéaire, 98
d’une famille de vecteurs, 96
d’une matrice, 109, 118
théoréme du, 98

recouvrement, 59

récurrence, 57

réflexion, 125

relation
antisymétrique, 63
binaire, 63
d’équivalence, 63
d’ordre, 64
réflexive, 63
symétrique, 63
transitive, 63

repere affine, 103

restriction, 14, 60

réunion, 58

Riemann
série, 53
sommes, 38

Rolle, 22

rotation, 125

scalaire, 90
Schmidt, 121
série
absolument convergente, 54
convergente, 52
géométrique, 52
signature, 79
similitude, 73
somme directe, 92
sous-anneau, 80
sous-corps, 81
sous-espace affine, 102
sous-espace vectoriel, 91

sous-groupe, 78
Stirling, 42
subdivision, 36
substitution, 78
suite
arithmétique, 33
bornée, 31
convergente, 31
dominée, 42
extraite, 32
géométrique, 33
monotone, 32
négligeable, 42
prépondérante, 42
récurrente, 34
suites
équivalentes, 42
suites adjacentes, 33
supplémentaire orthogonal, 122
supplémentaires, 92
surjection, 61
symétrie, 100
systéme
homogene, 112
incompatible, 112
systeme complet, 130
systeme linéaire, 66
systemes équivalents, 112

Taylor, 83

Taylor (reste intégral), 45
Taylor-Lagrange (inégalité), 45
Taylor-Young, 45

trace, 110

transposition, 79

valeur absolue, 16

valeur approchée, 11
valeurs intermédiaires, 19
valuation p-adique, 76
variable aléatoire, 136
variance, 141

variation de la constante, 49
vecteur, 90

voisinage, 11
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Index de la physique

ceil, 214

accélération, 271
admittance, 242
admittance équivalente, 242
ampere, 229
amplitude, 189
amplitude de probabilité, 223
amplitude maximale, 195
angle

d’incidence, 204

de réflexion, 204

de réfraction, 204
armature, 239
ARQS, 233
association

parallele, 242

série, 242

bande coupée, 262

bande passante, 256

bande passante a -3 dB, 260, 262
bobine, 240

bobine d’auto-induction, 332
bobine de Helmholtz, 299

Bode (diagramme de), 259

Bohr (relation de), 220

branche, 230

bras de levier, 304

capacité, 239
capacité thermique, 339
Carnot (th.), 366
célérité de propagation, 193
centre d’inertie, 277
centre de force, 312
centripete, 274
cercle oculaire, 216
chaleur, 343
champ
électrostatique uniforme, 297
champ de force centrale, 312
charge élémentaire, 228
circuit électrique, 230
circuit R-C série, 245
circuit R-L série, 247
Claudius, 364
Clausius, 359, 360
coeflicient
compressibilité isotherme, 341
de dilatation isobare, 341
composante
continue, 258

507

fondamentale, 258
condensation, 352
conductance, 238
conducteur électrique, 228
conduction, 343
constante de Boltzmann, 338
constante des aires, 313
convection, 343
convention

entrante, 233

sortante, 234
cornée, 214
corps vitré, 214
couplage électromécanique, 328
couple de forces, 305
courant

alternatif, 229

bidirectionnel, 229

continu, 229

électrique, 228

unidirectionnel, 229
courants de Foucault, 330
courbe

d’ébullition, 355

de rosée, 355

de saturation, 355
covolume molaire, 341
cristallin, 214
cycle de Carnot, 365

de Broglie (relation de), 220
densité de probabilité, 223
déphasage, 195
dérivateur, 263
Descartes, 211
diagramme

d’ Amagat, 339

de Clapeyron, 339
diagramme d’équilibre, 354
diagramme des frigoristes, 369
diaphragme, 208
diélectrique, 239
diffraction, 200
dipole, 236

actif, 236

linéaire, 237

passif, 236

symétrique, 237
droite d’action, 304
dynamique, 277

échanges
thermiques, 343
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effet Joule, 238
effet photo-électrique, 218
électrolyte, 228
émission
induite, 220
spontanée, 220
énergie
cinétique, 190
électrique, 240
interne, 347
magnétique, 241
mécanique, 191
potentielle, 190
potentielle magnétique, 324
énergie cinétique, 287
énergie interne, 339
énergie mécanique, 290
énergie potentielle, 286
d’interaction, 312
effective, 314
enthalpie, 349, 356
entropie, 359
créée, 360
échangée, 360
équation
d’état, 336
de van der Waals, 340
équilibre
instable, 293
stable, 293
état
de diffusion, 315
lié, 315
état d’équilibre, 336
état propre stationnaire, 226
état stationnaire, 224
étendue spectrale, 192

f.é.m. induite, 326
facteur de qualité, 250, 264
Fermat, 207
flux
du champ magnétique, 325
extérieur, 333
propre, 332
fonction d’onde, 223
fonction de transfert harmonique, 258
force
conservative, 285
d’interaction gravitationnelle, 281
de frottement, 282
de Laplace, 322
électromagnétique, 282
électrostatique, 282
motrice, 284
résistante, 284
force de Lorentz, 296

fraction massique, 356
freinage électromagnétique, 330
fréquence, 229, 231, 258
de coupure a -3 dB, 260
de coupure a -3 dB, 262
de résonnance, 266
fondamentale, 199
harmonique, 199
fréquence propre, 189
Fresnel, 197
Fresnel (vecteur de), 256
fusion, 352

gain, 259
Gauss, 207
grandeur
extensive, 338
intensive, 338
grandissement, 212
grossissement, 216

harmonique, 258
haut-parleur électrodynamique, 330
humeur acqueuse, 214

image

réelle, 207, 212

virtuelle, 207, 212
impédance, 241

équivalente, 242
indice optique, 203
inductance, 240

mutuelle, 333

propre, 332
infrason, 192
intégrateur, 261
intensité

efficace, 239
intensité de courant électrique, 228
interférences, 196
isentropie, 360
isotherme, 339

Kelvin, 359

liaison pivot, 305
ligne de champ, 321
liquéfaction, 352
loi
de Faraday, 326
de Joule (premiere), 349
de Joule (seconde), 349
de Laplace, 346
de Lenz, 326
des mailles, 234
des neeuds, 233
lois de Kepler, 317
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longueur d’onde, 195
lunette astronomique, 215

machine
frigorifique, 364, 366
thermique, 364
maille, 230
masse, 277
inerte, 277
pesante, 277
Melde, 198
miroir plan, 206
mode propre, 199
moment
cinétique, 302
d’inertie, 303
d’une force, 304
magnétique, 321
monovariant, 355
mouvement
circulaire non uniforme, 274
circulaire uniforme, 273
rectiligne uniforme, 272
uniformément accéléré, 272

neeud, 198, 230

nerf optique, 214
Newton, 211

Norton (modele de), 243

objectif, 215

objet
réel, 207, 212
virtuel, 207, 212

oculaire, 215

onde
longitudinale, 193
progressive, 193
progessive sinusoidale, 195
stationnaire, 198
transversale, 193

oscillateur amorti, 250

paroi
adiabatique, 343
diatherme, 343
pendule pesant, 307
période, 258
période propre, 189
période temporelle, 195

perméabilité magnétique du vide, 333
permittivité diélectrique du vide, 316

phase
al’origine, 189
instantanée, 189
phase a I’origine, 229, 231
phase d’un corps pur, 353

phase instantanée, 195
photon, 219
plage d’accommodation, 215
plan d’incidence, 204
plan focal, 210
Planck (constante de), 219
Planck-Einstein (relation de), 219
point
d’ébullition, 355
de rosée, 355
triple, 355
point matériel, 270
portrait de phase, 253, 309
potentiel efficace, 314
potentiel électrique, 231
poussée d’ Archimede, 282
pression, 337
de saturation, 355
pression interne, 341
puissance, 284
instantanée, 237
moyenne, 237
pulsation, 195, 229, 231
de résonnance, 266
propre a -3 dB, 260, 262
réduite, 263
pulsation cyclotron, 300
pulsation propre, 189, 250
punctum
proximum, 215
remotum, 214
pupille, 214

quanta, 219
quantification de I’énergie, 225
quantité de mouvement, 277

rails de Laplace, 326
Rayleigh, 200
rayon
paraxial, 208
rayon de giration, 300
rayon lumineux, 202
rayonnement, 343
référentiel, 268
référentiel
de Copernic, 281
géocentrique, 281
terrestre, 281
réflexion, 203
réfraction, 203, 204
réfringent, 204
regle des moments, 356
relation de Varignon, 275
rendement de Carnot, 366
résistance, 238
interne, 243
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résistor ohmique, 238
résonnance, 198
d’amplitude, 255
d’intensité, 256
de charge, 255
de vitesse, 256
résultante
cinétique, 279
cinétique, 278
dynamique, 279
retard temporel, 193
rétine, 214

Schrodinger (équation de), 223
signal, 192

linéaire non dispersif, 193

périodique, 258
Snell-Descartes, 204
solénoide, 332
solidification, 352
source

chaude, 364

de chaleur, 344

de travail, 344

froide, 364
source idéale

de courant, 243

de tension, 242
source lumineuse, 202
source réelle, 243
spectre, 192, 202

audible acoustique, 192

électromagnétique, 192
spectrographe de masse, 300
stigmatisme, 207
sublimation, 352
systeme

fermé, 335

isolé, 335

moteur, 345

ouvert, 335

résistant, 345

thermodynamique, 335
systéme aplanétique, 208
systeme conservatif, 191

température de Mariotte, 340
tension
alternative, 231
bidirectionnelle, 231
continue, 231
efficace, 239
unidirectionnelle, 231
tension d’un ressort, 282
tension électrique, 231
thermostat, 344
Thévenin (modele de), 243

tire-bouchon de Maxwell, 302

transformation
adiabatique, 344
isobare, 344
isotherme, 344
monobare, 344
monotherme, 344
réversiblee, 344

transition de phase, 353

translation
circulaire, 275
rectiligne, 275

travail, 284, 343

trou, 228

ultrason, 192

valeur
efficace, 258
moyenne, 258
vaporisation, 352
variable d’état, 335
vecteur d’onde, 195
vecteur- rotation instantané, 275
ventre, 198
vitesse, 271
vitesse angulaire, 274
vitesse quadratique moyenne, 337
vitesses cosmiques, 319

watt, 237
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noyau, 411

acier, 446

acier inoxydable, 446
alliage, 446

alliage d’aluminium, 446
anion, 416

Arrhénius (loi d’), 409
avancement chimique, 401
avancement volumique, 405

bronze, 446

capacité d’une pile, 461
carbone
diamant, 448
graphite, 449
cation, 416
charge effective, 424
chlorure de césium, 453
chlorure de sodium, 454
cohésion, 437
compacité d’un cristal, 440
concentration molaire, 400
constante d’équilibre, 402
coordinence, 439
couple Oxy/Red, 457
cristal
covalent, 438
ionique, 438
métallique, 437
moléculaire, 437
covalent, 448
ionique, 453
moléculaire, 451
parfait, 437
cubique faces centrées (cfc), 444

demi-pile, 459
diagramme E-pH, 484
diagramme isochore, 398
dichromate, 458
dismutation, 466

électrode
au calomel saturé, 459
standard a hydrogene, 459
électron
de ceeur, 416
de valence, 416
électron, 411
électronégativité, 423
empilement compact, 442

entité chimique, 412
évolution, 403

facteur cinétique, 405

famille chimique, 420

fluide supercritique, 398

force électromotrice (fem), 460
fraction molaire, 399

gaz, 397

Hund, 415
hypochlorite, 458

interaction

de Debye, 431

de Keesom, 431

de London, 431

de van der Waals, 431
isotope, 412

Klechkowski, 414, 415

laiton, 446

Lewis (schéma), 426
liaison hydrogene, 433
liaison métallique, 445
liquide, 397

maille, 437

masse volumique d’un cristal, 440
médiamutation, 466

motif, 437

Nernst (relation de), 462
neutron, 411

nombre d’oxydation (n.0.), 457
nombre quantique, 413
nucléon, 411

orbitale atomique, 414
ordre d’une réaction, 406
oxydant, 457

oxydation, 457

Pauli, 414

permanganate, 458
Peroxyde d’hydrogene, 458
pile, 460

polarité, 429

potentiel d’électrode, 461
pression partielle, 400
proton, 411
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quotient réactionnel, 403

rayon atomique, 424
réaction d’oxydo-réduction, 465
réducteur, 457
réduction, 457
regle de I’octet, 427
relation

d’existence, 463

de prédominance, 463
relation de Nernst, 462
rétrodismutation, 466

site
cristallographique, 443
octaédrique, 443
tétraédrique, 443
solide
amorphe, 397
cristallin, 397
macrovalent, 448
semi-cristallin, 397
solvant
aprotogene, 435
moléculaire, 434
protogene, 435
sulfure de zinc, 455

thiosulfate, 458

transformation
chimique, 397
limitée, 404
nucléaire, 397
physique, 397
totale, 404

variété allotropique, 397
vitesse
de disparition, 406
de formation, 406
globale, 405
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