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INTRODUCTION

Le theme de recherche abordé dans cette these se situe dans le cadre de I’ étude de la métrique
Mus-gradient généralisée, sur une variété riemannienne. Qui est définie par une déformation non
conforme de la métrique riemannienne de cette variété riemannienne.

La déformation des métriques riemanniennes consiste a modifier la métrique riemannienne
de telle maniere que les variétés riemanniennes aient de meilleures propriétés. Il existe deux
types de déformation : soit la déformation conforme, soit la déformation non conforme. Les deux
types de déformations sont fondamentaux pour comprendre comment la géométrie d’une variété
peut étre modifiée tout en préservant ou en changeant certaines propriétés, ce qui est important
dans de nombreux domaines de la géométrie et de la physique.

Une déformation conforme d’une métrique riemannienne g sur une variété M s’exprime
sous la forme :

9(X,Y) = fg(X,Y),

ou f: M — (0,400) est une fonction lisse strictement positive.

Une déformation non conforme prend plusieurs formes, par exemple sous la forme
g(Xv Y) = g(X> Y) + h(Xv Y)7

ol h est un champ de tenseurs symétrique de type (0,2) qui n’est pas proportionnel a g (i.e.,
h # fg pour une fonction f).

En revanche, Benkartab et Mohammed Cherif dans [2] ont introduit la métrique Mus-
gradient généralisée, sur une variété riemannienne M, g par une déformation non conforme
suivante :

9(X,Y) = ag(X,Y) + (1 — ) X(F)Y (/)

ol f est une fonction lisse sur M et «v est une constante réelle telle que o € (0, 1).
Il y a d’autres ceuvres sur la déformation des métriques, voir par exemple ([1, 7, 8, 13—15]).

La these se compose de trois chapitres :
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Premier chapitre : contient des rappels fondamentaux de la géométrie différentielle incluant
diverses définitions des concepts suivants : atlas différentiable, variété différentiable, sous-variété,
espace tangent, champ de vecteurs, crochet de Lie, tenseurs, Ces notions ont été étayées par des
exemples.

Deuxieme chapitre : est consacré a 1’étude de la géométrie riemannienne : métrique
riemannienne, connexion linéaire, connexion de Levi-Civita, tenseur de torsion, tenseur de
courbure, courbure sectionnelle, courbure de Ricci et courbure scalaire. Nous étudions également
certaines opérateurs sur une variété riemannienne. A la fin du chapitre, nous donnons quelques
exemples bien détaillés.

Troisieme chapitre, qui est la partie essentielle de ce travail, est consacré a 1’étude de la
géométrie de la métrique Mus-gradient généralisée : la connexion de Levi-Civita, les différentes
courbures, notamment tenseur de courbure, courbure sectionnelle, courbure de Ricci et courbure

scalaire. A la fin du chapitre, nous introduisons quelques exemples bien détaillés.

BELALIA Ikram 2025




CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES VARIETES
DIFFERENTIABLES

[ Variétés différentiables. ([ Espace Tangent.

[ Sous Variété.

1.1 Variétés différentiables

Définition 1.1. (Carte) :

Soit M un espace topologique séparé . Une carte de dimension m dans M est un couple

(U, @) tel que les conditions suivantes sont vérifiées :
1. U (resp.p(U)) est un ouvert de M (resp. R™).
2. ¢:U = o(U) C R™ est un homéomorphisme.

a. Un espace topologique M est dit séparé si deux points distincts de M possedent des voisinages
disjoints.

Définition 1.2. (Atlas) :

Soit M un espace topologique séparé. Une famille de cartes U = {(Ui, @Z)}l crest dite

atlas différentiable de classe CP (p > 1) et de dimension m si les conditions suivantes
sont vérifiées :
1. M=]JU.

i€l
2. Pourtouti € I, (U;, ;) est une carte de dimension m.
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3. Pourtousi,j € I,(U;, ;) et (Uj, ;) sont compatibles, i.e.
U, N Uj =0
ou

©pj o (p;l s (U N Uj) — (pj(Ui N Uj)

est un difféeomorphisme de classe CP.
Les applications ¢ o <p;1 sont appelées applications de changements de cartes ou

applications de transitions.

/
/R”

Ficure 1.1 — Applications de changement de cartes.

Définition 1.3

Soit M un espace topologique séparé. Une carte (U, ) est dite compatible avec I’atlas

U si elle est compatible avec toutes les cartes de atlas U.

1. Si U est un atlas sur un espace topologique séparé M, alors il existe sur M un unique

atlas maximale noté atl(M ) contenant ¢/ définit par :
atl(M) = {(U, ¢) carte sur M compatible avec U }.

2. Si (U, ) une carte locale en = € M, p(z) = (¢'(x),...,¢™(x)), on note alors

= ¢(x).

3. (zb, 22, ..., ™) sont appelées coordonnées locales au voisinage de z.
) ) )

4. La carte (U, ) sera notée aussi (U, z"),_1- est appelée un systéme de coordonnées

locales.

Définition 1.4

Une variété différentiable de dimension m et de classe CP (p > 1) est un espace topolo-

gique séparé M muni d’un atlas différentiable U de dimension m et de classe CP. Nous

la noterons parfois par M™ ou (M™,U) et pour la dimension par dim M = m.

Exemple 1.1

BELALIA Ikram 2025




1.1 Variétés différentiables 10

R™ muni de I’atlas {(R™, Idg)} est une variété différentiable de dimension m et de classe C'*°.
Exemple 1.2 (Projection stéréographique de S™)

La sphere S™ = {z = (20, ..., 2m) € R™*! ||z|| = 1} munie de la topologie usuelle induite
par celle de R *!. La structure différentiable de S™ peut étre définie par un atlas comportant
deux cartes {(Un,in), (Us,is)}

En effet, désignons par N et S les poles Nord et Sud de S™ (c’est-a-dire N = (1,0,...,0) et
S =(-1,0,...,0) et posons

Un=85"—{N} et Ug=85"—{S}

Ficure 1.2 - Projection stéréographique de S™

On obtient des homéomorphismes notes ¢ et ig, de Uy et Ug dans R™, les projections
stéréographiques de pdle Nord et Sud, en associant a x € Uy ou & € Ug I’intersection avec
I’hyperplan 2y = 0 de la droite passant par « et N ou S. Explicitement,

(T1y. .y Tm) et i) = (T1y. ey Tim)

in(z) = 1 1+

et I’on vérifie directement que

(lyl* = 1,2y, ..., 2ym) (lyll* +1. 201, - ., 24m)
l[y[I? +1 lyl|2 + 1
Alors ig o i]_vl est le difféomorphisme de R™ ~ {0} sur lui-méme donne par

. —1 Yy
isoiy (Y) = —5-.
N 1yl

et i§1 (y) =

iN'(y) =

Exemple 1.3 (Variété produit)

Soient (M™, A) et (N",B) deux variétés de dimensions m et n respectivement. L'espace
topologique produit M x N est une variété de dimension m X n munie de I’atlas produit
suivant :

U={UxV,px)/(Up) e Aet (V,9) € B}

BELALIA Ikram 2025
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exy:UxV — R™"xR"
(w,0) = (p(u), ¥(v)).
Exemple 1.4 (Tore 72 = S x S1)
Le tore est la surface engendrée par la révolution d’un cercle C' autour d’une droite D de son

plan. Dans ce cas Le tore est considéré comme une variété produit muni I’atlas produit voir

I’Exemple 1.3.

Ficure 1.3 — Tore T2.

1.2 Sous Variété

Définition 1.5

Soient M™ et N" deux variétés différentiables de dimension m et n respectivement. Une

application f : M — N est dite différentiable de classe C*° en x € M s’il existe
(U, o) € atl(M, z) et (V,9) € atl(N, f(x)) tels que I’application

Yofopl:plU)CR™ = yp(V)CR"

est de classe C™ en p(x).

Définition 1.6

Soient M™ et N" deux variétés différentiables de dimension m et n respectivement. Une

application f : M — N est dite différentiable de classe C*° sur M si elle est de classe
C™ en tout point x € M.

Définition 1.7

Soit M une variété différentiable de dimension m. On dit qu’une fonction f : M — R est

de classe C® sur M, si pour chaque carte (U, ) de M, la fonction f o=t : o(U) — R

est de classe C™.

Nous utilisons les notations suivantes :

C*°(M) est I’ensemble des fonctions de classe C*° sur M,

BELALIA Ikram 2025
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C*°(M, z) est ’ensemble des fonctions de classe C'*° au voisinage de € M.
Exemple 1.5
Toute fonction différentiable f : R™ — R” est diférentiable entre les variétés R™ et R” munies

les atlas {(R™, Idgm )} et {(R™, Idgn)} respectivement.

Définition 1.8

Soient M™, N" deux variétés différentiables et f : M™ — N" une application
différentiable de classe C*°.

1. Le rang de l’application f en x € M relativement aux cartes (U, @) € atl(M) et

(V,4)) € atl(N) est le rang de Iapplication 1 o f o o=t en ¢(z).
1

d(to fop~
r9:f) = oo fou) =rg (XL
j=1m

2. Lapplication f est de rang constant r, (r < min(m,n)) sur U, si pourtout x € U,

rg.(f) =r.

Théoreme 1.1. (Théoreme du rang constant)[ |

Soient M™, N" deux variétés différentiables et f : M™ — N" une application

différentiable de classe C°. Si f est de rang constant r < min(m,n) sur un ouvert
U de M, alors pour tout x € M, il existent (U, p) € atl(M,x) et (V,1) € atl(N, f(x))

telles que :
¢ofo¢_lztp(U) CR™ — ¢(V)cCR"

(yla"' ;ym) = (yla"' 7y1"707"' 70)

Définition 1.9

Soient M™ et N" deux variétés différentiables. Une application f : M™ — N™ est un
difféeomorphisme de classe C™ si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. f est bijective.
2. f et f~! sont différentiables de classe C*°.

Proposition 1.1. [ ']

Soient M™, N" deux variétés différentiables et f : M™ — N" une application

différentiable de classe C* injective, alors f est un difféeomorphisme de M sur f(M) si

et sulement si rg(f) = m = n.

Définition 1.10

Soient M™, N" deux variétés différentiables et f : M™ — N™ une application de classe
COO

BELALIA Ikram 2025




1.2 Sous Variété 13

1. Ondit que f est une immersion (resp. submersion) au point x € M sirg,(f) =m
(resp. rg.(f) = n).

2. On dit que [ est une immersion (resp. submersion) si f est une immersion (resp.
submersion) en tout point x € M.

3. Ondit que f estun plongement si f est une immersion et réalise un homéomorphisme

de M sur f(M) muni la topologie induite par celle de N.

1. Si f: M™ — N"™ est une immersion,m < n, d’aprés le Théoréme du rang constant,
pour tout z € M, il existent (U,p) € atl(M,z) et (V,4) € atl(N, f(z)), alors
I’application

¢of0@_1 cp(U) CR™ — (V) CR"”
(yla”'7ym) = (yla"'7ym70a"'70)~

est une injection.

2. 8if: M™ — N est une submersion, m > n, d’apres le Théoréme du rang constant,
pour tout z € M, il existent (U, ) € atl(M,z) et (V,v) € atl(N, f(z)), alors
I’application

wofogp_l cp(U) CR™ — (V) CR”

(yla"' )ym) — (yla"' )yn)

est une projection.

Exemple 1.6

1. L’application
f:R — R?
t — (cost,sint).

f est une immersion non plongement (non injective).

2. L’application
f:0,2n[ — R2
t — (cost,sint).
f est un plongement.

Exemple 1.7

BELALIA Ikram 2025
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Ficure 1.4 — Plongement.

1. L’application
f:R3 — R?
(,y,2) = (z+y,y—2)
f est une submersion.
2. Lapplication
f:R™ — R

2

ﬂ?z(l'l,'--,l‘m) = HZL‘||2:.’L'1++CL'm

f est une submersion sur R™ ~ {0}.

Définition 1.11

Soient M™ une variété différentiable et N C M. On dit que N est une sous variété de

M de dimension n < m, si N est une variété différentiable et I’injection canonique

i: N — M est un plongement.

Théoreme 1.2. [ ]

Soient M'™ une variété différentiable et N C M. N est une sous variété de M de

dimension n < m, si et seulement si pour tout v € N, il existe (U, ) € atl(M, x),

YyEUNN & ont1(y) =+ = pm(y) = 0.

ou p; les composantes de p.

Théoreme 1.3.[ ]

Soient M™, N™ deux variétés différentiables et f : M"™ — N™ une application de classe

C™ de rang constant r. Alors pour tout z € f(M), I'ensemble f~1({z}) est une sous

variété fermer de M de dimension m — r.

Exemple 1.8
La sphere S™ = {x = (zg,...,7m) € R™TL ||z|| = 1} est une sous variété de R™*! de

dimension m. En effet : soit la fonction
f:R™ 5 R

z o= o

BELALIA Ikram 2025




1.3 Espace Tangent 15

Ona:1¢€ f(R™) et f71({1}) = S™, de plus f est de rang constant égal a 1, donc
d’apres le Théoréme 1.3 S™ est une sous variété de R™*! de dimension m.
Exemple 1.9
L’espace hyperbolique

1,2 2 2
H" = {z = (20, ..., Tm-1,Tm) E R 2§+ ...+ 25 _| — a2, = -1},
en tant que sous espace de R™*! il est muni de la topologie usuelle induite par celle de
R™+1 peut étre équipé d’une structure différentiable par un atlas comportant deux cartes

{(Un,¢n), (Us, ¢s)}. telles que

(T1y.v ey Tm) (T1y.e ey Tm)
= - t =
o) = T tnd g gy = (e
-1 (_1_ Hy||272y17---72ym) —1 (1+ ||yH272y17“'72ym)
ey (y) = et vg (y) = :
N 1 — |2 s 1 — |lyl?
-1 Yy
psooy (y) =05
N [yl
Soit la fonction
f:R™ 5 R
r=(20,...,Tm) + ToA...+x2_;—22.

Ona:—1¢€ f(R™ ) et f~1({—1}) = H™, de plus f est de rang constant égal a 1, donc d’apres

le Théoreme 1.3 H™ est une sous variété de R™+! de dimension m.

Ficure 1.5 — Projection stéréographique de H™.

BELALIA Ikram 2025




1.3 Espace Tangent 16

1.3 Espace Tangent

Définition 1.12

Soient M™ une variété différentiable et x € M. Une application A : C*°(M,x) — R est

appelée une dérivation en x si elle satisfait les régles suivantes pour tous f,g € C*°(M).
1. A(f +g) = A(f) + Alg)-
2. A(f.9) = A(f)-9(x) + f(2).Alg).
3. f est constante au voisinage de x, alors A(f) = 0.

L’ensemble de toutes les dérivations en x, s’appelle I’espace tangent de M en x, il est

noté T,, M, par définition un vecteur tangent de M en x est un élément de T, M.

Exemple 1.10

Soit v : I — M un chemin sur M, ou [ est un intervalle ouvert de R. On définie un vecteur

tangent en x = y(t), noté v = §(¢t) par v(f) = 4(t)(f) = %(f o) (t) avec f € C>*(M).

1M

Ficure 1.6 — Représentation graphique d’un espace tangent.

Soient M™ une variété différentiable de dimension m, alors :
1. T, M est un espace vectoriel de dimension m.
2. Si (U, ¢) une carte locale en © € M. Une base de T,, M est donnée par les m dérivations

a%ihc, telle que, pour tout f € CT°°(M, x)

9 L(f) = A(f oo H(p(x))
Ox; 0z '
K2 K3
3. TM = U T.M = {(z,v)|x € M,v € T, M} est appelé le fibré tangent a M.
zeM
4. Si U estun ouvert de M, alors T,U =T, M et TU = U T.M.
zeU

Exemple 1.11

Le fibré tangent au cercle S' = {(z,y) € R? 22 + y? = 1} apparait ainsi comme la variété
{(z,y,X,Y) e R*, 2* +y> = 1,2X +yY = 0}

il est difféomorphe au cylindre C = S* x R.

BELALIA Ikram 2025
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n

00 O

p q X

Ficure 1.7 — Représentation graphique du fibré tangent.

Ficure 1.8 — Fibré tangent du cercle S*.

Définition 1.13

Soit M une variété différentiable.

I.w: TM — M la projection de TM sur M définie par m(x,v) = x est une
application surjective et de classe C'°.

2. Une section de T'M est une application X : M — T M telle que m o X = idyy.

3. Une telle section de T M de classe C™° est appelée un champ de vecteurs sur M.

L’ensemble des champs de vecteurs sur M est noté par T'(TM).

Remarque 1.1

1. Un champ de vecteurs X sur M est considéré comme une application
X: M - TM

r = Xp,el,M
telle que

X,: C*(M) — R
fooo= Xa(f)
2. Le champ de vecteurs X induit un opérateur R-linéaire sur C*° (M)
X: C®M) — C™(M)
foo= X0

BELALIA Ikram 2025




1.3 Espace Tangent 18

telle que

Soit M™ une variété différentiable.

1. Soit (U, ) une carte de M™. En tout point z € U, on a la base canonique {% |}

i=1,m
de T, M. On obtient les champs de vecteurs sur U, définis par

a .
oz U —- TU

d
Les champs de vecteurs %,i = 1, m sont appelés les champs de bases associés a la
carte (U, ) et {%}i:m est appelé la base locale des champs de vecteurs associés.

2. Tout champ de vecteurs X € I'(T'M) s’écrit

“ 0
_ i
X = Z X Oxt
=1
avec des fonctions X° : U + R, i = 1, m uniquement déterminées.

3. Soient (U, ¢), (V,1) deux cartes sur M™ et {%}i:

bases des champs de vecteurs associés respectivement aux cartes (U, ¢), (V, ). Si le

P ‘o
Toms {W}FW désignent les

changement de coordonnées est donné par :

Yo et .a™) =yl y"), (@l 2™ ep(UNY).

Alors on a, pour touti = 1, m

0 oyt o
ox? — Oxt Oyk’

Définition 1.14

Soit M une variété différentiable.

Le crochet de Lie noté |, ] est définie par
[X,Y]= XY - YX

pour tous X, Y € T'(TM).

Le crochet de Lie a les propriétés suivantes :
1. [,] est bilinéaire et antisymétrique.

2. Pourtous X,YetZ € I'(TM)
[X,Y],Z] +[[Y, 2], X]| + [[Z2,X].Y] =0.
3. Pourtous X, Y e I'(T'M) et f,g € C°(M)

[fX,9Y] = FglX, Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.

BELALIA Ikram 2025
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4, SiX:iXi a' et Y:iw 9
i=1 j=1

ozt oz
L 0YT 0X7 0
X, Y| = X'— Y —)—.
X, Y] ”2_21( oxt 83:1)1"3
5. Pourtousi,j = 1,m
04,05] = 0.

Définition 1.15

Soit f : M™ — N™ une application différentiable.
Deux champs de vecteurs X € T'(TM) et Y € I'(T'N) sont dit f-équivalent si

df o X =Y of,

i.e. le diagramme.
M s N

On note alors X ~; Y.

Propriétés 1.1.[ ]

he C®(N), ona:
1. hofeC>®(M).
2. de f(Xz)(h) = Xg(ho f).
3. (df o X)(h) = X(ho f).
4. (Yo fla(h) = Yy (h) = Y (h)(f(z)) = (Y (h) o f)(x).
5. Yof)h)=Y(h)of.

Soient f : M™ — N"™ une application de classe C*°, X € T(TM),)Y € I'(T'N) e

1) VAeR: ()\Xl +X2) ~f ()\Yl +Y2)
2) [ X1, Xo] ~f [V1,Y5].

Soient f : M™ — N™ une application de classe C*°, X1,Xy € T'(TM) et Y1,Y5 €
I'(TN). Si

X1~ Y1 et Xon~y Yo,
alors :
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Démonstration

Pour tous X1, Xo € I'(T'M), Y1,Yo € I'(T'N) et h € C*°(N),ona:
Xi~vpYi<=dfoXi=Yiof et Xo~pYoe=dfoXs=Ys0f
1) Nous prouvons que : (AX1 + Xa) ~f (AY; + Y) i.e.
df o (AX1 + X2) = (AY; + Y2) o f, alors :
(df o (A X1+ X2))(h) = (AX1+ X3)(hof)
= MXi(ho f)+ Xa(hof)
= (Adf o X1)(h) + (df o X2)(h)
= (AY10 f)(h) + (Yao f)(h)
= ((\Y1 +Y2) 0 f)(h).
2) En utilisant les formules 4. et 6. des Propriétés 1.1, nous obtenons :
df o [X1,X5](h) = [X1, Xo](ho f)
= Xy(Xy(ho f)) = Xao(Xi(ho f))
X1 ((df o X3)(h)) — Xa((df o X1)(h))
= Xu((Yao f)(h)) — Xa((Y1 0 f)(h))
= Xi(Ya(h) o f) = X1(Ya(h) o f)
= df o X1(Ya(h)) — df o X5(Y1(h))
= (Y10 f)(Ya(h)) — (Y20 f)(Y1(h))
= Yi(Ya(h)) o f = Ya(Y1(h)) o f
= 1, Y5)(h)o
= ([Y1,Y2] o f)(h).

f=
f

Définition 1.16

Soit f : M — N un difféomorphisme de classe C*, (k > 1).

1. On définit I’application f, par
f« : T(TM) — T(TN)
X = fiX)=dfoXof!
Pour touty € N, (f*(X))y = df_1(y)f(Xf_1(y)).

f«(X) est appelée I’image directe de X.
2. On définit I’application f* par

f*:T(TN) — I(TM)
Y = 1Y) = (fH(Y)
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f*(Y) est appelée I’image inverse (Pull-back) de Y .

Propriétés 1.2

Soit f : M — N un difféomorphisme de classe C*, (k> 1), alors

1. f. et f* sont des isomorphismes linéaires telles que (f)~! = f*,

2. X et f.(X) sont f-équivalent,

3. Y et f*(Y) sont f~'-équivalent,
4 f(X)(g) = X(go f)o f7h,

5. f(Y)R)=Y(ho f)of,

6. fu(hX) = (ho f1) fu(X),

71 (gY) = (go /) (Y),

8 fu([X1, Xa]) = [fu(X1), fu(X2)],
9. X1, Y2]) = [f*(Y), f*(Y2)].

on X, X1,Xo € (TM),Y,Y1,Yo € I(TN), h € C®°(M) et g € C*(N).

Démonstration
En utilisant la définition de I’image directe et I’image inverse d’un champ de vecteurs.
1. Comme df est linéaire alors f, est linéaire.

pourtout Y € I'(T'N), il existe X € I'(T'M), tel que :
(X)=Y & dfoXofl=VY

& dfoX=Yof

& X=(df)toYof

o X=dfloYof

& X =f(Y).
d’ou f, est un isomorphisme linéaire d’inverse f*.
2.0na fu(X)=dfoXofle fi(X)of=df oXieXetf.(X)sont f-équivalent,
4. Pour tout g € C°(N),ona f.(X)(g) = df(X) o f~1(g), et d’apres la définition de la
différentielle df (X)(g) = X (g o f) on obtient f,(X)(g) = X(go f)o f~1
6. Pour tout h € C*°(M),

fu(hX) = dfo(hX)of!
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7. Pour tout g € C*°(N),

[f+(X1), fu(X2)](9)

(f+(X1))(f<(X2))(9) — (f*(X2))(f*(X1))(g)

= Xi(fu(X2)(g) o f) o [T = Xa(fu(X1)(g) 0 f)o f!
[X1(£u(X2)(9) 0 f) = Xa(fu(X1)(g) 0 )] 0 /7

= [Xi(Xa(gof)of o f) = Xa(Xi(go f)of o f)]of
[X1(Xa(go f)) = Xa(Xi(go )] o f7

= [X1,Xs(go f)of!

= fu([X1, X2])(9)

(e]

Définition 1.17

Soient M une variété différentiable et x € M.

1. L’espace dual de T;; M est appelé I’espace cotangent a M en x noté T M, i.e.

T*M = (T,M)*.

On sait que localement (55 |.) est une base de T, M, on note par (da?|;) sa base

duale, nous avons :

0 oz’ ;
() ) = O ) = .
2. T*M = U ToM = {(z,w)|xz € M,w € Ty M} est appelé le fibré cotangent a
zeM
M.
3. Si U estun ouvert de M, alors T;U = T;M et T*U = U M

zelU

Définition 1.18

Soit M une variété différentiable.
1. La projection 7w : T*M — M de T*M sur M telle que (x,w) — 7(x,w) = x est
une application surjective et de classe C'*.
2. Une section de T* M est une application w : M — T* M telle que m o w = idyy.
3. Une telle section de T* M de classe C'*° est appelée une forme différentielle sur M.
L’ensemble des formes différentielles sur M est noté par I'(T* M ).

Remarque 1.3
I. Soit (U, ¢) une carte de M™
do': U — T*U

r o drt|, = (

M! ) eTrU

alors dx® € T(T*U).

BELALIA Ikram 2025




1.3 Espace Tangent 23

2. Tout forme différentielle w sur M s’écrit
m
w = Z w;dz’
i=1

avec les fonctions w; : U — R, i = 1, m uniquement déterminées.
3. Une forme différentielle w sur M est considéré comme une application
w: M — T'M
r = wpeT;M

telle que
we: Tp.M — R

v = we(v)

4. La forme différentielle w induite un opérateur C°° (M )-linéaire

w: I'TM) — C*(M)

X = w(X)
telle que
wX): M - R
r = wX)(r) =w(Xy)
Tenseur

Définition 1.19

Soit M une variété différentiable.

1. Pour tout x € M nous définissons [’espace vectoriel

TPOM =TM®.. TMRIT!M®...Q T:M

/

p—fois q—fois
2. Un élément T € ngp DM est un tenseur de type (p,q) au-dessus de x. Dans une

base associé a des coordonnées (x") au voisinage de x, il s’écrit

0 0 '
ort Ox'2 Ox'r

3. Pour tout x € M nous définissons I’espace vectoriel des tenseurs de type (p, q),

Tle = T2 () — () ® — () ®- - (2)®dz! | @z |y ®- - - dz’e|,.

T T jij2rdq

TCPOM = | JTPIM =TM®... TMRT*'M® ... T*M.
e p—fois q—fois

Définition 1.20

Un champ de tenseurs de type (p, q) est une section de classe C> de T®9 M. L'ensemble

des champs de tenseur de type (p, q) est noté par Sk (M ). Relativement & une carte (U, z*)
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de M, un champ de tenseurs T € 3%(M) s’écrit en coordonnée locale

0

_ atleip j1 j
T_le"'jq(‘?mil ®...®axip Rdr’' ® ... Qdx)?, (1.1
ou, T sont des fonctions différentiables de classe C*° sur U.

J1i---Jq
La formule (1.1) nous permet d’identifier (M) a I’espace C>° (M )-module

{B:QIT(TM) = Q"T(TM) | C®(M)-q-linéaire },

o, QT(TM) =T(TM)® ... T(TM) pour s > 1 et Q" T(TM) = C=(M).

x
s—fois

De la définition précédent, on a :
SY(M) = C®(M),S§(M) =T(TM) et V(M) =T (T*M).

Exemple 1.12

I. (M) s’identifie I’espace des applications C'°°(M )-g-linéaire de I'(T'M ) dans I'(T'M).
(M) s’identifie a I’espace des applications C'*° (M )-linéaire de I'(T"M ) dans I'(T'M ).
(M) (TM) dans C*°(M).
(M) s’identifie I’espace des applications C'*° (M )-bilinéaire de I'(T'M ) dans C*°(M).

&2

2

»on

s’identifie I’espace des applications C'°°( M )-g-linéaire de I’

&L WL

&

€
1
q
1
1
0
q
0
2

Définition 1.21

Soient M, N deux variétés différentiables.
1. Soit f : M — N une application de classe C*, (k > 1).
On définit I’application f* par
f* c T(O,T) (N) N T(O,T) (M)
T — [T
telle que pour tous X*,..., X" € T'(TM) etz € M, ona
(FTXY, . X)) =T (df(XY),...,df(X7)) o f,
(F (X . XT) =Ty (da f(Xp), - -, da f(XF))
f*T est appelée I'image inverse (Pull-back) de T'.
2. Soit f : M — N un difféomorphisme de classe C*, (k > 1).
On définit I’application f,. par
fo : TO (M) — TOM(N)
S = fiS = (f_l)*S

f«S est appelée image directe de S.
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CHAPITRE 2

VARIETES RIEMANNIENNES

Sommaire

[ Variété riemannienne. 1 Opérateurs sur une variété rieman-

1 Connexion linéaire. nienne.

[ Courbures.

2.1 Variété riemannienne

Métrique riemannienne

Définition 2.1

Une métrique riemannienne g sur une variété M est une application

g : T(TM) x T(TM) — C=(M),

C°°(M)-bilinéaire, symétrique et définie positive.

Soit g une métrique riemannienne sur une variété M™, pour tous V., W € I'(T'M),on a :
I. e g(V,IW)=g(W,V) (symétrique),
o g(V,V) >0 (définie positive),
2. ge (TM*) @ (T M*).
o Si (U, ) est une carte sur M, alors :
g= i gijdxi R dxj, 2.1)
i,j=1
ou g;; sont des fonctions différentiables sur U appelées composantes du tenseur

métrique relativement a la carte (U, ).
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m m
o SiV =) VigietW=> W/d,ona

i=1 j=1

m . .

gV, W) = > gi; VW

i,j=1
3. Pourtoutx € M on a
go : ToM x T,M — R

est une forme bilinéaire, symétrique et définie positive, ou T, M désigne I’espace tangent

en x.

Définition 2.2

Une variété riemannienne est un couple (M, g), ou M est une variété différentiable et

g une métrique riemannienne sur M. Si M est de dimension m, nous la noterons par

(M™, g).

Soient (M™, g) une variété riemannienne, (U, ¢) et (V, 1)) deux cartes sur M. Si g;; (resp. Gr1)
désignent les composantes de g relativement a la carte (U, ¢) (resp.(V,1))). Si le changement
de coordonnées est donné par :
y=y(@)=(y'....y") =vop H(z), zepUNV),
alorson a: "
oYk oyt _

gij = Ozt @lev
k=1

2.2)

ol {%}izl’m et {8%1} j—T7m désignent les bases des champs de vecteurs associ€s respecti-

vement aux cartes (U, ¢) et (V, ).

Exemple 2.1

1. L’espace Euclidien, R™ muni du produit scalaire standard

m

go(V,W) = Z VWi,

i=1
ouV = (vi,..., )z, W = (w1,...,w0p)s € Tx(R™),z € R™.
2. Dans la boule
D" = {s e R"| 2] < 1},

on considere le tenseur gy défini par

4
g (v, w) = Wgo(v,w), v,w e T,R™ e D™,

g est appelée la métrique hyperbolique sur D™.

3. Soit M une sous-variété différentiable de R™. Pour tout x € M,ona T, M C T,R™. En
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posant

g(v,w) = go(v,w), v,w € TpyM,

on obtient la métrique riemannienne induite par gg sur M.
Exemple 2.2

On considere le tore 7% paramétrée par :
¢ (u,v) — ((1+2cosv)cosu, (14 2cosv)sinu,2sinv).

(U, @) € atl(T?) et (V, 1) € atl(R?) deux cartes sur T? et R3 respectivement, tel que (U, ) =
(U.¢7") et (V,9) = (R®, Idgs) donc § = ety = o p~' = ¢, d’'ob

y(u,v) = (y1,y2,y3) = ((1 + 2 cosv) cosu, (1 + 2 cosv) sinu, 2sin v)
et (z1,z2) = (u,v). Alors en utilisant la formule (2.2), on trouve :
g1 = (14+2cosv)?, guw=4 et gio=go =0.
Donc la métrique riemannienne induite sur le tore 72 par gq est donnée par :
g = (1+2cosv)?du® + 4dv?

et la matrice associée a cette métrique :

(14+2cosv)? 0
0 4

G =

4

Ficure 2.1 — Tore T2.

Définition 2.3

Soient (N™, h) une variété riemannienne, de dimension n, M™ une variété différentiable

de dimension m et f : M — N une immersion. Alors :
f*h:T(TM)xT(TM) — C>*(M)
définie pour tous X, Y € I'(TM) et x € M par :
f (X, Y )z = hy(e)(de f(Xz), do f(Y))

est une métrique riemannienne sur M, appelée métrique inverse de h.
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Soient (U, ) une carte sur M™ de base locale associée {%} et (V, 1) une carte sur

i=1m

N™ de base locale associée {%} j=Tmm» alors:
. s 0 0
(PR = Fhim 7o)
0 0

— B () df ()

" ofeaf8 ( a 9
Oxt 97 Oy’ OyP

Jof
a,B=1
" ofeof8

i Qi
et ox' Ox

(hag o f).

Exemple 2.3
On considére la boule D? = {x eR? |z| < 1} et la projection stéréographique :
f:D* - R
21 2 1+ ||yl?
(ylayQ) = < ) ) .
L=yl 1= flyl* 1 = llyl?

Soit la forme bilinéaire h sur R3, définie comme suit,
h(A, B) = a1by + asba — asbs,
ol A = (ay,az,a3), B = (b1,ba,b3) € T,R3 etp € R3.
Les composantes de h sont hog = 0, o« # B et hip = hop = 1 et hgz = —1.

On pose g = f*h alors, on a

gij = (f'h)i

23: afe ofs
i g B
gy O Oy

oftoft  offoft affof
oyt Oyl Oyt Oyl Oyt Oyl

Donc, on trouve
4
g11 = ga2 = =Ty P2 g12 = g21 = 0.

S IR

d’ou la matrice associe a la métrique g est
4

S S RE
0

i.e.:

(A=1ly[?)?

2.2 Connexion linéaire
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Connexion linéaire

Définition 2.4

Une connexion linéaire sur une variété M est une application

V:I(TM)xT(TM) — T(TM)
(X, V) — VxV
vérifiant :
1. Vx(V+W)=VxV +VxW,
2. Vx(fV) = X(f)V + fVxV,

3. VX_|.ny =VxV + fVyV,
pour tous V,\W, XY € I'(TM) et f € C>°(M). On dit aussi que V xY est la dérivée

covariante de Y par rapport a X.

Définition 2.5

Soient V une connexion sur une variété M™, de dimension m et {0;}i=1.m ( resp.
b

{da7} j=Tm ) une base locale de section de T'(TM) ( resp. I'(T*M) ). On définit les

coefficients de Christoffel par

= daF(V05). (2.3)
k=1

Remarque 2.3
Soit V une connexion linéaire sur une variété M™ .

Dans un systéme de coordonnées (z°) sur M, V est complétement définie par les symboles

de Christoffel Ffj etona:

Z uaxk
En effet, si X = ZXZﬁ ety = ZY]W alors :
— x = Ox

z 9 k k 9
VxY = ZX Pl +Zr Yo
1,k=1

Définition 2.6

Une connexion linéaire NV sur M™ est dite localement plate, s’il existe une carte (U, p)

sur M telle que I‘fj = 0 pour tous i, j, k = 1, m.
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Définition 2.7

Une connexion linéaire NV sur M™ est dite localement symétrique, s’il existe une carte

(U, ) sur M telle que Fk = Fk pour tous i, j, k =1, m.

1. Toute connexion linéaire localement plate est localement symétrique.

2. Une connexion est plate si F’?- = 0 pour tous ¢, j, k = 1, m sur M™.

3. Une connexion est symétrique si Fk = Fk pour tous i, j, k = 1, m sur M™.

Tenseur de torsion

Définition 2.8

Soient M une variété différentiable et V une connexion linéaire sur M. Le tenseur de

torsion associé a V est une application vectorielle C*° (M )-bilinéaire
I(TM) xT'(TM) — I'(TM),
définie par :
T(X,Y)=VxY -VyX - [X,Y],
pour tous X, Y € T'(TM).

La connexion V est dite sans torsion si'T = 0.

Soit M™ une variété différentiable.

1. T est un champ de tenseurs de type (1, 2).

2. T(X,Y)=—-T(Y,X) pourtous X,Y € I'(T'M) (T estantisymétrique ).

3. La connexion V est sans torsion ssi pour tous X,Y € I'(T'M ), ona:

(X, Y] =VxY —VyX.
0

oz’
T(X,Y) = VxY -VyX —[X,Y]

m m
. )
4. Expression locale : pour X = E X' Y = E Y/ e e N(TM)
x
, =

= Y (XZ 0 (Yﬂ)i+xwv , O _yi (") 0

52 ox' Oz 9t OxI oxJ ox'
-y Vai]@i _Xiaii(yj)fga” aa (z i)aiw)

= i X1y rﬁz)a‘zk
i,5,k=1
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Proposition 2.1

Une connexion linéaire V est symétrique sur M si et seulement si T(X,Y) = 0, pour

tous X, Y € T'(TU).

Remarque 2.4
Une condition nécessaire pour qu’une connexion linéaire soit localement plate (resp. plate)

est que localement T = 0 (resp. T = 0).

Théoréme 2.1. ( fondamentale )[ -]
Lo am)

Soit M™ une variété. Si p € M tel que T,, = 0, alors il existe une carte (U, x",

telle que pour tous i, 5,k =1, m, ona:

Fi?“j(p) =0.

Définition 2.9

Soit S un tenseur de type (0, 1) sur une variété M. La dérivée covariante VS du tenseur

S est un tenseur de type (0,7 + 1) défini par :

(VXS)(Yh?Y;“) :X(S(Yla7}/1“))_zs(yivavXY;7al/:r‘)
i=1

Si S un tenseur est de type (1,r) alors,
,

(VxS)(Y1,...,Y:) =Vx(S(Y1,..., ) = > _S(W,...,VxY;,...,Yo),
=1

pourtous X,Y; e '(TM)eti=1,...,r.

Définition 2.10

Une section V. € T'(T' M) est dite paralléle par rapport a la connexion V si :

VxV =0,

pour tout X € T'(T'M).

Définition 2.11

Une métrique riemannienne g sur une variété M est dite compatible avec la connexion V

(ou paralléle) si :

Vg =0, 24)
ie.
X(g(V,W)) = g(VxV, W) + g(V, VxW), (2.5)
pour tous V,W, X € T(TM).
2025
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Connexion de Levi-Civita

Théoreme 2.2

Soit (M, g) une variété riemannienne, I’application

V : I(TM) x T(TM) — T(TM),
définie par la formule de Koszul®
29(VxY,2) = X(9(Y,2))+Y(9(Z,X)) - Z(9(X,Y)) (2.6)
+9(Z,[X,Y]) +9(Y, [Z, X]) — 9(X, [Y, Z])

est une connexion linéaire sur M, appelée connexion de Levi-Civita®

Jean-Louis Koszul, né le 3 janvier 1921 a Strasbourg et mort le 12 janvier 2018 a Fontanil-

Cornillon pres de Grenoble, est un mathématicien francais. Membre du groupe Bourbaki, il est
m surtout connu pour ses travaux en algebre et en géométrie et pour la formule de Koszul sur les

connexions (de Koszul, 1950), qui a formalisé le transport parallele de vecteurs le long d’une
i \ courbe, (Wikipédia).

Tullio Levi-Civita, né le 29 mars 1873 a Padoue, Italie et mort le 29 décembre 1941 a Rome,
est un mathématicien italien. Il est connu principalement pour son travail sur le calcul tensoriel
et ses applications en théorie de la relativité. La connexion Levi-Civita est un cas particulier
des connexions Koszul (1950) et porte le nom de Tullio Levi-Civita. En son honneur pour avoir
introduit les concepts de transport parallele aux fins de la relativité générale,(Wikipédia).

Démonstration
Pour tous X, Y, Z € D(TM) et f € C*(M) on a,
1)29(VyxY. Z) = [fX(9(Y,2))+Y(9(Z, [X)) - Z(9(fX.Y))
+9(Z,[fX,Y]) + 9(Y,[Z, fX]) — g(f X, [Y, Z])
= [X(Y.2))+Y(f)g9(Z,X)+ [Y(9(Z, X))
—Z(g(X.Y) = fZ(g(X,Y)) =Y (f)9(Z, X)
+f9(Z,[X,Y]) + Z(f)g(Y,. X) + fg(Y,[Z, X])
—f9(X.[Y, Z])
= [fX((Y,2))+ fY(9(Z, X)) - [Z(9(X,Y))
+19(Z,[X,Y]) + f9(Y,[Z, X]) — fg(X,[Y, Z])
= 2fg9(VxY,2)
= 29(fVxY,2),
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alors, on trouve VyxY = fVxY.

2)29(VxywY,2) = (X +W)(g(Y,2)) +Y(9(Z, X +W))
—Z(g(X +W,Y))+g(Z,[X +W,Y])
+9(Y,[Z, X +W]) —g(X +W,[Y, Z])
= X(g(Y,2)) +Y(9(%,X)) - Z(9(X,Y))
+9(Z,[X,Y]) +9(Y, [Z, X]) — g(X, [, Z])
+W(g(Y, 2)) + Y (9(Z2,W))
—Z(gW,Y)) +9(Z, W, Y]) + g(Y, [Z,W])

—g(W,[Y, Z])
= 29(VxY,Z) +29(VwY, Z)
= 29(VxY +VwY, Z),
dodl, Vy wY = VxY + VY.
3)29(Vx [Y,Z) = X(g(fY,Z))+ fY(9(Z, X)) — Z(9(X, fY))
+9(Z, [X, fY]) + 9(fY,[Z, X]) — g(X, [fY, Z])
= X(He(Y.Z2) + fX(9(Y. Z)) + fY (9(Z. X))
—Z(f)9(X.Y) = fZ(9(X.Y)) + X(f)9(Z,Y)
+f9(Z,[X,Y]) + f9(Y,[Z, X]) + Z(f)g(X,Y)
—f9(X,[Y, Z])
= 2X(f)g(Y,Z) + fX(9(Y,2)) + fY (9(Z, X))
—fZ(9(X,Y)) + f9(Z,[X,Y]) + f9(Y,[Z, X])
—f9(X,[Y, Z])
= 2X(f)g(Y.Z) +2f9(VxY,Z)
= 29(X(f)Y + fVxY, Z),
dod Vx fY = X(f)Y + fVxY.

De méme maniére on obtient, Vx (Y + Z) = VxY + VxZ. Donc V est une connexion

linéaire sur M. [ |

Théoreme 2.3. ( Théoreme fondamental de la géométrie riemannienne )

Si (M, g) est une variété riemannienne, alors la connexion de Levi-Civita est ['unique

connexion linéaire sans torsion et compatible avec g.

Démonstration
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Pour tous X,Y, Z € I'(T'M), on a

9(VXY,2) (Vv X, Z) = S{9(Z[X.Y]) ~ g(Z,[Y, X])}
= 9(Z,[X,Y]),
d’ou la connexion de Levi-Civita est sans torsion, et
§(VXY,Z) +g(VZY) = S{X(g(Y,2))+ X(s(Z V)
= X(g(Y,2)),

cela prouve que la connexion de Levi-Civita est compatible avec la métrique g sur M. La

relation (2.6) détermine complétement la connexion V, ce qui donne 1’unicité.

Proposition 2.2

Soient (M™, g) une variété riemannienne, de dimension m et V la connexion de Levi-

0 associés,

Civita. Si (U, @) est une carte sur M avec les champs de bases Bllo <000 G

alors les coefficients de Christoffel Ffj sont donnés par :
rk — ligkl %_'_ 9g9a  9gij
W g — oxrt  0xd 9l )’
ou g;j sont les coordonnées de g relativement a la carte (U, ¢).

Démonstration

Comme [0;, 9j] = 0 pour tous 4, j = 1,m, ol 9; = % pour tout ¢ = 1, m on a,

29(V5,0;,0) = 2> g(T5;0s,0)

s=1

m
= 2 Z Ffjgsl
s=1

= 0i(9(9,01)) + 9;(9(0y,0;)) — 91(9(0;,95)),

donc,
m 1
> Ti0a = 5 (Digjt + 0591 — Digig)
s=1
d’ou,
m 1
> T5ga9™ = §glk (Digj + 09 — Ngij)
s=1
et,

m m
1
E I'gag™ = 5 E 9" (Digji + 091 — ugij)
s,l=1 =1

et comme (g*) est la matrice inverse de (g;;), on a

m
Z gslglk = (5]{257
=1
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oll dy est le symbole de Kronecker, d’olt

1 & Og9;1 | Ogu  0Ogij
E _ = kl J il 995
by = 2 ;g <8mi T ow T ol )

Exemple 2.4

Soit S™ = {x € R™!/||z|| = 1} la sphére de dimension m, munie de la métrique induite de
R™! donnée par :

x e R™.

45@'
%) = T e

Les symboles de Christoffel se calculent comme suit, ot 4, j,k = 1,meti # j,i # k,j #* k :
‘ , . ) — 9.
k _ _1J _ 1 _ _ i
I3i(x) = 0, I (z) = I (z) = I'j; () = —T;(x) = T
Exemple 2.5

On définit sur S? la métrique riemannienne
g = dx? + cos® z dy?.

Les symboles de Christoffel
2
1 0 0 0
E _ Ik T P P S
I = ; 39" (5595 + 5 59u axlgm)mu i, 5,k =1,2
de la connexion de Levi-Cita associée a g sont donnés par :

ry T, 0 0 2, 13, 0 —tanw
i T, 0 sinzcosx 3, T3 —tanw 0

2.3 Courbures

Tenseur de courbure

Définition 2.12

Soit M une variété muni d’ une connexion linéaire V. On définit le tenseur de courbure,

R:T(TM)xT(TM) x I(TM) — T'(TM), associé a V, par :

R(X,Y)V =VxVyV - VyVxV - Vixy]V,
pour tous X, Y,V € T(TM).

Propriétés 2.1

1. Le tenseur de courbure R est C°°(M)-3 linéaire.

2. R(X,Y)V = =R(Y, X)V pour tous X,Y,V € T'(T M) ( antisymétrique ).
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Proposition 2.3. [ , P.210,V1]

Une connexion linéaire V est plate si et seulement si' T = 0 et R = (.

Définition 2.13

Sur une variété riemannienne (M™, g), le tenseur de courbure de la connexion de Levi-
Civita est appelé tenseur de courbure riemannienne.

On peut considérer le tenseur de courbure riemannienne comme un tenseur de type (0,4)
tel que pour tous X, Y, Z, W € I'(TM)

R(X,Y, Z, W) = g(R(Z, W)Y, X).

Le tenseur de courbure riemannienne s’exprime en fonction des coefficients de Christoffel :

R(0,0;)0x = > _Rizd,
=1
R(0;, 05,0k, 01) = Rijt,

Rz]k - al(r zk + Z{Fzs jk Fé‘srfk
et
7,]kl Z gSlR’L]k’
oll (0;);_75, est une base locale des champs de vecteurs sur M. En effet :
Z Ri0 = R(0:,0;)0k
m m
= Vo, () _T50:) = Vo, (D Thor)
s=1 t=1
m m m m
-y (ai( 2005+ Z r;krg’sap) -3 (aj (Th)o+ > rgkrgtaq)
s=1 = t=1 g=1
- Z [Z Thl5k = T5al5) + (0 — 8jrék)} 0.
=1 s=1
Nous avons obtenu la formule explicite
Rz]k =0; (F + Z Fls jk ]srfk)

On remarque que le tenseur de courbure ne depend que des coefficients de la métrique g et de

leurs dérivées, les symboles de Christoffel ne dépendant eux-mémes que de g.
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Proposition 2.4

Soit (M, g) une variété riemannienne. Le tenseur de courbure riemannienne R a les

propriétés suivantes :

1. R est un champ de tenseurs de type (1, 3),
9JR(X,Y)Z, W) = —g(R(Y, X)Z, W),
9R(X,Y)Z, W) = —g(R(X, Y)W, Z),
JR(X,Y)Z, W) = g(R(Y, X)W, Z),
gR(X, Y)Z, W) =gR(Z,W)X,Y),
R vérifie I’identité de Bianchi algébrique

S N

R(X,)Y)Z+R(Y,2)X +R(Z, X)Y =0,
7. R vérifie 'identité de Bianchi différentielle
(VxR)(Y, Z) + (VY R)(Z, X) + (VzR)(X,Y) = 0,
pour tous X, Y, Z, W € T(TM).

Courbure sectionnelle

Définition 2.14

Soient (M™, g) une variété riemannienne de dimension m > 2 et P un 2-plan de T,,M

de base {X,Y }. On appelle courbure sectionnelle en x de P
9(R(X, Y)Y, X)

Ka(P) = (R X)g(v,Y) — 9K, Y2

Remarquons que dans la définition précédente, on peut donc supposer que { X, Y} est une

base orthonormale. Dans ce cas :

K. (P) =g(R(X,Y)Y, X).

Définition 2.15

Soit (M™, g) une variété riemannienne, de dimension m. On dit que M est une variété
a courbure constante §’il existe une constante k € R telle que pour tout x € M et tout
2-plan P de T, M, on a :

K, (P) =k.

On dit aussi (M™, g) est un espace a courbure constante.

Proposition 2.5

Une variété riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante k si et seulement
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si le tenseur de courbure vérifie I’équation :
R(X,Y)Z = k(g9(Y, 2)X — g(X, 2)Y),

pour tous X,Y et Z € T'(TM).

Exemple 2.6
L’espace euclidien R™ muni du produit scalaire euclidien g, ol g;; = 9;;. On vérifie immédiatement

k

que I';; =0, Ré ;1 = 0donc R = 0. En particulier, la courbure sectionnelle de (R™, g) est nulle.

Courbure de Ricci

Définition 2.16

La courbure de Ricci d’une variété riemannienne (M'™, g) de dimension m est un tenseur

de type (0, 2) défini par :
Ric(X,Y) = Try(Z— R(Z,X)Y)
= Z g(R(ei7 X)Y7 ei):
i=1

pour tous X, Y € T(TM), ou {e;},_1 une base orthonormée locale sur M.

i=1m

Relativement a la base {% i—Tm» les composantes de la courbure de Ricci sont donnés
par :

o 0
dxt’ O )

o . 0
= TR 50 507

RiCi i = RiC(

m
o 0,0 0
_ kl A W

klps
= Z g Rkijgls
k,l,s=1

m
— S
= D dusRiy
k,s=1

= ZRZU'

k=1

Définition 2.17

Le tenseur de Ricci d’une variété riemannienne (M™, g), est un tenseur de type(1,1),

défini par :
Ricci(X) = ZR(X, &35,
i=1
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pour tout X € I'(T'M), ou (e;),_1, est une base orthonormée locale sur M.

Remarque 2.5

Soit (M™, g) une variété riemannienne. Alors pour tous X,Y € I'(T M)

Ric(X,Y) = g(Ricci(X),Y).

Définition 2.18

Une variété riemannienne (M, g) est dite variété d’Einstien si pour tous X,Y € T'(TM)
Ric(X,Y) = \g(X,Y)

ou A\ une constante.

Théoreme 2.4.[ ]

Soit (M™, g) une variété riemannienne. Si pour tous X,Y € I'(T M)

Ric(X,Y) = \g(X,Y)

ou X € C™(M). Alors \ est nécessairement une constante a condition que m > 2.

Proposition 2.6

Toute variété riemannienne (M'™, g) de courbure sectionnelle constante k est une variété

Einsteinnienne.

Démonstration

Soit X, Y € T(TM) et (¢;),

i—T,m une base orthonormée sur M .alors,

Ric(X,Y) Zg (X,e)e;, Y).

Supposons que (M™, g) est de courbure sectlonnelle constante k. Alors, d’aprés la proposition
précédente on a pour tout i fixé,

R(X, ei)ei = k(g(ei, €)X — g(X, ei)e;)

donc

Ric(X,Y) = ig( g(eie) X —g(X, el)ez) Y)

1=

[y

m m
puisque Zg(ei, ei)=m etX = ZXjej
i=1 j=1
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m m
Zg(X,ei)ei = Zg E:Xej,eZ
j=1

i=1 =1

m m
= ZZX]g ej,ej)e
7=1

i=1

= zm: Em:X i0ij€;
7=1

i=1

i=1
Enfin,
Ric(X,Y) = k(g(mX,Y)—g(X,Y))
— k(m—1)g(X,Y)
= )‘g(va)v

ol A = k(m — 1), et donc la variété (M™, g) est Einsteinnienne.

Courbure scalaire

Définition 2.19

On appelle courbure scalaire d’une variété riemannienne (M™, g) la fonction définie sur

M par :

m

o = TryRic = Z g(R(es, ej)eja €i)s
i,j=1

ou(eg) iy — “m une base orthonormée locale sur M.

Corollaire 2.1

Si (M™, g) est une variété riemannienne de courbure sectionnelle constante k, alors pour
tous X, Y € T'(TM), ona:

1. Ricci(X) = (m — 1)kX,

2. Rie(X,Y) = (m—1kg(X,Y),

3. o =m(m— 1)k

Exemple 2.7
On considere 1’espace hyperbolique (H?, h).

H? = {(z,y,2) € R®: 2 > 0},
((dx)* + (dy)? + (d2)?), ¢ > 0.

1
"=
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1. Les symboles de Christoffel non nuls de la connexion de Levi-Cita associée a h sont :

1
I =T3,=-.
11 22 P

1
1%3 = F:l’)l = F%:ﬂ = F§2 = F§3 = *;

2. Les composantes non nulles du tenseur de courbure riemannienne R associé a h sont :

1
1 _pl _p2 _p2 _p3 _p3  _
R212 - R313 - R121 - R323 - R131 - R232 - ; :
1
1 _pl _p2 _p2 _p3 _p3 _
R122 - R133 - R211 - R233 - 1{311 - R322 - _; :

3. Les composantes non nulles de la courbure Ricci Ric;; associé a h sont :

. . . 2
RICH = R1C22 = R1033 = ~— 5
z
4. La courbure scalaire o associ€ a h est :

o= —6c.

5. La courbure sectionnelle K(e;, e;) en (z,y, 2) de P = vect(e;, €;)1<i<j<3, Ol €1 = cz0x
, ea = cz0y et e3 = cz0z est

K(ei,e2) = g(R(e1,e2)ea, e1) = —2.
K(ei,e3) = g(R(e1,e3)es, e1) = —2.

K(62763) - g(R(€27€3)63762) = _02_

Nous déduisons que I’espace hyperbolique (H?, 1) a une courbure sectionnelle constante négative

égale 3 —c?.

Exemple 2.8

On définit sur S3 la métrique riemannienne
g = da?® + cos® z dy? + sin® z dz>.
1. Les symboles de Christoffel non nuls de la connexion de Levi-Cita associée a g sont :
ri, = —Fég =sinzcosz, I'%, =13, = —tanuz.
I3, =T3, = cotu.

2. Les composantes non nulles du tenseur de courbure riemannienne R associé a g sont :

2 2 _ p3 3 _
Ris1 = =R = Rig1 = —Rgjp = -1.
1 1 _ p3 3 2
Rigs = —Rg12 = Ri399 = —Rigy = cos™z.
1 1 _n2 )
Rigs = —Rg13 = Rig3 = —Ripg = sin“ .

3. Les composantes non nulles de la courbure Ricci Ric;; associé a g sont :

Ricip = 2, Ricgy = 2cos?z, Ricgs = 2sin®z .
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4. La courbure scalaire o associé a g est :
o =6.

5. La courbure sectionnelle K(e;, e;) en (z,y, z) de P = vect(e;, €;)1<i<j<3, 00 €1 = Oz,

Oz est

Oy et ez = —
cosx sin

€y =
K(€1,€2) = g(R(617€2)62761) =1.
K(e1,e3) = g(R(e1,e3)es,e1) = 1.
K(ez,e3) = g(R(ez, e3)es, e2) = 1.

Nous déduisons que la sphere S° a une courbure sectionnelle constante positive égale a 1.

2.4 Opérateurs sur une variété riemannienne

Proposition 2.7

Soit (M™, g) une variété riemannienne. L'application
f: D(T*M) — T(TM)

w = f(w)

définie par
9(fw, X) = w(X) 2.7)

pour tout X € T'(TM), est un isomorphisme C*° (M )-linéaire.

Démonstration
1. Soitwy,we € T(T*M), f,h € C>°(M) etpour tout X € I'(T'M),ona:
gA(fwr + hwo), X) = (fwr + hw2)(X)
= fwi(X) + hwe(X)
= fy(fw1, X) + hg(fw2, X)
= g(ftw1, X) + g(hjws, X)
= g(fiw1 + hilws, X),
alors
$(fwi + hwe) = flwi + hiws,
c’est-a-dire f est linéaire.

2.VY eIN(TM),w e T(T*M), fw=Y.
En effet, pour tout X € I'(T'M),ona: g(fw, X) = w(X) < g(Y, X) = w(X), alors
w = g(Y, %), c’est-a-dire { est bijective. [ |
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Soit (M™,q) une variété riemannienne, (U,p) une carte locale sur M, avec
9 0 <
FISEREREr ey les champs de base associée et w = ; widz®, alors on a
i 0
_ W,
=3 glwigs 238)
i,j=1
ol (g%) désigne la matrice inverse de (g;;).
Démonstration
o) o) s 0 0 = L 0
9(fw, %) = w(axi) A 9(;@‘”) Dk’ @) = ;wkdfﬁ ((%z)
m m
& ) () o =) wid!
k=1 k=1
m
g Z(ﬁw) Gki = Wi
k=1
m . m m
& D g7 () =) glw
i=1 k=1 i=1
m ) m
& Y (W)= 9w
k=1 i=1
. mn ..
& (fw) =D gYw
i=1
m m 8
J_Z - i,
& Y (wo==> 9 Wig
k=1 ij=1
= 0
_ i,
e = Z I o
2,j=1
[

L’opérateur gradient

Définition 2.20

Soit (M™, g) une variété riemannienne, on définit ['opérateur gradient sur M par
grad : C*(M) — T(TM)
f = grad f =tdf

Remarque 2.6

formule (2.7) on trouve :

g(grad f, X) = df (X) = X(f),
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I ou df estla différentielle de la fonction f.

Proposition 2.8. (Expression du gradient en coordonnées locales)

Soit (M™, g) une variété riemannienne et (U, ) une carte locale sur M, alors pour tout
feC®M),ona:

iy 0f 0
(gradf)lU: iJZ::IQJaﬂ@-

Démonstration

Relativement a la carte (U, ¢), on a :

af =) 5ol
=1

En utilisant la formule (2.8) on trouve :

grad f = 4df
mo 0
_ ij .
i,7=1
i iy 0f 0
< Ox' Ox7
7,7=1
[
Remarque 2.7
Si { £ },_1; une base orthonormale sur M, alors
m
grad f = Ei(f)E:. (2.9)
i=1
Propriétés 2.2
Soit (M™, g) une variété riemannienne , pour tous f,h € X°°(M), ona :
1. grad(f + h) = grad f + grad h
2. grad(fh) = hgrad f + fgrad h
3. (grad f)(h) = (grad h)(f)
4. g(Vxgrad f,Y) T g(Vygrad f, X),
5. Vgradfgradf = ggrad(”gradf“z).
Démonstration

Soit f,h € C*°(M), pour tous X € I'(T'M) ona:
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1.
g(grad(f +h), X) = X(f+h)
= X(f)+X(h)
= g(grad f, X) + g(grad h, X)
= g(grad f + grad h, X),
g(grad(fh),X) = X(fh)
= hX(f)+ fX(h)
= hg(grad f, X) + fg(grad h, X)
= g(hgrad f + fgrad h, X),

(grad f)(h) = g(gradh, grad f)
= g(grad f,grad h)

= (gradh)(/),

9(Vxgrad f,Y) = Xg(grad f,Y) — g(grad f, VxY')
= X(Y(f) - VxY (/)
= [XY](f) +Y(X(f)) = VxY (/)
= Y(X(f) - Vv X(f)
= Yyg(grad f, X) — g(grad f, Vy X)
= g(Vygrad f, X).
5. Soit { £ },_15; une base orthonormale sur M, alors

Vgrad rgrad f = Z 9(Vgrad rerad f, E;) E;

m

= Zg(VEigrad f,erad f)E;

i=1

1
= Y5 Big(grad f,grad f)E;
=1
= ZgEngrade E;
i=1

1
= Semad(lgrad fI1).
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L’opérateur divergence

Soit X € I'(T'M) un champ de vecteurs sur une variété riemannienne (M™, g), ona:
VX :[(TM) — T(TM)
Z = VX

est une application C*° (M) linéaire (VX est un tenseur de type (1,1)).
Six € M, alors

(VX)y : D(T,M) — T(T,M)
v o= (VeX),

est une application linéaire d’espace vectoriel.

Définition 2.21

Soit (M™, g) une variété riemannienne.

La divergence d’un champ de vecteur X € T'(TM), notée div X est une fonction sur M

définie par
div X = Try(VX).
Remarque 2.8
Si { £ },_1; une base orthonormale sur M, alors
m
divX =Y g(Vg X, E)). (2.10)
i=1

Proposition 2.9. (Expression de la divergence en coordonnées locales)

m
; 0
Soit (M™, g) une variété riemannienne, pour tout X = E le el'(TM)ona
x
i=1
m 1 m
i=1 j=1

Démonstration

Sur une carte locale sur M nous avons,
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alors,
divX = dx;(V o X
iv ; xi( 2 )
m . )
_ 3 J
B Z d (VailX an)
3,j=1
_ 0X7 0 - 0
= dxz’ ——— irk _—_
) G ;
- Z(axi —i—ZXJF”)
=1 7j=1

Soit (M™, g) une variété riemannienne, pour tous X, Y € I'(TM) et f € C*>*°(M), on
a:

1. div(X +Y) =divX 4+ divY,

2. div(fX) = fdiv X + X(f).

Démonstration
On applique directement la définition du divergence, soit (£;) une base orthonormée locale sur

M,ona:

1)
div(X +Y) = Y g(Ve(X+Y), E)
=1
= Y 9(VEX.E)+> g(VeY.E)
=1 i=1
= divX +divY.
2)

div(fX) = Y g(Ve(fX), E)

i=1

= Y 9(E(f)X + [VEX, E)
=1

m m

= Y E(Ng(X.E)+ [ 9(Ve X E)
=1 =1
= X(f)+ fdiv X.
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La Hessienne d’une fonction

Définition 2.22

Soient (M™, g) une variété riemannienne et f € C°°(M). La Hessienne de la fonction f

noté Hessy , est unne application C*° (M )-bilinéaire, définie par :
Hessy : I'(TM) x I'(TM) — C*™(M)
(X,Y) — Hess¢(X,Y)=g(Vxgrad f,Y).

Proposition 2.10

Soient (M™, g) une variété riemannienne et f € C°°(M). La Hessienne de la fonction f

est une application C*° (M )-bilinéaire symétrique.

Démonstration
En utilisant la bilinéarité de g, la linéarité de V et la formule 4. des Propriétés 2.2, nous

obtenons que la Hessienne est C'°° (M )-bilinéaire symétrique. |

Remarque 2.9

pour tous X, Y € I'(TM),ona:
Hess;(X,Y) = X(Y(f) = VY (f). @.11)

L’opérateur Laplacien

Définition 2.23

Soit (M™, g) une variété riemannienne, on définit l'opérateur laplacien noté A, sur M

par
A:C®M) = C®(M)
f = A f=div(grad f).

Remarque 2.10
Si{E;},_1 une base orthonormale sur M, alors de la définition de la Hessienne et la formule
(2.11), on trouve :

LAf= Zg(ingrad f, E;) = Try(Hessy),
i=1

2. Af= Z(Ei(Ei(f)) — VEEi(f)).
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Propriétés 2.4

Soit (M™, g) une variété riemannienne, pour tout f,h € C*(
1. A(f+h)=Af+ Ah,
2. A(fh) =hA f+ fA R+ 2g(grad f,grad h).

M), ona:

Démonstration

1. Soit f,h € C®(M

), en utilisant les propriétés des opérateur grad et div, on obtient

A(f+h) = div(grad(f + h))
= div(grad f + grad h)
— div(grad f) + div(grad h)
= Af+Ah
2.
A(fh) = div(grad(fh))

div(f grad h + hgrad f)

div(f grad h) + div(h grad f)
fdiv(grad h) +
fAh+ hA f+2g(grad f,grad h).

(grad h)(f) + hdiv(grad f) +

(grad f)(h)

|
Proposition 2.11
Soit (M™, g) une variété riemannienne, pour tout f € C*(M), ona:
A k
f= Z 8@81’ Z ) 83%
1,j=1 J k=1
Démonstration
Soit f € C*°(M), alors
Af = div(grad f)
- Z 979(V o, gradf,a 5)
i,j=1
L0 0 0
_ i e
MZ:lg (59(erad f, 55) — g(grad /,V o =75))
i 8 8 f 3}
= z:: O a$] Z Fz]g grad fa @))
_ rk
B Z aaﬂaxﬂ Z: gl (%sk
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Exemple 2.9
Soit R™ muni du produit scalaire standard (g;; = d;;), alors pour tous fonction différentiable f
sur R™ et X = (X!,..., X™) un champ de vecteurs sur R™, on a:

1.

oy 0 _ of of
grad f = Zax"aaz’_ Dl o

)

2.
divX = Z%;(:— —l—%);:
3.
Exemple 2.10 -

Soient R? munie la métrique
g = dr® +r?d6?,

I R2 — R une fonction de classe C2 et X = X'e; + X2e5 un champ de vecteurs sur R2, ol

f, X! et X? sont des fonctions dépendant des variables et § en coordonnées polaires.

Les symboles de Christoftel non nuls de la connexion de Levi-Cita associée a g sont :

1
I, =T% =-etl}y=—r.
r
Dans la base orthonormée
1
R e T
ona:
1
velel = veleQ =0, Vezel = ;62 ) v6262 = —;61.
1.
2
af o 10f 0
df= i i = — o
grad f ;e(f) 5. T 29950
2.
2
Xl 19x? 1
divX = e,X’ i *Xl.
iv ;g(vz €;) = 4= ——y
3.
2 82f 1 an 1af

Af =Y (el ) = Vel F) = 55 + 5555 + o

i=1
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CHAPITRE 3

GEOMETRIE DE LA METRIQUE
MUS-GRADIENT GENERALISEE

[ Métrique Mus-gradient généralisée. ' Courbures.

[ Connexion de Levi-civita. 1 Exemples.

3.1 Métrique Mus-gradient généralisée

Définition 3.1

Soient (M™, g) une variété riemannienne et f : M — R une fonction de classe C*°(M).

On définit sur M une nouvelle métrique riemannienne appelée Mus-gradient généralisée

, notée g“ par
gu(X,)Y) = ag(X,Y) + (1 - a) X (/)Y (f), G.D

pour tous champs de vecteurs X et Y sur M, ou v est une constante réelle.

Notons que si @« = 1, alors g% = ¢. Dans ce qui suit, nous considérons o € (0,1) et
lgrad f|| = 1.

Soit (E;),_1, une base orthonormale de champs vecteurs associée a g telle que E; = grad f,

ona:

9*(E1, E1) = 1,

(Ei,E1) = 0 i=2.m,

ga
ga(Ei, Ej> = aéij Z,j = 2,m.
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1
Onpose: EYY = B, B = —FE; i=2,m.
Va

Alors (Ef*)1. est une base orthonormale de champs de vecteurs associée a g®. Relativement a

la base (EY)

)

i—Tm» 1a matrice associée a g* est la matrice unitaire.
-

Soient X € I'(T'M ), en utilisant (3.1), les formule 4. et 5. des Propriétés 2.2, nous obtenons :

9°(X,grad f) = g(X,grad f) = X(f), (3.2)
Verad fgrad f = 0 3.3)
Hess¢(X,grad f) = 0,. (3.4)

ou V est la connexion de Levi-civita de (M, g).

3.2 Connexion de Levi-civita

Soit (M, g) une variété riemannienne .Si V< désigne la connexion de Levi-civita de

(M, g%), alors :
V&Y = VxY + (1 — a)Hessf (X, Y )grad f. (3.5)
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Soient X,Y, Z € T'(T'M). En utilisant la formule de Koszul (2.6), nous avons :
29°(V&Y,2) = X(9*(Y,2)) +Y(9%(Z, X)) - 2(¢"(X,Y))
+9°(Z, [X,Y]) + 9%V, [2, X]) — g"(X, [V, Z])
= X(ag(Y,2) + (1 = )Y (f)Z(f))

+Y(ag(Z, X) + (1 = ) Z(£)X(f))
—Z(ag(X,Y) + (1 = ) X(/)Y(/))
+alg(Z, [X,Y]) + 9(Y,[Z, X]) — g(X, [V, Z])]

XY +Y (N2, XI(F) = XY, Z1(F)]

+H(1—a)[Z(f
= a[X(g9(Y,2)) +Y(9(Z, X)) = Z(9(X,Y)) + 9(Z,[X,Y])
+9(Y, 2, X]) = g(X, [V, Z])] + (1 = ) [X (Y (/) 2(]))
( (f)

+Y (Z())X(f) = Z(X(HY(f) + Z(f)X,Y]
V(N2 X1(f) = X(HIY. Z](f)]
= 2a9(VxY,Z)+ (1 - a)X(Y(f)Z(f))
+(1 = a)Y(Z())X(f) — A=) Z(X ()Y (f))
+(1 =) Z(NHIXY](f) + (L= )Y ()]Z, X](f)
—(1 - a)X(NHY, Z](f)
= 2a9(VxY,Z) +2(1 - ) X(Y(f)Z(f)
= 2(g*(VxY,2) = (1= a)(VxY)(f)Z(]))
+2(1 = ) X(Y(f)Z(f)
= 29%(VxY, Z) +2(1 = a)(X(Y(f)) = (VxY)(f)g"Z(f)
En utilisent les formules (2.11) et (3.2), on trouve
= 29°(VxY,Z) +2(1 — a)(X(Y(f)) = (VxY)(f))g"(grad f, Z)
= 29%(VxY + (1 — a)Hess;(X,Y)grad f, Z)

_l’_

donc: V%Y =VxY + (1 — a)Hess;(X,Y)grad f |

3.3 Courbures

Tenseur de courbure

Théoréeme 3.2

Soient (M™, g) une variété riemannienne et g% la métrique Mus-gradient généralisée

définie sur M . Si R (resp. R%) dénote la tenseur de courbure associé a g (resp. g*). Alors,
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pour tous X,Y,Z € I'(T M), nous avons :
RYX,Y)Z = R(X,Y)Z— (1 - a)g(R(X,Y)Z, grad f)grad f (3.6)
+(1 — o) (Hess¢ (Y, Z)Vxgrad f — Hessf(X, Z)V xgrad f).
Pour tous X,Y, Z € I'(TM) .
RYX,Y)Z =VXVyZ - VyVXZ = Vixy|Z
i) VVyZ = V%(VyZ+ (1 —a)Hessy(Y, Z)grad f)
= VSVyZ + VS ((1 — a)Hessy (Y, Z)grad f)
= VxVyZ+ (1 - a)Hess;(X,VyZ)grad f
+X((1 — o)Hess¢(Y, Z))grad f
+(1 — a)Hess¢ (Y, Z)Vgrad f
= VxVyZ+ (1 —a)Hessf(X,VyZ)grad f
—(1 — a)?Hess (X, grad f)Hess (Y, Z)grad f
+(1 — a)(g(VxVygrad f, Z) + Hess¢ (Y, Vx Z))grad f
+(1 — a)Hess¢ (Y, Z)V xgrad f
+(1 — a)?Hess (Y, Z)Hess (X, grad f)grad f
= VxVyZ+ (1 —a)Hessf(X,VyZ)grad f
+(1 = a)(g(VxVygrad f, Z) + Hess;(Y,VxZ))grad f
+(1 — a)Hess¢ (Y, Z)Vxgrad f .
it) VyV%Z = VyVxZ+ (1 —a)Hessp(Y,VxZ)grad f
+(1 — a)(g(VyVxgrad f, Z) + Hess¢ (X, Vy Z))grad f
+(1 — a)Hess ¢ (X, Z)Vygrad f .
iWi) Vixy1Z = Vixy)Z+(1—a)Hessp([X,Y], Z)grad f.
D’ou, pour tous X,Y, Z € I'(T'M)
RYX,Y)Z = R(X,Y)Z—-(1-a)g(R(X,Y)Z, grad f)grad f
+(1 — a)(Hess¢ (Y, Z)Vxgrad f — Hessf(X, Z)Vygrad f).
|
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Courbure sectionnelle

Proposition 3.1

Soient (M™, g) une variété riemannienne et g% la métrique Mus-gradient généralisée

définie sur M. Si K (resp. K*) désigne la courbure sectionnelle de (M™, g) (resp.
(M™ g%)), alors on a :
K(X,Y)+ (1 — a)(Hessf(X, X)Hess;(Y,Y) — Hess;(X,Y)?)

K*(X,Y) = o+ (1—a)(X(f)>+Y(F)?) '

3.7

pour tous X,Y € I'(T'M) deux champs de vecteurs orthonormés par rapport a g.

Démonstration

La courbure sectionnelle de (M™, g%) définie par
o PRV X)
ga(X’ X)ga(Y, Y) - ga(Xv Y)2

J*RYX, Y)Y, X) = agRYX,Y)Y,X)

+(1 = a)g(R*(X, Y)Y, grad f) X (f)
= ag(RY(X,Y)Y, X)
—a(l - a)g(R(X, Y)Y, grad ) X (f)
+a(l — a)Hess; (Y, Y)Hessf (X, X)
—a(1 — a)Hessf(X,Y)Hessf(Y, X)
+(1 = a)g(R(X, Y)Y, grad f) X (f)
—(1 = a)?g(R(X, Y)Y, grad f) X (f)
+a(1 — a)?Hess; (X, grad f)Hess; (Y, Y) X (f)
—(1 — a)®Hess (X, Y)Hess; (Y, grad /)X (f)
= ag(R(X,Y)Y, X) — a(l — a)Hess;(X,Y)”
+a(1 — a)Hess (X, X )Hess(Y,Y).
gU(X, X)g (Y, Y) = g*(X,Y)? = (ag(X, X)+ (1 - a)X(f)?)
(ag(Y,Y) + (1= )Y (f)?)
—(ag(X,Y) + (1 = a)X (/)Y (/))?
= o?+a(l-a)(X(f)?+Y(f)?) .

d’otr, la division de g®(RY(X, Y)Y, X) par g*(X, X)g*(Y,Y) — g*(X,Y)? donne le résultat.
[ |
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Tenseur de Ricci

Proposition 3.2

Soient (M™, g) une variété riemannienne et g% la métrique Mus-gradient généralisée

définie sur M . Si Ricci (resp. Ricci®) dénote le tenseur de Ricci associé a g (resp. g©).

Alors, pour tout X € I'(T' M), nous avons :

1 =
Ricci®(X) = —Ricci(X) — MR(X, grad f)grad f
a a
1-— 1—
—( @) Ric(X,grad f)grad f + MA fVxgrad f
a a
-«
- ( @ )V(ngrad f)grad i (3.8)
Démonstration
Soit (E;);_1; une base orthonormale de champs vecteurs associ€e a g, alors (E;*),_1; est une

base orthonormale de champs de vecteurs associée a g ol

1
EY=F =gradf , Ef=-—=F; i=2m.
Va

De la définition du tenseur de Ricci, nous avons :

Ricci®(X) = » R%X,E)E;
=1

m
= RY(X,EY)E} + Y RY(X,E)E}
=2

« 1 = a ) )
= R%(X, grad f)grad f + o ZZ:;R (X,E;)FE;
= R(X,grad f)grad f — (1 — a)g(R(X, grad f)grad f, grad f)grad f

+(1 — a)Hess(grad f, grad )V xgrad f
—(1 — a)Hess¢(X, grad f)Vgrad rgrad f

+$ i (R(X7 E)E; — (1 —a)g(R(X, E;)E;, grad f)grad f

s
[l
o

+(1 — a)Hess¢(E;, E;)Vxgrad f — (1 — o)Hess (X, E;)V g, grad f)
1. . 1
= R(X,grad f)grad f + —Ricci(X) — —R(X, grad f)grad f
« o'

_(1;a)g(Ricci(X), grad f)grad f

+(1;0‘)A fVygrad f —

(1-a)

vngmd fgrad f
@)

= lRicci(X) i Gl
«

(1 ;a) Ric(X,grad f)grad f + {a ;Q)Afvxgradf

(1-a)

R(X,grad f)grad f

v(ngrad f)grad f
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Courbure de Ricci

Proposition 3.3

Soient (M™, g) une variété riemannienne et g% la métrique Mus-gradient généralisée

définie sur M . Si Ric (resp. Ric®) dénote la courbure de Ricci associé a g (resp. g%).

Alors, pour tout X, Y € T'(T M), nous avons :
Ric*(X,Y) = Ric(X,Y)— (1 —a)g(R(X,grad f)grad f,Y) 3.9
+(1 — a)A fHess¢(X,Y) — (1 — a)Hessf(Vxgrad f,Y).

Démonstration

De la définition de la courbure de Ricci, nous avons :

Ric®(X,Y) = g¢%(Ricci®(X),Y)
— ag(Ricei®(X), V) + (1 — a)Ricci® (X) (/)Y (f)
— ag(Ricei®(X), ) + (1 — a)g(Ricci®(X), grad f)Y (f)
= g(Ricci(X),Y) — (1 — a)g(R(X, grad f)grad f,Y)

—(1 — a)Ric(X,grad )Y (f) + (1 — o)A fHessf(X,Y)
—(1 — a)Hess¢(Vxgrad f,Y) + (1aa)g(Ricci(X),grad HY(f)
(-7

(0}

(1—a)

)2
(1 aa) Hess¢(V xgrad f,grad f)Y'(f)
= Ric(X,Y) - (1 —a)g(R(X,grad f)grad f,Y)
+(1 —a)A fHess¢(X,Y) — (1 — a)Hessf(Vxgrad f,Y).

9(R(X, grad f)grad f, grad )Y (f)
(1-a)?

Ric(X, grad f)Y (f) + A fHessy(X, grad )Y (f)

Courbure scalaire

Proposition 3.4

Soient (M™, g) une variété riemannienne et g la métrique Mus-gradient généralisée

définie sur M . Si o (resp. c©) dénote la courbure associé a g (resp. g%). Alors :

go _ 1 @Ric(grad f,grad ) + & ;a) (A f)?

«

=g g, 610
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ot |Verad f||? = Tryg(Vagrad f, V.grad f).

Soit (E;);_1; une base orthonormale de champs vecteurs associée a g ,alors (Ef), est une

i=1,m
base orthonormale de champs de vecteurs associée a g* ou

1
E?:Elzgrad’f 5 Eza:iE,L ’[,:27m
Ja

Par définition de la courbure scalaire, nous avons :

o = Trg(Rica)
= ZR]C E EY)
= Ric*(EY, EY) + Z Ric®(ES, EY)
i=2
= Ric*(grad f,grad f) + ZRlC (E;, E;)

= Ric(grad f,grad f) — (1 — a) (R(grad f, grad f)grad f, grad f)
+(1 — a)A fHessy(grad f,grad f) — (1 — a)Hess f(Vgraq rgrad f, grad f)

+é Z (RiC(Eia E;)) — (1 —a)g(R(E;, grad f)grad f, E;)

=2
+(1 — a)A fHessf(E;, E;) — (1 — a)Hess¢(VE,grad f, EZ)>
= Lo 2 Dpicarad fograd ) + a2 - L wgraa 1),
« a o
[ |

3.4 Exemples

Exemple 3.1
On considere 1’espace hyperbolique (H?, g).

H? = {(z,y) € R* : y > 0},
muni de la métrique de riemannienne suivante :
L 2 2
g = —(dz” + dy”).
Yy
La variété (H?, g) est une variété riemannienne a courbure sectionnelle constante négative :
K=-

Considérons une fonction f :H? — R définie par: f(x,y) = In(y).
Alorson a: ||grad f|| =1, etdf = idy.
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Nous définissons maintenant la métrique de Mus-gradient généralisée g :
9¢ = ag+ (1 —a)df @df

« 11—«
= yQ(dm2+dy2)+( ) )dy2

«o 1
= —dz® 4+ Sdy’
y? y?
1. Les symboles de Christoffel non nuls de la connexion de Levi-Cita associée a g* sont :
1

o
F%l = §7 F%Q = F%l = F%Q = -

2. Les composantes non nulles du tenseur de courbure riemannienne R associé a g sont :

2 2 _ @ 1 _ 1
Ris1 = —Ro11 = 3, Rl = —Roip = ——.
Y Y
3. Les composantes non nulles de la courbure Ricci Ric®;; associ€ a g sont :
Q 1
LN LN
RICH =T R1022 =

Y Y

4. La courbure scalaire o associé a g est :
o = -2.
5. La courbure sectionnelle K*(0,, dy) en (z,y) de P = vect(0,, 0y) est
K% (0, 0y) = —1.
Nous déduisons que (H?, g%) a également une courbure sectionnelle constante négative égale a
-1
Exemple 3.2
Soit I’espace hyperbolique
H? = {(z,y) € R%,0 > y}
munie de la métrique riemannienne suivant :
g9 =y’ (dz” + dy?).
La variété (H?, g) est une variété riemannienne a courbure sectionnelle
K= y14 # const.
Considérons le sous ensemble
M = {(z,y) € H?,1 — ay* > 0} C H?

et la fonction f:H? — R définie par :

— g
faw) = [\ oy
1— ay?
T\ a2 ¥

Alorsona:

BELALIA Ikram 2025




3.4 Exemples

60

Nous définissons maintenant la métrique de Mus-gradient généralisée g :

Nous déduisons que (M, g) a une courbure sectionnelle constante négative égale a —1.

9% = ag+ (1 —a)df @df
l—ay*
5y

2, 2 27 2
= ay’d dy? + (1 —a) Y
ay“dz® + oy dy” + ( a)(l—a)y

1
= oylde? + dez.

1
F%l = —Oéyga P%Q = F%l = _F§2 = &

. Les symboles de Christoffel non nuls de la connexion de Levi-Cita associée a g* sont :

Les composantes non nulles du tenseur de courbure riemannienne R associé a g® sont :

1
2 _ 2 _ 2 1 _pl _
Rigy = —R311 = ay”, =Ry =Ry = ?
Les composantes non nulles de la courbure Ricci Ric;; associé a g* sont :
. 2 1
Rici; = —ay”, Ricge = ——
Yy

La courbure scalaire o associé a g* est :

o= —-2.

. La courbure sectionnelle K* = K“(9,, 9,) en (x,y) de P = vect(0y, 0,) est

K®(8,,8,) = —1.

Exemple 3.3

Soit S* muni de la métrique de riemannienne suivante :

h = da? + sin® z dy? + cos® z d2°.

La variété (S3, h) est une variété riemannienne & courbure constante positive K = 1.

Considérons une fonction f :S* — R définie par f(z,vy,2) = ax + b.

Nous définissons maintenant la métrique de Mus-gradient généralisée h™ :

h* = ah+(1—a)df @df
= a(de? +sin® z dy? + cos® x d2®) + (1 — a)a’dz?

= (a+ (1 —a)a®)dz® 4 asin®z dy? + acos® x d2>.

1. Les symboles de Christoffel non nuls de la connexion de Levi-Cita associée a h™ sont :

2 _p2 _COST 3 3
F12_F12_SiT7 I'j3 =13, = —tan =z,

R T asin zcos x
22 B a4 (1 - a)a?

2. Les composantes non nulles du tenseur de courbure riemannienne R associé a h“ sont :

2 _ 2 _ b3 _ b3
Ris1 = —R511 = Ris1 = —Riy = -1,
2

asin“ z
Rl,, =-RL,=R3,=-R3y= ——
122 212 322 232 a -+ (1 _ a)a27
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(e COS2 X

a+(1—a)a?

3. Les composantes non nulles de la courbure Ricci Ric®;; associé a h* sont :
20(4a — 5)sin? z
8a—9

4. La courbure scalaire 0% associé a h™ est :
o B8(a*a® — a?) + a?(—17702 + 214a — 85) + a(8la + 33) — 72
7= (@2(a—1) —a)(8a—9)(3a — 4) '
5. La courbure sectionnelle K*(v;, v;) en (z,y, z) de P = vect(v;, v;)1<i<j<3, Ol

1 1 _p2 _ 2
R133 - _R313 - R233 - _R323 -

a(3a — 5) cos? x
3a—4

LN e% LNe? L%
RICH — 2, R1C22 — 3 R1C33 —

v = m&r , Uy = mﬁy et vy = \/agos zaz une base orthonormale
associée a h®.
1
Ka(’Ul,’UQ) = ha(Ra(Ul, U2)U2,U1) = m
1
K*(v1,v3) = h*(R*(v1,v3)v3,v1) = at(l-a)a?
1
KO{(’UQ,U,?,) = ha(R,a(’UQ, ’U3)'U37'U2) = m
Nous déduisons que (S, %) a une courbure sectionnelle constante positive égale a m
Sia?=1lie a=1oua= —1,alorsles (S*, h%) et (S*, h) ont la méme courbure sectionnelle

constante positive 1.
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NOTATIONS

C°°(M) I’ensemble des fonctions de classe C*° sur la variété M,
T M fibré tangent a la variété M,

T* M fibré cotangent a la variété M,

(T M) I’ensemble des champs de vecteurs sur M,

I'(T* M) I’ensemble des formes différentielles sur M,

Ff’j symboles de Christoffel,

3% (M) 'ensemble des champs de tenseurs de type (p, ¢) sur la variété M,

[,] crochet de Lie de deux champs de vecteurs.
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Résumé :

Cette these rentre dans le cadre de I’étude de la géométrie riemannienne., en particulier “la
métrique Mus-gradient généralisée sur une variété riemannienne”.

Dans cette thése nous introduisons la connexion de Levi-Civita, les formules relative aux
différents types de courbures notamment tenseur de courbure, courbure sectionnelle, courbure

de Ricci et courbure scalaire. Aussi nous introduisons quelques exemples bien détaillés.

Abstract :

This thesis falls within the scope of the study of Riemannian geometry, in particular, “the
generalized Mus-gradient metric on a Riemannian manifold .

In this thesis, we introduce the Levi-Civita connection, the formulas related to the different
types of curvatures, namely curvature tensor, sectional curvature, Ricci curvature, and scalar

curvature. We also introduce some well-detailed examples.

BELALIA Ikram 2025
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