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Résumé

L’objet de cette étude est de présenter quelques résultats d’existence et de stabilité

de solutions des équations et systèmes différentiels. Pour cela, nous introduisons quelques

théorèmes du point fixe et quelques rappels sur les équations différentielles, systèmes diffé-

rentiels et des théorèmes d’existence et d’unicité de la solution du problème de Cauchy. On

s’intéresse aussi à établir quelques résultats de stabilité des systèmes différentiels linéaires

et non linéaires. La dernière étape de ce travail a été dédiée à l’étude de deux exemples

en appliquant les résultats obtenus précédemment.

Mots clés : Espace de Banach, Équation différentiel, Problème de Cauchy, unicité, Sta-

bilité, Lyapunov
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1.6 Systèmes différentiels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Introduction

Au milieu du 17ème siècle, un événement important est apparu dans l’histoire des

sciences, à savoir les équations différentielles, plus précisément les équations différentielles

ordinaires. Les équations différentielles sont apparues historiquement tout au début du

développement de l’analyse, en générale à l’occasion de problèmes de mécanique ou de

géométrie, plusieurs phénomènes peuvent être modélisés par les équations différentielles

telles que l’évolution de la décharge d’un condensateur électrique, l’évolution de la vitesse

de descente d’un parachutiste, la loi de des intégration radioctive, l’étude des fluides...etc

[1, 8, 9].

L’étude de la stabilité des systèmes a fait l’objet au cours de ces derniers siècles d’un

très large développement dans la qualité des résultats ainsi que leurs applications. Plusieurs

de ces résultats concernent des systèmes décrits mathématiquement par des équations dif-

férentielles ordinaires linéaires ou non linéaires. Dans la littérature, plusieurs chercheurs

ont étudié la stabilité de systèmes linéaires et non linéaires. En effet, la stabilité au sens

de Lyapunov est bien développée pour les systèmes linéaires, par contre, la stabilité des

systèmes non linéaires reste encore largement inconnue, bien que des méthodes de linéari-

sation permettent d’obtenir dans certains cas de bons résultats.

L’objectif de ce mémoire est d’appliquer quelques théorèmes du point fixe pour obtenir

des résultats d’existence et unicité de solutions des équations différentielles, et d’établir

quelques résultats de stabilité pour les systèmes différentielles linéaires et non linéaires.

Ce manuscrit est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présenterons quelques notions et résultats. Également, nous

introduirons des définitions sur les équations et les systèmes différentielles ordinaires et

des théorèmes d’existence et d’unicité de solutions du problème de Cauchy.

Le deuxième chapitre est dédié aux notions de stabilité pour les systèmes différentielles

en étudiant le cas d’un système linéaire et le cas d’un système non linéaire.

Dans la première partie du chapitre III, on applique le théorème du point fixe de Schau-
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der pour obtenir le résultat d’existence d’une équation différentielle. Dans la deuxième

partie de ce chapitre, des résultats d’existence et de stabilité sont établis à l’équation du

pendule.

Dameche feryel 2025



Chapitre 1

Préliminaires

On introduit dans ce chapitre des définitions de quelques notions de base de l’analyse

fonctionnelle et des résultats connus, puis on présente des définitions sur les équations dif-

férentielles, les systèmes d’équations différentielles et des résultats d’existence du problème

de Cauchy. Le lecteur peut consulter les références suivantes [2, 3, 5, 6, 8, 9, 10]

1.1 Normes et espaces de Banach

Définition 1.1. Le couple (E, d) est dit un espace métrique si E est un ensemble arbitraire

non vide et d : E × E −→ R+une application vérifiant pour tout x , y et z de E,

(d1) d (x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

(d2) d (x, y) = d (y, x)( Symétrie),

(d3) d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y) (Inégalité triangulaire).

Définition 1.2. Un espace métrique (E, d) est dit complet, si toute suite de Cauchy d’élé-

ments dans E et convergente dans E.

Proposition 1.1. Dans un espace métrique (E, d) toute suite convergente est une suite de

Cauchy.

Remarque 1.1. La réciproque est fausse en générale.

Définition 1.3. Soit E un espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application

de E dans R+ habituellement notée ∥.∥ vérifiant pour tout x, y ∈ E et tout λ ∈ K,

(K = R ou C) ,
(N1) ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0

(N2) ∥λx∥ = |λ|∥x∥( Homogénéité),

(N3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ( Inégalité triangulaire).
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Exemple 1.1. 1. R muni de sa valeur absolue ou C muni de son module est un espace

vectoriel normé .

2. E = Kn , pour x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ E, on définit :

∥x∥1 = |x1|+ |x2|+ . . .+ |xn|

∥x∥2 =
√

|x1|2 + |x2|2 + . . .+ |xn|2

∥x∥∞ = max{|x1|, |x2|, . . . , |xn|}.

plus généralement, pour tout α ≥ 1, ∥x∥α = (
∑n

i=1 |xi|α)
1
α est une norme sur Rn .

3. Pour tout a, b ∈ R avec a < b, l’espace C∞ ([a, b],K) des fonctions infiniment différen-

tiables et à valeurs dans K muni de l’une des normes :

∥f∥∞ := sup
x∈[a,b]

|f (x) |,

∥f∥2 :=

√∫ b

a

|f (x) |2 dx

ou encore de la norme :

∥f∥1 :=
∫ b

a

|f (x) | dx

est un espace vectoriel normé .

La norme ∥ . ∥1 est la norme de la convergence en moyenne , ∥ . ∥2 est la norme de la

convergence en moyenne quadratique et ∥ . ∥∞ est la norme de la convergence uniforme(la

norme infinie).

Définition 1.4. Un espace vectoriel normé est un couple (E, ∥ . ∥) où E est un espace

vectoriel sur K, K = R ou C et ∥ . ∥ est une norme sur E.

Remarque 1.2. Si (E, ∥ . ∥) est un espace vectoriel normé alors

d (x, y) = ∥x− y∥

définit une distance sur E.

Définition 1.5. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (E, ∥ . ∥) complet pour

la métrique associée á cette norme.

Exemple 1.2. 1. L’espace C ([a, b],Rn) des fonctions continues de [a, b] dans Rn muni

de la norme ∥f∥∞ = maxt∈[a,b] |f (t) | est un espace de Banach.

2. E = Rn ou E = Cnmuni des normes

Dameche feryel 2025
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∥x∥p =

(
n∑

j=1

|xj|p
) 1

p

, p ≥ 1

et

∥x∥∞ = max
1≤j≤n

{|xj|}

sont des espaces de Banach .

3. Un espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.

Exemple 1.3. Soit ψ : [a, b] −→ Rn une fonction continue donnée avec a, b ∈ R.
soit S l’espace de fonctions continues

et bornéesf : [a,∞) −→ Rn, telles que f (t) = ψ (t), pour a ≤ t ≤ b , pour f, g ∈ S, on

définit

d (f, g) = sup
t∈[a,∞)

|f (t)− g (t) | = ∥f − g∥∞.

Alors (S, d) est un espace métrique complet.

1.2 Applications lipschitziennes

Définition 1.6. On dit que l’application f : E −→ F est K− Lipschitzienne si pour tout

x,y ∈ E , k ∈ R+

∥f (x)− f (y) ∥F ≤ K∥x− y∥E.

Si K ∈ [0, 1[, f est dite contractante.

Exemple 1.4. Soit la fonction :

f (t, y) = 2
√
y (t) , t ∈ R , y ∈ [4,+∞[.

1. ⇒ Montrons que f et lipschitzienne par rapport à y .

On doit montrer que :

∀t1, t2 ∈ R,∀y1, y2 ∈ [4,+∞[ , |f (t1, y1)− f (t2, y2) | ≤ K|y1 − y2|

On a : f (t1, y1) = 2
√
y1 (t1) = 2

√
y1 et f (t2, y2) = 2

√
y2 (t2) = 2

√
y2.
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|f (t1, y1)−f (t2, y2) | = |2√y1−2
√
y2| = 2|√y1−

√
y2| = 2

|√y1 −
√
y2||

√
y1 +

√
y2|

|√y1 +
√
y2|

= 2
|y1 − y2|√
y1 +

√
y2
,

d’autre parte : y1 ≥ 4 ⇒ √
y1 ≥ 2 et y2 ≥ 4 ⇒ √

y2 ≥ 2

alors
√
y1 +

√
y2 ≥ 4

puis 1√
y1+

√
y2
< 1

4
,

donc, on trouve :

|f (t1, y1)− f (t2, y2) | ≤ 2

(
1

4

)
|y1 − y2| ≤

1

2
|y1 − y2|.

Alors : ∃K = 1
2
> 0 d’ou f est lipschitzienne.

Proposition 1.2. Toute fonction Lipschitzienne est continue.

1.3 Compacité et Applications Compactes

Définition 1.7. soit (S, d) un espace métrique. Un sous ensemble M de S est dit compact

si et seulement si de tout recouvrement ouvert de M, on peut extraire un sous recouvre-

mentfini.

D’une manière équivalente, un sous ensemble M de S est compact si et seulement si tout

suite de M admet une sous suite convergente dans M.

Définition 1.8. Un sous ensemble M d’un espace métrique est dit relativement compact si

son adhérence est compacte, c’est à dire, M est compact.

En particulier, on a la propostion suivante :

Proposition 1.3. Soit M un sous ensemble fermé d’un espace métrique complet. Alors, M
est compact si et seulement si il est relativement compact .

Définition 1.9. Soient (E, ∥.∥E) et (F, ∥.∥F ) deux espaces vectoriels normés.

1. Une partie A de E est dite bornée s’il existe M ≥ 0 tel que pour tout x ∈ A, ∥x∥E ≤M .

2. Une application T : D ⊂ E −→ F est dite bornée si son image T (D) est bornée dans

(F, ∥.∥F ).

Définition 1.10. Soit {fn} une suite de fonctions réelles fn : [a, b] −→ R, a, b ∈ R. {fn}
uniformément bornée sur [a, b] s’il existe un l > 0 tel que |fn (t) | ≤ l pour tout n et tout

t ∈ [a, b].

Définition 1.11. Soit M un sous ensemble de l’espace E = C ([a, b],R) . M est dit équi-

continu si et seulement si

∀ε > 0,∀x ∈ [a, b],∃δ > 0,∀y ∈ [a, b],

Dameche feryel 2025
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|x− y| < δ ⇒ ∀f ∈ M, |f (x)− f (y) | < ε.

Définition 1.12. Soit M un sous ensemble de l’espace de Banach E = C ([a, b],R) muni de

la norme ∥.∥∞. M est dit uniformément borné si et seulement si

∃C > 0, ∀f ∈ M, ∥f∥∞ < C.

Ci-dessous on rappelle un outil classique et puissant pour montrer qu’une partie de

l’espace des fonctions continues sur un compact est relativement compacte.

Théorème 1.1. (Ascoli− Arzela) Soit C ([a, b],R) ,−∞ < a < b < +∞, l’espace des

fonctions continues définies sur le compact [a, b] et à valeurs réelles muni de la norme

∥u∥ = max
a≤t≤b

|u (t) |.

Une partie F de C ([a, b],R) est relativement compacte dans C ([a, b],R) si et seulement si

elle est uniformément bornée et équicontinue.

Remarque 1.3. Le théorème d’Ascoli-Arzela ne permet pas de caractériser que les en-

sembles relativement compacts de C (E1, K) avec E1 métrique et compact, K = R où C,
et non les ensembles relativement compacts de n’importe quel espace de Banach.

Exemple 1.5. Soient K1 et K2 deux réels strictement positifs. Le sous ensemble F des

fonctions réelles continues sur [a, b], dérivables sur ]a, b[ qui vérifient :

|f (t) | ≤ K1, et sup |f ′ (t) | ≤ K2,

pour tout t ∈ [a, b] est relativement compact dans C ([a, b],R).
En effet, pour tout f ∈ F , le théorème des accroissements finis, prouve que pour tout

t0, t ∈ [a, b] il existe c ∈]t0, t[ tel que

|f (t)− f (t0) | = |f ′ (c) ||t− t0|.

Donc |f (t)− f (t0) | ≤ K2|t− t0|. Fixons t0 ∈ [a, b]. Soit ε > 0 et µ = ε
K2

, alors

∀t ∈ [a, b], |t− t0| ≤ η ⇒ |f (t)− f (t0) | ≤ ε.

Ce qui est exactement l’équicontinuité de F en t0. Comme on peut prendre pour t0

n’importe quel point de [a, b], on en déduit que F est équicontinu.

On a |f (t) | ≤ K1 pour tout f ∈ F ce qui implique que ∥f∥ ≤ K1 et partant de

∀f ∈ F, f ∈ B′ (0, K1) ,

c’est à dire ,

F ⊂ B′ (0, K1) ,
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d′où la bornitude de F . Finalement, comme F est borné et équicontinue, alors le théorème

d’Ascoli-Arzela assure que F est relativement compact.

Définition 1.13. Soit X et Y deux espaces vectoriels normés et Ω un sous ensemble de X.

(i) une application continue T : X −→ Y est dite compacte si lorsque Ω est borné implique

T (Ω) est relativement compact, c’est à dire T (Ω) est compact, autre mou dit, si pour tout

suite borné {xn} dans X, la suite T(xn) possède une sous suite convergent dans Y ,

(ii) T est dite complètement continue si elle est compacte et continue.

1.4 Théorèmes du point fixe

Définition 1.14. Soit (E, ∥.∥E) un espace de Banach ,T : E −→ E une application. On

appelle point fixe de T tout point x ∈ E tel que T (x) = x. Ce qui est équivalent à dire que

l’équation T (x)− x = 0 possède une solution.

Exemple 1.6. La fonction f : R −→ R donnée par f (x) = x2 admet {0, 1} comme points

fixes.

Exemple 1.7. Si f : [a, b] −→ [a, b] est une fonction continue, alors f admet au moins un

point fixe.

Pour résoudre un problème du point fixe, on doit identifier trois éléments fondamentaux,

à savoir ,

1. un ensemble convenable S apte pour contenir les solutions du problème,

2. Une application T : S −→ S ayant la particularité qu’un point fixe est solution du

problème ,

3. Un théorème de point fixe qui assure l’existence d’un tel point fixe de T sur S.

1.4.1 Théorème du point fixe de Banach

Théorème 1.2. (Principe de contraction de Banach)[2] Soient (E, ∥.∥E) un espace de Ba-

nach et T : E −→ E une application contractante de constante k ∈ [0, 1[. Alors, il existe

un point unique x ∈ E tel que T (x) = x.

Remarque 1.4. Si A est une application lipschitzienne (pas nécessairement une contrac-

tion) mais l’une de ces itérées Ap est une contraction, alors A a un seul point fixe.

En effet, soit x l’unique point fixe de AP on a

AP (A (x)) = A (Ap (x)) = A (x) ,

ce qui convient à dire que A (x) est aussi un point fixe de Ap et grâce à l’unicité A (x) = x.

Ce résultat est valable pour tous les types de contractions qui assurent l’unicité du point

fixe.
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1.4.2 Théorème du point fixe de Schauder

Le théorème du point fixe de Schauder établi en 1930, affirme que le point fixe n’est

pas nécessairement unique. Il n’est donc pas nécessaire d’établir des estimations sur la

fonction. Mais simplement sa continuité. Ceci nous donne la possibilité de traiter plus de

cas qu’avec le théorème de Banach par exemple l’identité

Définition 1.15. (Ensemble convexe) Un sous-ensemble X d’un espace vectoriel E est

convexe si :

∀ (x, y) ∈ X, ∀α ∈ [0, 1], (1− α)x+ αy ∈ X.

Exemple 1.8. Dans un espace vectoriel normé les boules ouvertes où fermés sont convexes.

Théorème 1.3. (Théorème de Schauder)[6] Soit M un sous ensemble convexe fermé borné

et non vide d’un espace de Banach E et T : M −→ E une application compacte. Alors T

possède un point fixe .

Remarque 1.5. Si M est compact et convexe, il suffit que T soit continue pour avoir un

point fixe pour T .

1.5 Équations différentielles

Soient I un ouvert de R, E un espace de Banach sur R et U1, U2, ..., Un des ouverts de

E.

1.5.1 Équations différentielles ordinaires

Définition 1.16. Une équation différentielle sur l’espace de Banach E est une équation de

la forme

F
(
t, x, x′, x′′, . . . , x(n)

)
(1.1)

où n est un entier non nul appelé l’ordre de l’équation, F est une fonction donnée le (n+ 2)

variable supposée régulières sur I×U1×U2× . . .×Un, x est la fonction inconnue de I dans

l’espace de Banach E et x, x′, x′′, . . . , x(n) sont ses dérivées successives. Plus précisément

le problème est de trouver un intervalle ouvert I de R et une fonction x : t −→ x (t)

dérivable sur cet intervalle jusqu’à l’ordre n et vérifiant l’équation

∀t ∈ I , F
(
t, x, x′, x′′, . . . , x(n)

)
= 0. (1.2)

Cette équation est de forme très générale, en pratique, on préférera travailler avec des

équations plus particulières dites du type explicite, pour les quelles il existe une fonction
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H régulière sur I × U1 × U2 × . . .× Un−1 tel que

x(n) = H
(
t, x′, x′′, . . . , x(n−1)

)
. (1.3)

Définition 1.17. On appelle équation différentielle normale d’ordre n toute équation de la

forme

x(n) = f
(
t, x, x′′, . . . , x(n−1)

)
.

Définition 1.18. On appelle équation différentielle autonome d’ordre n toute équations de

la forme

x(n) = f
(
x, x′′, . . . , x(n−1)

)
.

Autrement dit, f ne dépend pas explicitement de t.

Remarque 1.6. Les équations autonomes sont très importantes quand on cherchera des

solutions stationnaires ainsi que leur stabilité.

Exemple 1.9. Équation du premier ordre sous la forme normale :

x′ = f (t, x) .

Équation du premier ordre autonome :

x′ = f (x) .

1.5.2 Équations différentielles linéaires

Définition 1.19. Une équation différentielle ordinaire d’ordre n est linéaire si elle est de

la forme

an (t)x
(n) (t) + an−1 (t)x

(n−1) (t) + . . .+ a0 (t)x (t) = g (t) , (1.4)

avec tous x(i) de degré 1 et tous les coefficients dépendant au plus de t, si g est nulle, alors

l’équation est dite homogène, ou sans second membre. L’équation différentielle suivante

an (t)x
(n) (t) + an−1 (t)x

(n−1) (t) + . . .+ a0 (t)x (t) = 0, (1.5)

est appelée l’équation différentielle homogène associée.

Si aj (t), 0 ≤ j ≤ n sont des constants, on parle d’équation différentielle linéaire a coeffi-

cients constants.

Exemple 1.10. L’équation x′′+x′−3x = 0 est une équation ordinaire linéaire d’ordre deux

à coefficients constants.
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1.6 Systèmes différentiels

Définition 1.20. Un système d’équations différentielles par rapport aux inconnues x1, x2, ..., xn

admet la forme générale suivante :

Fk(t, x1, x
′
1, ..., x

(k1)
1 , x2, x

′
2, ..., x

(k2)
2 , ..., xn, x

′
n, ..., x

(kn)
n ) = 0, k = 1, 2, ..., n. (1.6)

Lorsqu’il est résolu par rapport à aux dérivées d’ordre le plus élevé x
(k1)
1 , x

(k2)
2 ,..., , x

(kn)
n le

système obtenu s’appelle système canonique. Il est de la forme

x
(k1)
1 = f1

(
t, x1, x

′
1, ..., x

(k1−1)
1 , x2, x

′
2, ..., x

(k2−1)
2 , ..., xn, x

′
n, ..., x

(kn−1)
n

)
x
(k2)
2 = f2

(
t, x1, x

′
1, ..., x

(k1−1)
1 , x2, x

′
2, ..., x

(k2−1)
2 , ..., xn, x

′
n, ..., x

(kn−1)
n

)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
x
(kn)
n = fn

(
t, x1, x

′
1, ..., x

(k1−1)
1 , x2, x

′
2, ..., x

(k2−1)
2 , ..., xn, x

′
n, ..., x

(kn−1)
n

) (1.7)

Définition 1.21. Un système d’équations différentielles ordinaires du premier ordre

dxk
dt

= fk (t, x1, x2, ...., xn) , k = 1, 2, ...n, (1.8)

où t est une variable indépendante et x1, x2, ..., xn sont des fonctions inconnues de t, s’ap-

pelle système normal. On dit que deux systèmes d’équations différentielles sont équivalents

s’ils possèdent les mêmes solutions.

Remarque 1.7. Tout système canonique (1.7) peut être ramené a un système normal (1.8)

équivalent.

Exemple 1.11. Le système suivant :{
d2x
dt2

− 3ty = 0

tdy
dt

− x = 0
(1.9)

se ramène à un système normal par un changement de variable.

On pose : x = x1,
dx
dt

= x′ (t) = x2 et y = x3. Donc le système (1.9) devient
dx1

dt
= x2 = f1 (t, x1, x2, x3) ,

dx2

dt
= 3tx3 = f2 (t, x1, x2, x3) ,

dx3

dt
= x1

t
= f3 (t, x1, x2, x3) .

1.6.1 Systèmes différentiels linéaires

Soient I un intervalle de R, n ∈ N∗, aij : I −→ R, i, j = 1, . . . , n et fi : I −→ R des

fonctions continues sur I. L’objectif est de trouver des fonctions
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x1, . . . , xn : I −→ R,

de classe C1 sur I telles que
x′1 (t) = a11 (t)x1 + . . .+ a1n (t) + f1 (t)
...

x′n (t) = an1 (t)x1 + . . .+ ann (t)xn + fn (t)

(1.10)

On peut écrire ce système sous la forme matricielle suivante :

X ′ (t) = A (t)X (t) + F (t) , (1.11)

où

X ′ (t) =


x′1 (t)
...

x′n (t)

 , A (t) =


a11 (t) . . . a11 (t)

...
. . .

...

an1 (t) . . . ann (t)

 et F (t) =


f1 (t)
...

fn (t) .


En générale il peut y avoir une infinité de solutions de cette équation. Soient t0 ∈ I et

X (t0) ∈ Rn données.

X (t0) =


x1 (t0)

...

xn (t0)

 =


x01
...

x0n.

 (1.12)

Le but est de trouver X une solution de l’équation (1.11) satisfaisants a la condition ini-

tiale (1.12). Autrement dit, existe-il X une fonction dérivable définie sur I a valeurs dans

Rn telle que : X ′ (t) = A (t)X (t) + F (t)

X (t0, ) = X0

(1.13)

pour tout t ∈ I.

Définition 1.22. Le système (1.11) est dit homogène si F = 0 c’est à dire :

X ′ (t) = A (t)X (t) .

Définition 1.23. Le système (1.11) est dit non homogène si F ̸= 0 c’est à dire :

X (t) = A (t)X (t) + F (t) .
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Solution générale du système différentiel homogène

Considérons le système différentiel

dY

dt
= AY, (1.14)

avec A ∈ Mn (K) oùMn (K) l’ensemble des matrices carrées d’ordre n d’éléments constants

dans le corps K, (K = C ou K = R).

Théorème 1.4. Soit A ∈ Mn (K) diagonalisable. La solution générale du système (1.14)

(Y : I −→ Kn) est définie par

∀t ∈ I, Y (t) =
n∑

i=1

Cie
λitVi,

où λ1, λ2, ..., λn valeurs propres de A n’est pas nécessairement distinctes associées aux

vecteurs propres V1, V2, ..., Vn et C1, C2, ..., Cn sont des constantes dans K.

Lorsque A est n’est pas diagonalisable, on a besoin en général de la notion d’exponen-

tielle d’une matrice.

Exponentielle d’une matrice

On muni Mn (K) d’une norme ∥.∥.

Proposition 1.4. La série matricielle

∞∑
k=0

Ak

k!

converge normalement sur toute partie bornée de Mn (K). Sa limite (ou somme) est appelée

l’exponentielle de A et elle est notée eA.

Définition 1.24. On appelle exponentielle d’une matrice, l’application de Mn (K) dans

Mn (K) définie par

∀A ∈ Mn (K) , exp (A) = eA.

Remarque 1.8. Si A est la matrice nulle de Mn (K), alors exp (A) = In.

Propriété 1.1. Si A,B ∈ Mn (K) commutent (AB = BA), alors,

eA+B = eAeB.

Remarque 1.9. Calcul du eA :

i) Si A est diagonale, avec aii sur la diagonale, eA est la matrice diagonale ayant eaii sur
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la diagonale.

ii) Si A = PDP−1 où D est diagonale, alors eA = PeDP−1.

iii) Supposons que A = λI + N , où N est une matrice triangulaire supérieure, dont la

diagonale est composée par des zéros. D’où Np = 0 pour tout p ≥ n. Alors,

eA = eλ
p−1∑
k=0

Nk

k!
.

iv) Supposons que A soit une matrice diagonale par blocs, de blocs carrés A1, A2, ... (de la

forme précédente).

A =


A1 0 · · · 0

0 A2 · · · 0
... · · · . . .

...

0 0 · · · An


Alors eA est une matrice diagonale par blocs, ayant pour blocs eA1 , eA2 , ..., eAn.

v) Supposons que A soit semblable à une matrice B (de la forme précédente) : A = PBP−1

. Alors eA = PeBP−1.

Proposition 1.5. Soient A ∈ Mn (K) et I un intervalle de R. L’application

φ : I −→ Mn (K)

t 7−→ etA

est de classe C1 sur I et ∀t ∈ I, φ′ (t) = Aφ (t) = AeAt.

Théorème 1.5. La solution Y du système (1.14) vérifiant Y (t0) = V0 est donnée par

Y (t) = e(t−t0)A.V0, ∀t ∈ R.

Solution du système non homogène

Considérons le système
dY

dt
= AY +B (t) ,

où A ∈ Mn (K), B (t) ∈ Kn continue.

Si aucune solution évidente n’apparâıt, on peut utiliser la méthode de variation des

constantes, c’est à dire qu’on cherche une solution particulière sous la forme

Y (t) = etAV (t) .
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où V est supposée différentiable. Il vient

Y ′ (t) = AetA + etA.V ′ (t)

= AY (t) + etA.V ′ (t) .

Il suffit donc de choisir V telle que etA.V ′ (t) = B (t), soit par exemple

V (t) =

∫ t

t0

e−sAB (s) ds, t0 ∈ I.

On obtient ainsi la solution particulière

Y (t) = etA
∫ t

t0

e−sAB (s) ds =

∫ t

t0

e(t−s)AB (s) ds,

qui est la solution telle que Y (t0) = 0. La solution générale du problème de Cauchy telle

que Y (t0) = V0 est donc

Y (t) = e(t−t0)A.V0 +

∫ t

t0

e(t−s)AB (s) ds.

1.6.2 Problème de Cauchy

Il est impossible de définir la notion de solution d’un système différentiel du premier

ordre, c’est pour quoi on introduit un problème standard qui est le problème de Cauchy.

Un problème de Cauchy est un problème constitué d’une équation différentielle dont on re-

cherche une solution vérifiant une certaine condition initiale. Cette condition peut prendre

plusieurs formes selon la nature de l’équation différentielle. Soit U un ouvert de I ×Rn et

f : U −→ Rn une fonction.

Définition 1.25. Étant donnée une équation différentielle du premier ordre sous la forme

suivante :

x′ (t) = f (t, x) , (1.15)

pour (t, x (t)) ∈ U , et un point (t0, x0) ∈ U , le problème de Cauchy correspondant consiste

a chercher une solution x (t) telle que x (t0) = x0. On note le problème de Cauchy de la

forme suivante : x′ (t) = f (t, x (t)) , (t, x (t)) ∈ U

x (t0) = x0
(1.16)

Interprétation Physique - Dans de nombreuses situations concrètes, la variable

t représente le temps et x = (x1, x2, . . . , xn) est une famille de paramètres décrivant l’état

d’un système matériel donné. L’équation (1.16) traduit physiquement la loi d’évolution

du système considéré en fonction du temps et de la valeur des paramètres. Résoudre le
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problème de Cauchy (1.16) revient à prévoir l’évolution du système au cours du temps,

sachant qu’en t = t0 le système est décrit par les paramètre x0 = (x0,1, . . . , x0,n). On dit

que (t0, x0) sont les données initiales du problème de Cauchy (1.16) .

Définition 1.26. Une solution du problème de Cauchy (1.16) sur un intervalle ouvert I de

R avec la condition initiale (t0;x0) ∈ U et t0 ∈ I est une fonction dérivable x : I −→ R
telle que :

- pour tout t ∈ I , (t, x (t)) ∈ U,

- pur tout t ∈ I, x′ (t) = f (t, x (t)) ,

- x (t0) = x0.

Théorème 1.6. Soit f : I × V −→ X une application continue, I un ouvert de R et V un

ouvert connexe non vide d’un R-espace de Banach et (t0, x0) un point fixé de R× V et x

une fonction définie sur un intervalle ouvert qui contient t0, alors x est une solution du

problème de Cauchy (1.16) sur I si et seulement si

1. pour tout t ∈ I, (t, x (t)) ∈ I × V ,

2. x est continue sur I,

3. pour tout t ∈ I

x (t) = x0 +

∫ t

t0

f (s, x (s)) ds.

preuve. Soit x : I −→ V une fonction continue sur un intervalle ouvert I qui contient

t0 et que (t, x (t)) ∈ I × V.

Supposons que x est une solution du problème de Cauchy (1.16). Alors, x est dérivable

sur I et vérifie : x′ (t) = f (t, x (t))

x (t0) = x0
(1.17)

En intégrant les deux membres de t0 à t ,on obtient pour tout t ∈ I∫ t

t0

x′ (t) ds =

∫ t

t0

f (s, x (s)) ds,

ce qui donne, en remplaçant x (t0) par x0

x (t) = x0 +

∫ t

t0

f (s, x (s)) ds, pour tout t ∈ I.

Inversement, supposons que pour tout t ∈ I, x vérifie :

x (t) = x0 +

∫ t

t0

f (s, x (s)) ds, (1.18)

alors, d’après la continuité de x et la dérivabilité de la fonction t −→ f (t, x (t)) , on obtient

x′ (t) = f (t, x (t)) , pour tout t ∈ I, (1.19)
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de plus x vérifie x (t0) = x0 ce qui signifie que x est solution du problème (1.16).

Exemple 1.12. Soit le problème suivant :x′ = e−t2 + x2 0 ≤ t ≤ 1
2
et 0 < |x| < b

x (0) = 0.

Ce problème est un problème de Cauchy .

La fonction f est définie par : (t, x) −→ f (t, x) = e−t2 + x2 est continue sur [0, 1
2
] × R

avec la condition initiale : x (t0) = x (0) = 0.

On a x est une fonction continue sur [0; 1
2
], donc par intégration sur [0; t], de la fonction

f on trouve : ∫ t

0

x′ (s) ds =

∫ t

0

f (s, x (s)) ds

alors

x (t)− x (0) =

∫ t

0

(
e−s2 + x2 (s)

)
ds

d’où

x (t) =

∫ t

0

f (s, x (s)) ds.

Définition 1.27. (orbite, trajectoire). Soit φ : I −→ Rn une solution de l’équation différen-

tielle (1.15), on appelle le trajectoire de φ l’ensemble {(t, φ (t)) : t ∈ I} ⊆ U . On appelle

l’ensemble {φ (t) : t ∈ I} l’orbite de la solution φ.

1.6.3 Fonction lipschitzienne

Soit U ⊂ I × Rn, f une application définie de U dans Rn.

Définition 1.28. L’application f est dite lipschitzienne par rapport à la deuxième variable

sur U s’il existe une constante k, appelée la constante de Lipschitz de f , telle que :

∀ t ∈ I, ∀ y1, y2 ∈ Rn, ∥f (t, y1)− f (t, y2)∥ ≤ k ∥y1 − y2∥ . (1.20)

La fonction y 7−→ f (t, y) est localement lipschitzienne pour tout t ∈ I, c’est-à-dire que

pour tout J ⊂ I compact, pour tout O ⊂ U compact, il existe une constante γ telle que :

∥f (t, y1)− f (t, y2)∥ ≤ γ ∥y1 − y2∥ , ∀t ∈ J, ∀ y1, y2 ∈ O. (1.21)

Remarque 1.10. On dit que f est localement lipschitzienne par rapport à la deuxième

variable si tout point de I × Rn admet un voisinage U sur lequel f est lipschitzienne par

rapport à la deuxième variable.
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Définition 1.29. Soient y1 : I −→ Rn, y2 : J −→ Rn des solutions de (1.16). On dit

que y2 est un prolongement de y1 si I ⊂ J et y1 est la restriction de y2 c’est à dire :

∀t ∈ I : y2 (t) = y1 (t).

Définition 1.30. On dit qu’une solution y1 : I −→ Rn est maximale si y n’admet pas de

prolongement y2 : J −→ Rn avec I ⊂ J .

Définition 1.31. Une solution y : I −→ Rn de (1.16) est globale si elle est définie sur I

tout entier.

1.6.4 Théorème de Cauchy Lipschitz

Théorème 1.7. (forme forte) Soient I ⊂ R et f ∈ C (I × Rn,Rn) . et le problème de

Cauchy y′ (t) = f (t, y (t))

y (t0) = y0
(1.22)

avec (t0, y0) ∈ I × Rn Supposons que f : I × Rn −→ Rn est localement lipschitzienne par

rapport à sa deuxième variable, alors pour tout t0 dans I et pour tout y0 dans Rn, il existe

au voisinage de t0 une unique solution du problème (1.22).

En particulier, pour toute telle donnée, il existe une unique solution maximale associée et

toute autre solution vérifiant la condition de Cauchy est une restriction de cette solution

maximale.

Avant d’introduire la preuve de ce théorème, on doit présenter un résultat connu sous

lemme de (Gronwall).

Lemme 1.1. (Gronwall) Soit u ∈ C ([0, T ];R+). Supposons qu’il existe des fonctions a, b ∈
C ([0, T ];R+) telles que

u (t) ≤ b (t) +

∫ t

0

a (τ)u (τ) dτ pour tout, t ∈ [0, T ]

Alors

u (t) ≤ b (t) +

∫ t

0

b (τ) a (τ) e
∫ t
τ a(s) ds dτ

Lemme 1.2. (Cas particulier) Soit u, a : [0, T ] −→ [0,+∞[ et C > 0

tq :

u (t) ≤ C +

∫ t

0

a (τ)u (τ) dτ ∀t ∈ [0, T ]

ona :

u (t) ≤ C exp

(∫ t

0

a (s) ds

)
.
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Démonstration. (Preuve du théorème 1.7)

i) Du théorème 1.6, la solution du problème (1.22) y : I −→ Rn vérifie l’équation intégrale

y (t) = y0 +

∫ t

t0

f (s, y (s)) ds (1.23)

On note y : I −→ Rn par (I, y).

ii) Unicité : Dans le cas où f est localement Lipschitzienne par rapport à sa seconde

variable, on peut démontrer l’unicité d’un éventuelle solution en utilisant le Lemme du

Grönwall.

En effet, soient (J1, y1) , (J2, y2) deux solutions du même problème (1.22) en t0. On veut

montrer que y1 et y2 sont égales sur J0 = J1
⋂
J2.

Pour cela on introduit l’ensemble

S = {t ∈ J0, tel que y1 (s) = y2 (s) , ∀s ∈ [t0, t]},

où [t0, t] est remplacé par [t, t0] si t < t0.

Cet ensemble est non vide car il contient

t0 (y1 et y2) vérifiant la même donnée de Cauchy à l’instant t0.

On va montrer que S
⋂
[t0,+∞[= J0

⋂
[t0,+∞[ ( la même idée montrerait l’égalité de

S
⋂
]−∞, t0] et de J0

⋂
]−∞, t0].

Supposons que S
⋂
[t0,+∞[ ̸= J0

⋂
[t0,+∞[ . On pose alors t∗ = sup (S).

On a t∗ ≥ t0 et t0 ∈ J0.

En effet, si ce n’était pas le cas on aurait t∗ ∈ ∂J0 et alors y1 = y2 sur [t0, sup J0[ et donc

y1 = y2 sur JO
⋂
[t0,+∞[ par continuité de y1 et y2. Ceci contredit l’hypothèse.

Par ailleurs, par continuité de y1 et y2, on sait que y1 (t
∗) = y2 (t

∗) = ỹ.

Soit L une constante de Lipschitz de f sur le compact K = [t∗, t∗ + 1] × B (ỹ, 1). Par

continuité, il existe δ > 0 tel que t∗ + δ ∈ J0 et tel que

yi (t) ∈ B (ỹ, 1) , ∀t ∈ [t∗, t∗ + δ], ∀i = 1, 2.

Par ailleurs comme y1 et y2 vérifient l’équation on a

yi (t) = yi (t
∗) +

∫ t

t∗
f (s, yi (s)) ds i = 1, 2.

Par soustraction, on trouve

|y1 (t)− y2 (t) | ≤
∫ t

t∗
|f (s, y1 (s))− f (s, y2 (s)) | ds, ∀t ∈ [t∗, t∗ + δ].
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Comme y1 et y2 prennent leurs valeurs dans K, on en déduit

|y1 (t)− y2 (t) | ≤ L

∫ t

t∗
|y1 (s)− y2 (s) | ds, ∀t ∈ [t∗, t∗ + δ].

La différence u (t) = |y1 (t)− y2 (t) | vérifie

u (t) ≤ L

∫ t

t∗
u (s) ds, ∀t ∈ [t∗, t∗ + δ].

Par le lemme 1.2 et pour C = 0, on a u (t) ≤ 0, donc u (t) = 0 pour tout t ∈ [t∗, t∗ + δ],

d’où y1 (t) = y2 (t) pour tout ∈ [t∗, t∗ + δ].

Ceci montre que t∗ + δ est dans S et contredit donc la définition de t∗.

iii) Existence :

Soit J = [t0 − α, t0 + α] un intervalle contenant t0 dans son intérieur. On pose y0 (t) = y0

pour tout t ∈ J et on construit, par récurrence, la suite de fonctions

yn+1 (t) = y0 +

∫ t

t0

f (s, yn (s)) ds, ∀t ∈ J.

Ceci revient à définir yn+1 = φ (yn) où φ : C0 (J,Rn) −→ C0 (J,Rn) est l’application qui

à y associe

φ (y) (t) = y0 +

∫ t

t0

f (s, y (s)) ds, ∀t ∈ J.

Résoudre l’équation (1.23) revient à trouver un point fixe de l’application φ.

Comme J est compact, on peut munir E = C (J,Rn) de la norme infinie, ce qui en fait

un espace complet. On peut donc espérer appliquer le théorème du point fixe de Banach

à cette fonction. Pour cela, il faudrait montrer que φ est contractante.

Comme on ne possède aucune information globale sur f , il se peut que ∥f (s, y) ∥ soit très

grand quand ∥x∥ est grand et il y a donc aucune chance que nous arrivions à montrer que

φ est contractante sur E.

On va donc essayer d’appliquer le théorème sur le sous-espace fermé F = C
(
J,B (y0, r)

)
de E qui est donc bien complet.

Pour cela, on peut jouer sur les paramètres α et r pour faire en sorte que φ (F ) ⊂ F et

que φ soit contractante.

-Fixons une valeur α0 > 0 et un nombre r0 > 0 tels que le compact K0 = [t0 − α0, t0 +

α0]×B (y0, r0) soit inclus dans l’ouvert U sur lequel (1.21) est vraie.

-On note maintenant M = sup[t0−α0,t0+α0]×B(y0,r0)
∥F∥.

Ainsi, pour tout fonction y ∈ C0
(
[t0 − α0, t0 + α0], B (y0, r0)

)
on a

∥φ (y) (t)− y0∥ ≤ ∥
∫ t

t0

f (s, y (s)) ds∥ ≤ |t− t0|M.
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Si on veut s’asurer que φ (y) (t) reste dans la boule B (y0, r0), il faut se restreindre à un

intervalle [t0 − α0, t0 + α0] avec 0 < α < α0 choisi pour que

αM ≤ r0 (1.24)

Ainsi, l’espace Fα = C0
(
[t0 − α0, t0 + α0], B (y0, r0)

)
est laissé fixe par φ dés que (1.24) est

vérifiée .

-Essayons maintenant d’étudier le caractère contractante de φ sur un tel espace. Soient

y, z ∈ Fα, on a

∥φ (y) (t)− φ (z) (t) ∥ ≤ |
∫ t

t0

∥f (s, y (s)) ∥ ds| ≤ Ct0,y0|t− t0|∥y − z∥∞,

et donc

∥φ (y)− φ (z) ∥ ≤ Ct0,y0α∥y − z∥∞.

D’où, φ sera contractante dés que

αCt0,y0 < 1 (1.25)

- En conclusion, on va choisi 0 < α ≤ α0 qui satisfait (1.24) et (1.25), ce qui est bien

entendu possible. La fonction φ laisse alors invariant le sous-espace fermé Fα ⊂ E et

elle est contractante dans cet espace. D’aprés le théorème du point fixe de Banach, il

existe donc une unique solution y ∈ fα à l’équation (1.23) et ainsi ([t0 − α, t0 + α, y]) est

une solution du problème de Cauchy considéré. C’est également l’unique solution sur cet

intervalle qui prend ses valeurs dans la bouleB (y0, r).

- Il reste à montrer que toute autre solution éventuelle z du problème de Cauchy définie

sur un intervalle de la forme [t0 − β, t0 + β] avec β ≤ α coincide avec y.

· Si z prend ses valeurs dans la boule B (y0, r0), alors la propriété d’unicité dans le théorème

du point fixe donne le résultat.

· Si z ne prend pas ses valeurs dans cette boule, on note B̃ le plus grand nombre dans

[0, β] tel que z ([t0 − β, t0 + β]) est contenu dans cette boule. On a B̃ < β par hypothèse

et B̃ > 0 car z (t0) = y0 est dans l’intérieur de la boule et que z est continue.

On a alors

∥z (t)− y0∥ ≤ |t− t0|M ≤ βM ≤ αM ≤ r0, ∀t ∈ [t0 − B̃, t0 + B̃],

ce qui contredit la maximalité de B̃.

Proposition 1.6. Soient Ω ⊂ Rn un ouvert et f une fonction définie de Ω dans Rp. Alors

(i) Si f est localement lipschitzienne sur Ω, elle est continue sur Ω.

(ii) Si f ∈ C1, alors f est localement lipischtzienne. De plus, sur un compact, la meilleure

constante est la norme du maximum de la dérivé.
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Théorème 1.8. ( forme faible). Soit I un intervalle ouvert de R. Si la fonction f : I ×
Rn −→ Rn est de classe C1 alors pour tout donnée de Cauchy (1.22) (t0, y0) ∈ I × Rn,

il existe, au voisinage de t0, une unique solution du problème de Cauchy associé (1.22).

En particulier, pour tout telle donnée, il existe une unique solution maximale associé et

toute autre solution vérifiant la condition de Cauchy est une restriction de cette solution

maximale.
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Chapitre 2

Notions de Stabilité pour les systèmes

différentiels

2.1 Stabilité des solutions :

La question d’une stabilité d’une des questions fondamentale de la théorie qualitative,

elle a été etudier par le mathématicien LYAPUNOV.

Il est important de connaitre le comportement de la solution lorsque t −→ +∞, une so-

lution est dite stable si les solutions associé à des valeures voisigne de la donné initiale

restent proche de la solution considéré jusqu’a ∞ [4].

Considérons le problème de Cauchy associé à léquation différentielle

y′ = f (t, y) /f : U ⊂ I × Rn −→ Rn (2.1)

avec condition initiale y (t0) = z0 . On suppose que la solution de ce problème existe sur

[t0,+∞[ .

Définition 2.1. Soit y (t, z) la solution du (2.1) tel que y (t0, z) = z0. On dira que la solution

y (t, z0) est stable s’il existe une boule B̄ (z0, r) et une constante c ≥ 0 telles que :

i/ pour tout z ∈ B̄ (z0, r) , t→ y (t, z) est définie sur [t0,+∞[.

ii/ pour tout z ∈ B̄ (z0, r) et t ≥ t0 on a

∥y (t, z)− y (t, z0) ∥ ≤ c∥z − z0∥.

La solution y (t, z0) est dite asymptotiquement stable, si elle est stable et si la condition

(iii) plus forte que (ii) est satisfaite.

iii/ Il existe une boule B̄ (z0, r) et une fonction y : [t0,+∞[−→ R+ continue avec limt−→+∞y (t) =
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0 telle que pour tous z ∈ B̄ (z0, r) et t ≥ t0 on ait

∥y (t, z)− y (t, z0) ∥ ≤ y (t) ∥z − z0∥.

Définition 2.2. Un point x∗ est un point d’équilibre ou point stationnaire si f (t, x∗) = 0,

pour tout t ∈ I.

Définition 2.3. On appelle portrait de phases d’un système différentiel l’ensemble de ses

trajectoires.

Remarque 2.1. Dans la pratique, tracer le portrait de phases d’un système de dimension

2, c’est tracer, dans le plan, suffisamment de trajectoires pour que l’on puisse les imaginer

toutes.

2.1.1 Système linéaire à coefficients constants

Pour A ∈ Mn (K), la solution du problème de CauchyY ′ = AY

Y (t0) = Z
(2.2)

est Y (t, z) = e(t−t0)Az.

D’où

∥Y (t, z)− Y (t, z0) ∥ ≤ ∥e(t−t0)A∥∥z − z0∥,

donc la stabilité est liée au comportement de la norme ∥e(t−t0)A∥ lorsque t→ +∞ qui doit

rester bornée . On distingue deux cas :

• Le cas scalaire n = 1 :

A = (a) et |e(t−t0)A| = e(t−t0)Re(a),

où Re (a) désigne la partie réelle du nombre a.

- Si Re (a) > 0; alors limt−→+∞ |e(t−t0)a| = +∞, dans ce cas les solutions sont instables.

-Si Re (a) = 0 ; alors |e(t−t0)a| = 1, les solutions sont large stables.

-Si Re (a) < 0 ; alors limt−→+∞ |e(t−t0)a| = 0, les solutions sont asymptotiquement stables.

• Le cas générale n>1 :

- Si A est diagonalisable : on ce ramène après changement de variable linéaire au système

A =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λn


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λ1, λ2, . . . , λn sont les valeurs propres de A, le système se ramène au équations

y′i = λiyi, 1 ≤ i ≤ n,

qui admetent pour solutions

yi (t, z) = zie
λi(t−t0) , 1 ≤ i ≤ n.

Les solutions sont stables si et seleument si Re (λi) ≤ 0 , asymptotiquement stables si et

seleument si Re (λi) < 0, et instables si Re (λi) > 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Exemple 2.1. Considérons le système Y ′ = AY avec A ∈ M2 (R) :
1)

A =

(
−1 3

−2 4

)
Les valeurs propres de A sont λ1 = 1 et λ2 = 2. Donc les solutions sont instables.

2)

A =

(
−1 0

0 −1

)
Les valeurs propres de A sont λ1 = −1 = λ2 . Donc les solutions sont asymptotiquement

stables.

-Si A n’est pas diagonalisable : il suffit de regarder ce qui passe pour chaque bloque

d’une triangulation, supposons donc :

A =


λ ∗

. . .

0 λ


donc

A =


λ 0

. . .
...

0 λ

+


0 ∗

. . .

0 0

 = λI +N

où N est une matrice nilpotente non nulle telle que Nα = 0 ( cette décomposition s’appelle

la décomposition de Dunford).

Donc

e(t−t0)A = eλ(t−t0)e(t−t0)N = eλ(t−t0)

α−1∑
K=0

(t− t0)
K

K!
NK .

Les coefficients de e(t−t0)A sont des produits de eλ(t−t0) par des polynômes de degré ≤ α−1.

(Comme N ̸= 0, il y a au moins un polynôme de degré supérieur ou égal à 1).

Si Re (λ) < 0 les coefficients tendent vers 0, et les solutions sont asymptotiquement stables.
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- Si Re (λ) > 0 les modules tend vers +∞, et les solutions sont instables.

- Si Re (λ) = 0 donc |eλ(t−t0)| = 1, les solutions sont instables.

Soit λ1, λ2, . . . , λn les valeurs propres complexes de la matrice A, alors les solutions du

système linéaires Y ′ = AY sont :

- Asymptotiquement stable si et seulement si Re (λi) < 0, pour tout 1 ≤ i ≤ n.

- Stable si et seulement si R (λi) < 0 , ouRe (λi) = 0, est le bloc correspondant est

diagonalisable pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Exemple 2.2. Considérons le système Y ′ = AY avec A ∈ M2 (C) :
1)

A =

(
0 1

−2 −2

)
les valeurs propres de A sont λ1 = −1− i, λ2 = −1 + i. Donc les solutions sont asympto-

tiquement stable.

2)

A =

(
2 1

4 3

)
les valeurs propres de A sont λ1 = −i

√
5, λ2 = i

√
5. Donc les solutions sont stable.

Définition 2.4. L’espace des phases d’un système y′ = f (t, y) est l’ensemble ouvert où

évolue y.

2.1.2 Portrait de phase en dimension 2

Soit le polynôme caractéristique de la matrice A :

PA (x) = det (A− xI) = (x− λ1) (x− λ2)

alors A possède deux valeurs propres λ1 et λ2, ces valeurs propres nous renseignent sur le

type de stabilité du système Y ′ = AY selon leur signe :

1ercas

I)- Si λ1 et λ2 sont réels :

-Si λ1 > λ2 > 0, alors le point d’équilibre est instable et il appelé noeud instable.

Exemple 2.3. Soit le système Y ′ = AY :

A =

(
3 0

0 2

)

Les valeurs propres de A sont λ1 = 3 et λ2 = 2 sont toutes positives et différentes on parle

de noeud instable ou de source
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Figure 2.1 – Noeud instable

- Si λ1 < λ2 < 0 alors le point d’équilibre est stable et il appelé un noeud stable

Figure 2.2 – Noeud stable

Exemple 2.4. Soit le système Y ′ = AY avec :

A =

(
−2 1

1 −2

)

Les valeurs propres de A sont λ1 = −3 et λ2 = −1 sont tout négatives et différentes, on

parle de nœud stable.

-Si λ1 > 0 et λ2 < 0 dans ce cas le point d’équilibre représente un col ou point selle
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Figure 2.3 – Point selle

Exemple 2.5. Soit le système suivant Y ′ = AY avec :

A =

(
1 0

0 −2

)

Les valeurs propres de A sont λ1 = 1 > 0 et λ2 = −2 < 0 ,alors on parle d’un point selle

i) Si A est diagonalisable : ceci a lieu si tous les vecteurs sont des vecteurs propres,

chaque droite qui passe par le point d’équilibre est une trajectoire, on distingue deux cas :

- Si λ1 = λ2 > 0 : le point d’équilibre est un neoud asymptotiquement instable.

Figure 2.4 – Noeud asymptotiquement instable

Exemple 2.6. Soit le système suivant Y ′ = AY :

A =

(
1 0

0 1

)
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Les valeurs propres de A Sont λ1 = 1 = λ2 sont positive et égaux, alors on parle de nœud

asymptotiquement instable.

- Si λ1 = λ2 < 0 : le point d’équilibre est un nœud asymptotiquement stable.

Figure 2.5 – Nœud asymptotiquement stable

Exemple 2.7. Soit le système Y ′ = AY :

A =

(
−1 0

0 −1

)

Les valeurs propres de A sont λ1 = −1 = λ2 sont négative et égaux, alors on parle de

noeud asymptotiquement stable.

ii : Si A n’est pas diagonalisable : il existe un seul vecteur propre et donc une seule

droite qui contient une trajectoire. Le point d’équilibre est dénommé noeud dégénéré.

-Si λ1 = λ2 > 0 le point d’équilibre est un neoud dégénéré instable

Figure 2.6 – Noeud dégénéré instable
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Exemple 2.8. Considérons le système Y ′ = AY avec

A =

(
1 1

0 1

)

On a une valeur propre double λ = 1 > 0 alors on parle d’un nœud dégénéré instable

-Si λ1 = λ2 < 0 le point d’équilibre est un nœud dégénéré stable.

Figure 2.7 – Noeud dégénéré stable

Exemple 2.9. Considérons le système Y ′ = AY :

A =

(
−1 1

0 −1

)

On a une valeur propre double λ = −1 < 0 alors on parle d’un nœud dégénéré stable.

- Dans ce cas des valeurs propres identique , obtient un nœud , soit stable (λ < 0) ,

soit instable si (λ > 0).
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Figure 2.8 – nœud étoilé stable

Exemple 2.10. Soit le système Y ′ = AY :

A =

(
6 5

0 6

)

Les valeurs propres de A sont λ1 = λ2 = 6 > 0 ( double), alors on parle d’un nœud étoilé

instable.

2mecas

II)-Si λ1 et λ2 sont complexes : on pose :λ1 = α + iβ

λ2 = α− iβ

- Si α = 0 : les trajectoires sont des ellipses fermées avec période T = 2π
β

. Le point

d’équilibre est dit un centre.

Figure 2.9 – Centré
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Exemple 2.11. Soit le système Y ′ = AY :

A =

(
0 2

−2 0

)

Les valeurs propres de A sont λ1 = 2i et λ2 = −2i sont complexe et α = 0 , alors on parle

d’un centre

- Si α < 0 : le système est asymptotiquement stable et les trajectoires convergent vers le

point d’équilibre en suivant des spirales. Le point d’équilibre est dit foyer stable.

Figure 2.10 – Foyer stable

Exemple 2.12. Soit le système Y ′ = AY :

A =

(
−1 2

−2 −1

)

Les valeurs propres de A sont λ1 = −1+2i et λ2 = −1−2i sont complexes et α = −1 < 0,

alors on parle d’un foyer stable.

- Si α > 0 : le système est instable et les trajectoires s’éloignent du point d’équilibre

en suivant des spirales. Le point d’équilibre est dit foyer instable.
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Figure 2.11 – Foyer instable

Exemple 2.13. Soit le système Y ′ = AY :

A =

(
2 −2

2 2

)

Les valeurs propres de A sont λ1 = 2 + 2i et λ2 = 2 − 2i sont complexes et α = 2 > 0,

alors on parle d’un foyer instable.

Remarque 2.2. Comme on ne peut pas toujours trouver des expressions faciles à manipuler

de ces valeurs propres, on utilise le déterminent et la trace de la matrice A pour pouvoir

prédire le comportement des systèmes au voisinage des points d’équilibre. On sait que :

det (A) = λ1λ2 et tr (A) = λ1+λ2. L’équation caractéristique peut prendre donc la forme :

PA (x) = (x− λ1) (x− λ2) = x2 − (λ1 + λ2)x+ λ1λ2 = x2 − tr (A)x+ det (A) = 0

Il en suit que : λ1,2 =
tr(A)±(tr(A)2−4 det(A))

1
2

2
.

- Si det (A) < 0 alors on aura deux valeurs propres réelles l’une positive et l’autre

négative ce qui implique que le point d’équilibre est un point selle et donc instable.

Exemple 2.14. Soit le système Y ′ = AY :

A =

(
−2 7

2 3

)

Les valeurs propres de A sont λ1 = −4 et λ2 = 5,det (A) = −20 < 0, alors on parle d’un

point selle et donc instable.

- Si det (A) > 0 mais tr (A) > 0, on distingue deux cas selon le signe du discriminent :

i) Si ∆ =
(
tr (A)2 − 4 det (A)

)
> 0 donc la matrice A admet deux valeurs propres réelles
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positives d’où le point d’équilibre est un nœud instable.

ii) Si ∆ < 0, la matrice A admet deux valeurs propres complexes conjuguées avec une

partie réelle positive (car tr (A) > 0) donc le point d’équilibre est un foyer instable.

Exemple 2.15. Soit le système suivant Y ′ = AY :

A =

(
1 −1

0 2

)

Les valeurs propres de A sont λ1 = 1 et λ2 = 2 , det (A) = 2 > 0 et tr (A) = 3 > 0 et

∆ = 1 > 0 alors on parle un nœud instable.

- Si det (A) > 0, avec tr (A) < 0, on distingue aussi deux cas selon le signe du discri-

minent :

i) Si ∆ ≥ 0, la matrice A admet deux valeurs propres réelles négatives donc le point

d’équilibre est un nœud stable.

ii) Si ∆ < 0, la matrice A admet deux valeurs propres complexes à partie réelle négative

donc le point d’équilibre est un foyer stable.

Exemple 2.16. Soit le système Y ′ = AY :

A =

(
−3 1

−2 0

)

Les valeurs propres de A sont λ1 = −1 et λ2 − 2 ,det (A) = 2 > 0 ,tr (A) = −3 < 0 et

∆ = 1 > 0, alors on parle un nœud stable

- Si det (A) > 0 avec tr (A) = 0, le point d’équilibre est un centre. L’ensemble de ces

cas peut être résumé par le graphique dans le domaine tr (A), det (A) = 0 où le parabole

a pour équation
(
tr (A)2 − 4 det (A)

)
.

2.2 Stabilité des systèmes différentiels non linéaires

Dans cette section, on considère des systèmes d’équations différentielles ordinaires cou-

plées non linéaires :

Ẋ = ϕ(X) , X ∈ S ⊆ R2

où ϕ est une fonction non linéaire continûument différentiable de R2 dans R2 .

Par rapport à ce que nous avons vu pour les systèmes linéaires, il va falloir raisonner

de manière locale au voisinage des points d’équilibres (méthode de linéarisation), et nous

verrons que le portrait de phase global n’est pas toujours une réplique exacte de portrait de

phase local au voisinage des points d’équilibres. Ici Ẋ désigneX ′ (t) c’est à dire Ẋ = X ′ (t).
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2.2.1 Linéarisation au voisinage d’un point d’équilibre

Considérons le système où f et g deux fonctions de classe C2 , définies sur R2 dans Rẋ = f(x, y)

ẏ = g(x, y)
(2.3)

en admettant un point d’équilibre (x∗, y∗) solution de :ẋ = f(x∗, y∗) = 0,

ẏ = g(x∗, y∗) = 0.

On introduit les variables locales u(t) = x(t)− x∗,

v(t) = y(t)− y∗.

On se place dans un voisinage de (x∗, y∗) et on procède un développement en série de

Taylor au premier ordre des fonctions f et g :u̇ = ẋ = f(x∗, y∗) + ∂f
∂x
(x∗, y∗)(x− x∗) + ∂f

∂y
(x∗, y∗)(y − y∗)

v̇ = ẏ = g(x∗, y∗) + ∂g
∂x
(x∗, y∗)(x− x∗) + ∂g

∂y
(x∗, y∗)(y − y∗)

Chacune des fonctions f , g et cette fois approchée par l’équation d’un plan.

Or f(x∗, y∗) = g(x∗, y∗) = 0, d’où :u̇ = a11u+ a12v

v̇ = a21u+ a22v
⇐⇒

(
u̇

v̇

)
= A∗

(
u

v

)

où A∗ = [aij] est la matrice Jacobienne calculée au point d’équilibre avec :

A =

(
∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

)
et A∗ =

(
∂f
∂x
(x∗, y∗) ∂f

∂y
(x∗, y∗)

∂g
∂x
(x∗, y∗) ∂g

∂y
(x∗, y∗)

)

On pose

U =

(
u

v

)
et U̇ =

(
u̇

v̇

)
.

Le système U̇ = A∗U est un système linéaire qui approxime le système de départ

au voisinage du point d’équilibre (x∗, y∗). Ainsi, si un système possède plusieurs points

d’équilibre, il y a aura autant de systèmes linéaires que de points d’équilibre.
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Exemple 2.17. On considère le système suivant :ẋ = x− y

ẏ = cos(x)
⇒

ẋ = x− y = f(x, y)

ẏ = cos(x) = g(x, y)

Les points d’équilibres :f(x∗, y∗) = 0

g(x∗, y∗) = 0
⇐⇒

x∗ − y∗ = 0

cos(x∗) = 0
⇐⇒

x∗ = y∗

x∗ = π
2
+ kπ

Alors : (x∗, y∗) = (π
2
+ kπ, π

2
+ kπ) k ∈ Z.

La matrice jacobienne s’écrit sous la forme suivante :

A∗ =

(
∂f
∂x
(x∗, y∗) ∂f

∂
(x∗, y∗)

∂g
∂x
(x∗, y∗) ∂g

∂y
(x∗, y∗)

)
=

(
1 −1

− sinx 0

)

A∗(
π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ) =

(
1 −1

(−1)k+1 0

)
det(A∗) = (−1)k+1

1re cas : k pair

A∗ =

(
1 −1

−1 0

)
on a det(A∗) = −1 < 0 ⇐⇒ (x∗, y∗) est un point selleu̇ = u− v

v̇ = −u

2me cas : k impair

A∗ =

(
1 −1

1 0

)

⇒


detA∗ = 1 > 0

trA∗ = 1 > 0

∆ = −3 < 0

⇒ (x∗, y∗) est un foyer instable u̇ = u− v

v̇ = u
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2.3 Stabilité au sens de Lyapunov

On a vu dans la partie précédente que la méthode de linéarisation parfois ne suffit

pas, dans cette partie nous introduisons la stabilité d’un système à l’aide d’une fonction

convenablement choisi, appelée fonction de Lyapunov. Cette méthode, dite directe est

un outil pour les systèmes non linéaires et elle a l’avantage d’être applicable dans des

situations non standards.

Définition 2.5. (Fonction de Lyapunov) Soit D un ouvert de R2 contient le point

d’équilibre (x∗, y∗) , V : D −→ R une fonction de classe C1 est dite définie positive si :

1. V (x∗, y∗) = 0,

2. V (x, y) > 0 pour tout (x, y) ∈ D avec (x, y) ̸= (x∗, y∗)

Exemple 2.18. La fonction suivante est définie positive sur R2 :

V (x, y) = x2 + y2

puisque elle est nulle à l’origine et strictement positive ailleurs.

Théorème 2.1. (Lyapunov) Soit (x∗, y∗) un point d’équilibre du système (2.3) soit D un

voisinage de (x∗, y∗) , V : D −→ R une fonction de classe C1 tel que :

V̇ (x, y) =
∂V

∂x
ẋ+

∂V

∂y
ẏ,

alors

1. Si V̇ < 0 , ∀(x, y) ∈ D \ (x∗, y∗) alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable,

2.Si V̇ ≤ 0 , ∀(x, y) ∈ D \ (x∗, y∗) alors le point d’équilibre est stable,

3.Si V̇ > 0 , ∀(x, y) ∈ D \ (x∗, y∗) alors le point d’équilibre est instable.

Exemple 2.19. 1. Soit le système suivant :ẋ = −x3,

ẏ = −y3.

Cherchons les point d’équilibre :ẋ = 0

ẏ = 0
⇐⇒

−x3 = 0

−y3 = 0

D’où l’origine est l’unique point d’équilibre. La matrice Jacobienne est la suivante :

A =

(
−3x2 0

0 −3y2

)
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ce qui donne à l’origine :

A(0,0) =

(
0 0

0 0

)
Alors, le point (0, 0) est un point non hyperbolique et la linéarisation n’apporte donc aucune

information sur la stabilité de l’origine, considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V (x, y) =
1

2
(x2 + y2)

qui est définie positive. Calculons la dérivée de la fonction V :

V̇ (x, y) =
∂V

∂x
ẋ+

∂V

∂y
ẏ = −(x4 + y4)

qui est une fonction définie négative. De plus V̇ < 0, on peut donc conclure que l’origine

est asymptotiquement stable. Cela veut dire que quelle que soit la condition initiale prise

dans le plan, la trajectoire tend vers l’origine lorsque t→ +∞.

2. Soit le système suivant :ẋ = x− xy2

ẏ = y − x2y
⇒

ẋ = x− xy2 = f(x, y)

ẏ = y − x2y = g(x, y)

Les points d’équilibre :f(x∗, y∗) = 0

g(x∗, y∗) = 0
⇐⇒

x∗ − x∗y∗2 = 0

y∗ − x∗2y∗ = 0

x∗(1− y∗2) = 0

y∗(1− x∗2) = 0

x∗ = 0 où 1− y∗2 = 0

y∗(1− x∗2) = 0

si x∗ = 0 ⇒ y∗ = 0 d’après (y∗(1− x∗2) = 0)

si 1− y∗2 = 0 ⇒ y∗ = ±1

y∗ = 1 ⇒ 1− x∗2 = 0 ⇒ x∗ = ±1

y∗ = −1 ⇒ −1 + x∗2 = 0 x∗ = ±1

Alors : les points d’équilibre sont

(0, 0); (1, 1); (−1, 1); (1,−1); (−1,−1).

La linéarisation :

J(x, y) =

(
∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

)
=

(
1− y2 −2xy

−2xy 1− x2

)

J(0, 0) =

(
1 0

0 1

)
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⇒


det(J(0, 0)) = 1 > 0

tr(J(0, 0)) = 2 > 0

∆ = 0

donc : (0, 0) est un origine nœud dégénéré instable .

J(−1,−1) = J(1, 1) =

(
0 −2

−2 0

)

⇒


det(J(−1,−1)) = det(J(1, 1)) = −4

tr(J(−1,−1)) = tr(J(1, 1)) = 0

∆ = 16 > 0,

donc : (−1,−1), (1, 1) sont des points selles.

J(1,−1) = J(−1, 1) =

(
0 2

2 0

)

⇒


det(J(1,−1)) = det(J(−1, 1)) = −4 < 0

tr(J(1,−1)) = tr(J(−1, 1)) = 0

∆ = 16 > 0,

donc : (1,−1), (−1, 1) sont des points selles.

3. Utiliser la fonction de Lyapunov définie sur R2 par V (x, y) = x2 + y2 pour étudier la

stabilité du système

ẋ = y − x(x2 + y2),

ẏ = −x− y(x2 + y2).

⇐⇒ Etudions la fonction V :

(a) On a V (0, 0) = 02 + 02 = 0 et V (x, y) = x2 + y2 > 0 pour tout (x, y) ̸= (0, 0) .

(b) Pour toute solution (x, y) ̸= (0, 0) , on a

V ′(x, y) =
∂V

∂x
ẋ+

∂V

∂y
ẏ

= 2x[y − x(x2 + y2)] + 2y[−x− y(x2 + y2)]

= −2(x2 + y2)2 < 0.

Alors : le système est asymptotiquement stable.



Chapitre 3

Résultats d’existence et de stabilité

3.1 Résultats d’existence pour une équation différentielle

Dans cette section, nous établissons le résultat d’existence suivant du problème (1.16)

en utilisant le théorème 1.15.

Théorème 3.1. Soient I un intervalle ouvert de R, Ω un ouvert de Rn et f : I × Ω → Rn

une application continue, alors si t0 ∈ I et x0 ∈ Ω sont donnés, le problème (1.16) admet

au moins une solution x de classe C1 définie sur un certain intervalle dans I de la forme

[t0 − h, t0 + h] avec h > 0.

Démonstration. :

Cylindre de sécurité :

Comme I et Ω sont des ouverts, il existe un cylindre

S0 = [t0 − h0, t0 + h0]×B (x0, r0)

de longueur 2h0 et de rayon r0 assez petit, tel que S0 ⊂ I × Ω. L’ensemble est fermé

borné dans Rn+1, donc S0 est compact. Alors, f est bornée sur S0 par une constante M ,

c’est-à-dire

M = max
(t,x)∈S0

∥f (t, x)∥ .

Soit h ≤ h0 et x une solution du problème (1.16) définie au moins sur I0 ⊂ [t0 − h, t0 + h].

Considérons un cylindre

S = [t0 − h, t0 + h]×B (x0, r0) ⊂ S0,

au temps τ ∈ [t0 − h, t0 + h], alors par continuité,

r0 = ∥x (τ)− x0∥ =

∥∥∥∥∫ τ

t0

x′ (s) ds

∥∥∥∥ ≤ hM.
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Donc, si h ≤ min
(
h0,

r0
M

)
alors toute solution définie sur I0 ⊂ [t0 − h, t0 + h] reste dans la

boule B (x0, r0). On nommera cylindre de sécurite l’ensemble

[t0 − h, t0 + h]×B (x0, r0) .

Application du théorème 1.15 :

On note : E = C ([t0 − h, t0 + h]× Rn) et S = C
(
[t0 − h, t0 + h]×B (x0, r0)

)
.

Alors, E est un R−espace vectoriel normé et S est un convexe fermé non vide, pour x ∈ S,

on définie l’application T sur [t0 − h, t0 + h] comme suit :

Tx (t) = x0 +

∫ t

t0

f (s, x (s)) ds,

par convergence dominée T est continue puis comme Mh ≤ r0, on a

∥Tx (t)− x0∥ ≤
∫ t

t0

∥f (s, x (s))∥ ds ≤M |t− t0| ≤Mh ≤ r0.

Ainsi Tx (t) ∈ B (x0, r0) pour tout t, donc T (S) ⊂ S, et T (S) est uniformément borné

dans E.

D’une autre coté, soit x ∈ S, t1, t2 ∈ [t0 − h, t0 + h], alors

∥Tx (t1)− Tx (t2)∥ =

∥∥∥∥∫ t2

t1

f (s, x (s)) ds

∥∥∥∥
≤M |t1 − t2| .

Il est clair que, le membre droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro indépendamment de

x lorsque t1 − t2 −→ 0. Donc, T (S) est équicontinue.

Par le théorème d’Arzelà-Ascoli, T (S) est relativement compact dans E.

Ainsi, T : S −→ S. est compact.

D’après le théorème 1.15, l’application T possède un point fixe.

D’où, le problème (1.16) admet au moins une solution.

3.2 Équation du pendule

L’équation différentielle régissant le mouvement est

θ′′ = − sin (θ)− F (θ′) , (3.1)

où :

— θ est l’angle du pendule,
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— F ∈ C (R,R) ∩ L∞ (R) est une fonction de frottement vérifiant F (0) = 0 et

F ′ (0) > 0.

1) On réécrit l’équation différentielle (3.1) en un système d’ordre 1 :

X =

(
θ

θ′

)
, X ′ = f (X) =

(
θ′

− sin (θ)− F (θ′) .

)

Puisque f ∈ C1 (R2,R2), d’après le théorème de Cauchy il existe une unique solution

maximale pour toute condition initiale X (t0) = X0.

2) Points d’équilibre : Les points d’équilibre vérifient X ′ = 0,{
θ′ = 0

− sin (θ)− F (0) = 0
⇒

{
θ′ = 0

sin (θ) = 0
⇒

{
θ′ = 0

θ = kπ, (k ∈ Z)

Les points d’équilibre sont (kπ, 0) avec k ∈ Z.
3. Stabilité des points d’équilibre :

La matrice jacobienne de f en (kπ, 0) :

Jac (f) (kπ, 0) =

(
0 1

(−1)k+1 −F ′ (0)

)
.

i) Si k est pair :

Jac (f) (kπ, 0) =

(
0 1

−1 −F ′ (0)

)
= A.

On a det(A) = 1 > 0, trc(A) = −F ′(0) < 0 et ∆ = (F ′(0))2 − 4

donc on distingue deux cas selon le signe du discriminent .

1) Si ∆ ≥ 0, la matrice A admet deux valeurs propres réelles négatives donc le point

d’équilibre est un nœud stable.

2) Si ∆ < 0, la matrice A admet deux valeurs propres complexes à partie réelle négative

donc le point d’équilibre est un foyer stable.

ii) Si k est impair :

Jac (f) (kπ, 0) =

(
0 1

1 −F ′ (0)

)
.

Comme det (A) = −1, les valeurs propres sont nécessairement réelles, non nulles, de signe

opposé. L’une des deux est strictement positive. Par la remarque, (kπ, 0) est donc un point

d’équilibre instable.
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