Gpmaad) 23kl jiagal) & i Jad &y ) ggean
) Gl g Mad) aulail) 3403 9

République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université Ahmed Zabana de Relizane
Faculté des Sciences et de la Technologie
Département de Mathématiques

Sy

Oliglé - Ailyj 2pai Aisgla

MEMOIRE
En vue de I'obtention du diplome de MASTER en :

Géomeétrie différentielle

Intitulé

Résultats d'existence des solutions d'un systeme des équations

différentielles impulsives du second ordre

Présenté par:

Mlle : Bendjilali Kheira Hadjer

Devant les membres de jury :

Président : Mr Guendouz Chiekh Maitre de conférence (B) A(U. Relizane)
Encadreur : Mlle Kadari Halima Maitre de conférence (B) A (U. Relizane)
Examinateur : Mr Beddani Abdallah Maitre de conférence (A) A (U. Relizane)

Année universitaire : 2024 /2025




Dédicace

Je dédie ce travail :

N

. A A o . 7 . . /
A mol-meme, une ame aml)meuse qul n a jamails cesse de
A )
rever et c] avancer.

A ma mére, puis ma mere, puis encore ma mere.
Ma chére maman, [a p]us précieuse a mes yeux.
Ce succés est le fruit de ton amour, de ta [atigue et de
tes prieres.

A \ . /
A mon pere, merci pour ta presence et ta sagesse.

N

A mes fréres et leurs enfants : vous étes la joie de mon
coeur et de ma vie.

A Tépouse de mon fré - ,
epouse de mon Irere, mercl pour ta presence et ton
soutien constant.

A . A 1[’ ] . . ey . \
mon amie Antel, mercl pour ton amitie sincere.
\ .
Et a tous mes amis.

1 . . . \ A
A 1nos martyrs pa]estmlens . palx a voOsS alnes.

Merei!



Remerciements

Je remercie Allah, qui m’a donné Ia force, la volonté et le moral pour terminer mes
études de master en mathématiques. Je Lui demande de me guider toujours vers le
1en.

Un grand merci a mon encadrante, Mlle Kadari Halima, pour son aide précieuse,
sa présence bienveillante et sa grande gentillesse.

Je tiens également & remercier Monsieur Guendouz Cheikh, Maitre de conférences
2 . . . ) . . ) . .
classe B a 'Université de Relizane, pour m avoir fait ['honneur de présider le jury
de soutenance.

Mes remerciements les plus respectueux vont aussi a Monsieur Beddani Abdallah,
? . . . . 2 . )
Maitre de conférences classe A a | Université de Re]wane, quima fait honneur de
. . 2 7 .
prendre connaissance de ce travail et d'en étre | examinateur.

. . . . \
Je remercie mes parents pour leur amour et leur soutien, ainsi que mes fréres pour
/ \ A,/
leur presence a mes cotes.

Je remercie éga]ement ['ensemble des enseignants du c]épartement de
mathématiques.



Table des matiéres

Introduction

1 Préliminaires

1.1 Quelques notations et définitions. . . . . . . . ... ... .. .. ...
1.2 Espace métrique vectoriel . . . . .. ..o
1.2.1 Espace métrique généralisé . . . . . . . . ... ...
1.2.2  Espace de Banach généralisé . . . . . . . ... ... ... ...
1.2.3  Propriétés et éléments topologiques . . . . . . . .. ... ...
1.2.4  Matrice convergente . . . . . . . . ...
1.2.5 Quelques théoréeme du point fixe . . . .. ... ... ... ..

2 Systeme des équations différentielles impulsives avec deux conditions

aux limites
2.1 Introduction . .

2.2 Résultat d’existence et d’unicité . . . . . . . .. ... ... ..

2.2.1 Exemple

2.3 Résultat d’existence . . . . . . . ..

2.3.1 Exemple

3 Systemes des équations différentielles impulsives du second ordre sur

un domain non borné

3.1 Introduction . .

3.2 Résultat d’existence . . . . . . . . ..
3.2.1 Résultat principal . . . .. ..o

3.2.2  Exemple

Bibliographie

13
13
14
22
23
29

31
31
32
36
45

48



Introduction

La théorie des équations différentielles impulsives est devenue importante dans
certains modeles mathématiques des processus réels et des phénomenes étudiés dans
les domaines de la physique, de la technologie chimique, de la dynamique des po-
pulations, de la biotechnologie et de I’économie. L’étude des équations différentielles
impulsives a débuté dans les années 1960 avec les travaux de Milman et Myshkis.
Apres une période de recherche active, principalement en Europe de I’Est de 1960 a
1970, cette étude a culminé avec le monographe de Halanay et Wexler.

Plusieurs écoles mathématiques ont été créées, pour suivant la recherche scienti-
fique sur la théorie fondamentale et qualitative des équations différen-tielles impulsives
et leurs applications au début des années 1980. Par exemple, on peut consulter les
livres et articles suivants : [3,12,13,16,28,36] ainsi que les papiers [8,11,19,20,29,33,
38,40,41].

Récemment, les systemes d’équations différentielles ordinaires ont été largement
étudiés. Par exemple, dans [5,21-24], les auteurs ont étudié l'existence de solutions
pour un systeme d’équations différentielles en utilisant des versions vectorielles des
théorémes des points fixes. Bolojan et Precup [5] ont étudié des systemes différentielles
implicites du premier ordre avec des conditions non locales en utilisant une version
vectorielle du théoreme de Krasnosel’skii, des normes vectorielles et des matrices ayant
un rayon spectral inférieur a un.

Perov [25] a considéré le probléeme de Cauchy pour un systéme d’équations diffé-
rentielles ordinaires en utilisant les principes des points fixes de Perov, Schauder et
Leray-Schauder combinés avec une technique basée sur des matrices a valeurs vecto-
rielles qui convergent vers zéro.

Les systéemes de problemes aux limites impulsifs ordinaires ont été étudiés par
plusieurs auteurs, tels que Berrezoug, Henderson et Ouahab [4], Bolojan et Precup [5],
E.K. Lee et Y. H. Lee [17], Liu, Hu et Wu [18], Radhakrishnan et Balachandran [27],
Sun, Chen, Nieto et M. Otero-Novoa [30], Greaf, Kadari, Ouahab and Oumenseur
[1,14,15].
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Dans ce meémoire, nous nous intéressons aux problemes aux limites et aux systemes
d’équations différentielles impulsives, et nous dérivons certains résultats d’existence,
entre autres. Nos résultats sont basés sur une version vectorielle des théoremes des
points fixes. Nous avons organisé cette theése comme suit :

Dans le Chapter 1, nous présentons les résultats d’existence et dunicité pour le
systeme d’équations différentielles impulsives d’ordre deux avec deux conditions aux
limites :

—uy(t) = filt,ua(t), us(t)), teJ, (1)
—uy(t) = fo(t,ua(t), uz(t)), te€J, (2)
=AU e, = Lipur(ty), k=1,2,--,m, (3)
—Au |i=,= Logua(ty), k=1,2,--,m, (4)
au (0) — Buy(0) = 0, aus(0) — Buy(0) =0, (5)
Yui (1) + 0ui(1) = 0, yuz(1) + dus(1) =0, (6)

Oua,f,v,0 >0,p=py+ay+ad >0,J=[0,1],0<t; <ty < - - <t, <1,J =
J\At1,te, -t} i€ C(JxRxRR), L, € C(RR), i =1,2, k€ {1,2,--- ,m},
AU oy = u(6) — ui(ty) et Auy i, = ua(tf) — ua(ty ) sont utilisées, o ) (¢),
uh(th), w(ty), et uh(t;,)) désignent les limites & droite et a gauche de u/ () et uy(t) at
t = ty, respectivement. On définit Jo = [0,¢1], Jx = (tg, tes1], k=1, ,m, tyq = 1,
et on laisse y étre la restriction de la fonction y a 'intervalle Jj.

Ces deux approches, le théoreme du point fixe de Perov et ’alternative non linéaire
de type Leray-Schauder, utilisent des matrices convergentes.

Chapter 2 traite de l'existence de solutions pour un systeme d’équations diffé-
rentielles impulsives du second ordre avec des conditions aux limites intégrales sur un
domaine non borné.

~J

) = [t u(t),v(t), ted tF# 1,

) =gt u(t),v(t), teJ t#t,

Au(ty) = Jl,k(u(tk))> _Aul(tk) =1 k( (tk), k=1,2,---,

Av(ty) = Jop(v(tr)), —AV'(Lr) = Lp(v'(tk)), k=1,2,---, (
) =

| mts)u(s)ds, (o) =, (11
0(0) = / ha(s)o(s)ds, '(c0) =0, (12)

0

)
)
9)
)
)

Soit J = [0,+oo),f,g S C(JXRXR,R),&VGCO < <t <o <l <oy T —
+00. Les fonctions [;, J;x € C(R,R) pour i = 1,2, et h; € C(RT,RT) telles que
JoZ hi(s)ds # 1, pouri = 1,2. On définit u'(c0) = tllglo u(t), v'(oc0) = tliglo v(t),
et les sauts aux points t; par Au(ty) = u(t}) —u(ty), Av(ty) = v(t{) —v(ty), ot
u(t}) et v(t}) (respectivement u(t; ) et v(t;)) désignent les limites & droite (respec-
tivement a gauche) de u(t) et v(t) en t = t;. De méme pour les dérivées Au'(t;) =
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o () = (ty),  AV(t) =0 (t) =V (t), ot W/ (t)) et v/ (¢)) (respectivement u/(t;,)
et v/(t;)) sont les limites & droite (respectivement a gauche) de «'(t) et v'(t) en t = t.
Les problémes aux limites avec des conditions aux limites intégrales sur un domaine
non borné pour différentes classes de systemes d’équations différentielles sont intensi-
vement étudiés dans la littérature a 'aide de diverses méthodes (voir [9,10,34,39]).




Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notations, définitions, lemmes et théoremes
du point fixe qui seront utilisés tout au long de ce mémoire.

1.1 Quelques notations et définitions.

Soit C'(J,R) I'espace de Banach des fonctions continues de J dans R muni de la
norme

Y]l = sup {|y(t)] : 0 <t < T},

Soit L'(J,R) I'espace de Banach des fonctions y : J — R qui sont intégrables au sens
de Lebesgue, avec la norme

b
Iyl = [yl

AC(J,R) désigne l'espace des fonctions y : J — R, absolument continues, et
AC*(J,R) T'espace des fonctions différentiables
y:J — R, dont la dérivée premiere, y' est absolument continue.

Définition 1.1.1. On dit que f; : [0,1] x R" x R? — R", i = 1,2, est une fonction
L'-Carathéodory si elle satisfait les conditions suivantes :

1. fi(-,x,y) sont mesurable pour tout (x,y) € R™ x RP,

2. fi(t,-,-) sont continues pour presque par tout t € [0,1],

3. Pour tout vy, ro > 0, il existe une fonction ®,, ., € L([0,+00)) tel que

|f(t,z,y)| < (I)n,m(t)a

pour tout x € R™ tel que |x| < 1, y € RP avec |y| < 1o, et presque par tout
t €10,1].
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1.2 Espace métrique vectoriel

Les espaces métriques sont tres importants en mathématiques et dans les sciences
appliquées. Dans [2, 7], certains résultats de la théorie des espaces métriques sont
généralisés a la théorie des espaces métriques vectoriels, et certains théorémes de
point fixe dans les espaces métriques vectoriels sont donnés.

1.2.1 Espace métrique généralisé

Dans cette partie, nous considérons la notation et la définition de l’espace
métrique généralisé au sens de Perov.

Définition 1.2.1. Soit X un ensemble non vide. Une distance généralisée sur X est
une application d : X x X — R™ vérifiant les propriétés suivantes :

(1) d(u,v) >0 pour tous u, v € X, et si d(u,v) =0, alorsu=v;

(17) d(u,v) = d(v,u) pour tous u, v € X ;

(13i) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) pour tous u, v, w € X.

Iei, si z, y € R", x = (x1,29,"+ ,x,), ¥y = (Y1,Y2, - ,Yn), Par z < y nous
entendons x; < y; pourt =1,2,--- ,n.
On note que (X, d) un espace métrique généralisé avec
dl (ma y)
d(z,y) = :
dn(z,y)

On remarque que d est une métrique généralisée sur X si et seulement si d;, i =
1,2,--- ,n, sont des métriques X.

soit (X,d) un espace métrique généralisé au sens de Perov. Ainsi, si z, r € R,
x = (21, - ,xy)et 7 := (r1,--- ,7), alors par < r nous entendons x; < r;, pour
chaque i € {i,--- ,n} et par z < r nous entendons z; < r;, pour chaque i € {i,--- ,n}.
De plus,, |z| := (|x1|, -+, |xa]). Si, 2,y € R, x = (21, ,Z0), ¥y = (Y1, , Yn), alors
max(z,y) = max(max(z1,y1), - ,max(x,, y,)). If ¢ € R, alors < ¢ nous entendons
xr; < c pour chaque it =1,--- ,n.

Définition 1.2.2. Un ensemble X muni d’un ordre partiel < est appelé une relation
d’ordre partiel. Dans un (X, <) la notation v < y signifiex < y et x # y. Un intervalle
d’ordre [z,y] est l'ensemble {z € X : z <z <y}.

On remarque que si x £y, alors [x,y] = 0.

Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Nous définissons les espaces métriques
suivants :
n n _
Soit X = H X;, 1=1,--- ,n. Considérons H X,; muni de d définie par :
i=1 i=1

n

d((z1, s n), (Y1, Yn)) = Zdz(fcuyz)

i=1
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n
L’espace diagonal de H X; est défini par :
i=1

n
X: {(,’L’l7~.- 7xn> € HXlxz EX, 7::17... 7n}'
i=1
C’est donc un espace métrique avec la distance suivante :

n

d*((ZL‘, T 733)7 (y’ T 7y>> - Zdz(x,y)

i=1
Intuitivement, Xet X sont équivalents. Cela est montré dans le résultat suivant.

Lemme 1.2.1. Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Alors, il existe un homéo-

morphisme h : X — X.

1.2.2 Espace de Banach généralisé

Définition 1.2.3. Soit E un espace vectoriel métrique sur IK = R ouC. Une ap-
plication ||.| + E — R’} est appelée une norme sur E si elle satisfait les propriétés
sutvantes :

(2) ||z]| =0 alors z = (0,---,0);

(13) [[Az]| = |\|||z]| pour z € E, A € IK;

(@1) [l +yll < [lzll + [lyll pour chaque z, y € E.

Remarque 1.2.1. Le couple (E,||.||) est appelé un espace normé généralisé. Si la
métrique généralisée générée par ||.|| (c’est-a-dire d(xz,y) = ||x — y||) est compléte,
alors Uespace (E, ||.||) est appelé un espace de Banach généralisé.

[l =yl
[z —yll =
[ =yl
Définition 1.2.4. Soit E un ensemble non vide et soit ||.|| : E — R une norme

sur E. Alors, le couple (E,||.||) est appelé un espace normé généralisé. Si, de plus,
(E, ||| ha la propriété que toute suite de Cauchy provenant de X est convergente en
norme, alors on dit que (E,||.||) est un espace de Banach généralisé.

Soit C(J,R) x C(J,R) muni de la norme vectorielle ||-|| définie par ||v||oo = (|11 ]]0o,
|uz|loo) POur v = (ug,ug). Il est clair que (C(J,R) x C(J,R), | - ||c) €st un espace de
Banach généralisé.
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1.2.3 Propriétés et éléments topologiques

Dans le cas des espaces métriques généralisés au sens de Perov, les notations
de suite convergente, suite de Cauchy, complétude, ensemble ouvert et fermé sont
similaires a celles des espaces métriques usuels. De plus, ce qui suit présente certains
¢éléments de topologie (voir, par exemple, P. P. Zabrejko [35], E. Zeidler [37]).

Définition 1.2.5. [7] Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Un sous-ensemble.A C
X est dit ouvert si, pour tout v € A, il existe r € R"y avec r > 0 tel que B(zy,x) C A,
ot B(xg,r) = {x € X : d(xg,x) < r} désigne la boule ouverte centrée en xy de rayonr,
toute boule ouverte est un ensemble ouvert et la collection de toutes les boules ouvertes
génere la topologie métrique généralisée sur X.

Soit S
B(zo,r) ={r € X : d(zo,z) <7}

la boule fermée centrée en xyde rayon r

Définition 1.2.6. Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Une suite b, dans X
est dite une suite de Cauchy si, pour chaque € > 0, il existe N € N tel que pour tous
n,m >N, on a d(x,,z,) <e.

Définition 1.2.7. Un espace métrique généralisé (X, d) est dit complet si chaque suite
de Cauchy dans X converge vers une limite dans X.

Définition 1.2.8. Soit (X,d) un espace métrique généralisé. On dit qu’un sous-
ensemble Y C X est fermé si, pour toute suite x, C Y telle que x, — x, on a
reyY.

Définition 1.2.9. Soit (X,d) un espace métrique généralisé. Un sous-ensemble C
de X est dit compact si toute couverture ouverte de C' admet un sous-ensemble fini
couvrant.

Un sous-ensemble C' de X est dit séquentiellement compact si toute suite dans C
contient une sous-suite convergente dont la limite appartient a C'.

Définition 1.2.10. Un ensemble C' d’un espace topologique est dit relativement com-
pact si s’adhérence est compacte, c’est-a-dire si C est compacte. L’ensemble Cest
séquentiellement relativement compact si toute suite dans C' contient une sous-suite
convergente (la limite n’ayant pas besoin d’appartenir a C'), c’est-a-dire si Cest sé-
quentiellement compact.

1.2.4 Matrice convergente

Dans cette section, on s’interese a 1’étude de quelques propriétées d’une matrice
convergente.

Définition 1.2.11. Une matrice carrée de nombres réels est dite convergente vers
zéro si et seulement si son rayon spectral p(M) est strictement inférieur d 1

10
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En d’autres termes, toutes les valeurs propres de M se trouvent dans le disque
unité ouvert, c’est-a-dire |A\| < 1 pour chaque A € C tel que det(M — AI) = 0, ou [
désigne la matrice identité dans M, (R).

Théoréme 1.2.2. [31] Soit M € M,x,(R); les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(a) M est convergente vers zéro ;

(b) M* — 0 lorsque k — oo ;

(¢) La matrice (I — M) est non singuliére et

(I—M)y ' =T+M+M+ -+ M 4.
(d) La matrice (I—M) est non singuli¢re et (I—M)™" a des éléments non négatifs.

Quelques exemples des matrices convergentes vers zéro, A € M, ., qui satisfont
également la propriété (I — A)~'|I — A| < I sont :
a 0 .
1. A= 0 p o0 a,b € Ry and max(a,b) <1

2. A:<g _bc>,ot1a,b,cER+anda+b<1, c<1

3. A:<a _a>,0ﬁa,b,c€R+ et la—bl<l,a>1,b>0.

b —b
a —b
(%)

ot a,b,c,d >0 et det Q > 0. alors Q! est préservant l’ordre.

Lemme 1.2.3. [32] Soit

Lemme 1.2.4. [6] Si A € M,«,(Ry) une matrice telle que p(A) < 1, alors p(A +
B) < 1 pour chaque matrice B € M, x,(Ry) dont les éléments sont suffisamment
petits.

1.2.5 Quelques théoreme du point fixe

La théorie des points fixes joue un réle majeur dans de nombreux principes
d’existence, c’est pourquoi nous énoncerons les théoremes des points fixes dans les
espaces de Banach généralisés. Le but de cette section est de présenter la version de
lalternative non linéaire de type Leary-Schauder dans les espaces de Banach généra-
lisés.

Définition 1.2.12. Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Un opérateur T : X —
X est dit contractant associé a la métrique d sur X, s’il existe une matrice convergente
vers zéro M telle que

d(T(x),T(y)) < Md(z,y) pour tous x,y € X.

11
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Théoréme 1.2.5. ( [25], [26]) (Théoreme du point fixe de Perov) Supposons que
(X, d) soit un espace métrique généralisé complet et que T : X — X soit un opérateur
contractant avec une matrice de Lipschitz M. Alors T posséde un unique point fize u,
et pour chaque uy € X,

d(T*(ug), u) < M™(I — M) d(ug, T'(ug)) otk € N.

Théoréme 1.2.6. [25] (Schauder).

Soit X un espace de Banach, D C X un ensemble convexe fermé borné non vide et
T : D — D un opérateur complétement continu (c’est-a-dire que T est continu et que
T(D) est relativement compact). Alors T posséde au moins un point fize.

Comme conséquence du théoreme de point fixe de Schauder, nous présentons la
version de 'alternative non linéaire du théoreme de point fixe de type Leary-Schauder
dans un espace de Banach généralisé.

Théoréme 1.2.7. [13] Soit C C E un sous-ensemble conveze fermé et U C C un
voisinage ouvert borné de zéro (par rapport d la topologie de C). Si G : U — E est
une application compacte continue, alors

i) soit G a un point five dans U, soit

ii) il existe x € OU tel que x = AG(z) pour un certain A € (0, 1).

Théoréme 1.2.8. [13] (Théoréme du point fixe de krasnoselskii.) Soit X un espace
de Banach généralisé. Supposons que T et B soient deux opérateurs X — X tels que :
(A1) T soit un opérateur complétement continu.
(Az) B soit un opérateur continu et M -contraction.
(A3) la matrice I — M posséde la propriété absolue.
Si
M—{x€X| )\T(x)—i-)\B(i) —3:}

est borné pour tout 0 < XA < 1. Alors l’équation
r=T(z)+ B(z), z€X,

admet au moins une solution.

12



Chapitre 2

Systeme des équations
différentielles impulsives avec deux
conditions aux limites

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous établissons deux résultats concernant ’existence et 1'uni-
cité des solutions pour un systeme d’équations différentielles impulsives d’ordre deux,
muni de deux conditions aux limites.

—ui(t) = filt,ui(t), uz(t)), te, (2.1)
—uy(t) = fo(t, ur(t), uz(t)), te€J, (2.2)

— AU =g, = Ligui(te), k=1,2,...,m, (2.3)
—Auy |y, = Logua(ty), k=1,2,...,m, (2.4)
au(0) — fuy(0) = 0, auy(0) — Buy(0) =0, (2.5)
yui(1) + ouy(1) =0, yua(1) + duy(1) = 0, (2.6)

ona, B,7,0>0,p=py+ay+ad>0,J=[0,1],0<t; <ty < - <t, <1, J =
J\At1,ta, .. tn}, i € C(JXxRXRR), I;, € CR,R), i =1,2, k€ {1,2,--- ,m},
AU = () = wn(ty), et At o= wlt]) — ua(ty) ot w(t]), wh(ti), ui (1)
et ub(t; ) représentent les limites a droit et a gauche de u/(t) et uy(t) en t = ty,
respectivement. On pose Jy = [0,1], Jr = (t,ter1], K =1,...,m, t,r1 = 1, et soit
yi la restriction de la fonction y to Jg.

Dans ce chapitre on considere 'espace des solutions du systeme (2.1)-(2.6)

PC*(J,R) = {y € C([0,1],R) : yx € C*(J,R), k=0,...,m, tels que
Y (ty) et ¥ (tf) existe avec ¢/ (tx) =y/(t;) pour k=1,...,n}. (2.7)
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Soient PC?(J,R) x PC?(J,R) muni de la norme vectorielle || - | définie par ||v| =

(lutllpcz, ||uzllpc2) pour v = (ur, ug), ot & € PC?*(J,R), on a ||z| pcz = su}lj lz(t)| +
te

sup |2/(t)]. Il est clair que (PC?(J,R) x PC?*(J,R),| - ||pc2) est un espace de Banach

teJ
généralisé. Nous aurons aussi besoin

PCA(J,R) = {y € C([0,1],R) : y;, € AC*(Ji,R),

k=0,...,m, tels que
Y (ty) and y/(t)) existe avec /' (ty) = y'(t;) pour k=1,....,n} (2.8)

muni de la norme vectorielle || - || definie par ||v|| = (||u1||pca, ||ue2||lpca) pour v =
(u1,us), ou pour x € PCA(J,R), on pose ||z||pca = sup |z(t)].
teJ

2.2 Résultat d’existence et d’unicité

La démonstration du résultat d’existence et d’unicité des solutions de systeme
(2.1)-(2.6) est basée essentiellement sur le théoreme du point fixe de Perov.

Lemme 2.2.1. Le vecteur (uy,uz) € PC*(J,R) x PC*(J,R) est une solution du
systéme différentiel (2.1)-(2.6) si et seulement si

uy(t) = /01 G(t,s)f1(s,u1(s), us(s))ds + i G(t, ti) 1 k(i (th)),
k=1 (2.9)

us(t) = /01 G(t, s) fa(s,u1(s), ua(s))ds + i G(t, tg) Lo (uz(tr)),

k=1
ol

G(t’s):1{(7+6—7t)(6+045),0§s§t§1, 210

plB+at)(y+6—7s),0<s<t<1.
Démonstration. Supposons que le vecteur (uy,us) € PCH([0,T],R) x PC'([0,T],R)
est une solution du systeme différentiel (2.1) — (2.6).
Sit e |0,t] alors
—U;,(t) = fz(taul(t)7u2<t>>7 pour L= 17 27

ce qui implique

t

L) = (0) — / F(s,u1(s), ua(s)) ds  pour i =1,2. (2.11)
0

En intégrant (2.11), on trouve que

wi(t) = u;(0) + u(0)t — /Ot(t —5)fi(s,u1(s),us(s))ds pouri=1,2.
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Sit € [ty, o] alors
t
i(t) = () + [ filsua(s), ua(s)ds
= —Auj () +ul(t)) / fi(s,ui(s), ua(s))ds

= u;(0) — Lix(ui(ty)) — ; fz'(Saul(S)aW(t))dS — /t: fi(s,ui(s), ua(s))ds.

Dot
() = w(0) — Lus(tr) — [ " (s un(s), ua(s)) ds pour i = 1,2. (2.12)

2

En intégrant (2.12), on trouve que
() :ui(o)+u;(o)t—fi,l(ui(h»(t—tl)—/Otfi(s,ul(s),uz(s))ds pour i = 1,2.
Si t € [ta, t5] alors
W) = ufts) + [ A (), w(s)ds
= AU () /fzsul Jua(s))ds
= wi(0) — Lin(ui(t1)) — Lio(ui(ta)) — /0 fi(s,ui(s), ua()) ds
—/tt Fils,ur(s), us(s))ds.
Par conséquent
U(t) = u(0) — Iy (wi(ty)) — Lio(ui(tz)) /fzsul Jua(s)) ds (2.13)

pour 7 = 1, 2.

En intégrant (2.13), on trouve que

ws(t) = s (0) + (0)t — (Tyowa(ts) + Tous(£2))(E — t) — /0 " b5 ua(s), us(s)) ds

pour ¢ = 1, 2.
Sit € [tg, tgy1] alors

_/Otfz‘(s,m(s),uQ(s))ds— S Lu(te), (2.14)

0<trp<t
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aux limites

pour i =1, 2.

En intégrant (2.14), on trouve que

w;(t) :ui(O)+u;(0)t—/0t(t—s)fl(s,ul(s),m(s))ds— > Lgui(ty)(t—te), (2.15)

O<tp<t
pour i =1, 2.
En posant ¢t = 1 dans (2.14) et (2.15), on trouve que

w(1) = w0) =~ [ Al (), wa()ds

(2.16)
— 2_: Lk (ui(ty)), pouri=1,2.

wl1) = w(0)+(0) — [ (1= ) fils,wm(s),uals))ds -

= > Lip(uilty)) (1 —tg), pouri=1,2. .
Donc
yui(1) +0ui(1) = yui(0) 4 yu;(0) — ’Y/Ol<1 — 8)fi(s,ui(s), ua(s)) ds

— i I pug () (1 — tg) + ou;(0)
5 /01 fi(s, un(s), ua(s)) ds — 63" Lu(ty), pour i = 1,2.

k=1
On déduit alors que
1
yui(1) +0ui(1) = yu;(0) + (v + 6)u;(0) — /0 (v + 0 —s)fi(s,ui(s), uz(s))ds

m

— Z L o (ui(tr)) (y + 6 — ytg), pour ¢ = 1, 2.
k=1

On utilise les deux conditions au}(0) — fu;(0) = 0 et yu;(1) + du;(1) = 0 on déduit

que

au;(0) — fu;(0) = 0,

30 + O+ 8)3(0) = [ +5-99) [ fils.ws).ua(s)) ds (2.13)
+ > Tigua(te) (v + 0 — vtx).

La forme matricielle du systeme (2.18) est :
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GEAIEHER s
v v +46) \uw(0) oy 48 = v8) fils, un(s), ua(s))ds + 3° T (t) (7 + 6 — Vi)

k=1
pour i =1, 2.

En appliquant la méthode de Cramer, on obtient

u;(0) = i [/01(’}’ + 0 —s) fi(s,u1(s), ua(s))ds + i(’y +0— ’Ytk)[i,k(ui(tk))]

et

0 =2 | [ 5 = 29 o) (o) + 32046 = 1))

avec p = ay + ad — B # 0.
En remplagant u;(0) et w}(0) dans (2.15), on obtient

0t =2 | [0+ = 3519, ) + 300+ = ) )

k=1
+ ot [/1(7 + 6 —s) fi(s,u1(s), ua(s))ds + i(V +0 - Vtk)]iﬁk(“i(tk))]
p 0 k=1

— [ =) hts,wl) uals))ds = 30 (6= ) hialua(ts)) powr i =12

O<trp<t

Par conséquent

wlt) = [ (@t + 5+ 3 = 15) s, ), ()

B W [ (=)@ + a8 = 28) (s, ma(9), wa(s))
1 m

oy s a0 =8 2D+ It (i)

1
T ARy T WM T 8 =) k()

17
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Alors

ui(t) = (at + B) (v + 6 — vs) fi(s, ui(s), ui(s))ds

owéw/

+ M/ (at + B)(y + 6 —vs) fi(s, ui(s), ua(s))ds

- e+ ad =B s () us(s)

1
+ ay +ad — 8 Og;t(at + B) (v + 6 — vt) L i (us(tr))

+ m t;(@t + B)(y 46 — yti) Lip(ui(te))

1
T ot as—B o<%2<t(t —tp)(ay + ad —yB) i, k(u(tr))

Apres la simplification

1
ay +ad—p
+ /1 at + B)(y + 6 — vs) fi(s, wi(s), wi(s))ds
+ Z v+ 0 — ) (B + at) Lk (ui(ty)

O<trp<t

+ Y (at+B)(y+6— Wtk)fi,k(ui(tk)] pour ¢=1,2.

te>t

wi(t) = [ [ 8 =08 + as) (s, (5),uale)ds

Donc
w(t) = [ LGt ) Fu(s, un(s), us(s))ds + kfj Gt b)) Tus(u (1),

us(t) = /01 G(t,s)fa(s,ur(s), us(s))ds + Z G(t, ti) Lok (uz(ty)),

k=1

avec (G est une fonction de Green définie par :

G5y = L{ 0TI +as)0<s <t <L,
T Bran( i) 0<s <<

oup=ay+ad—~v8+#0
Inversement, si le vecteur (u,us) est une solution de (2.9), Alors

(2.19)

wlt) = [ Gt 3)fls,wa(s), wa())ds + 3 Gt ) Le(uilte), pour i = 1,2

k=1

18
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ie,
wlt) = [ 26 =06+ a9)fils () wls)ds
[ 2B+t 5 =79 s (5) )
+ t; (7 4 6 — 48) (5 + o) L (i ()
+tk§>jt (B+ at)(y + 6 — ytp) Lip(ug(ty)), pour i = 1,2, t #t,
et
a(t) = =[5+ an) s )@+ 2 [ (45 =55 ms) wals)ds
+2 t;t(ﬁ v at) L (i)
+ 25 (7 4+ 8 — ) L (wi(ty)), pour i = 1,2, t £ .

tp>t

En dérivant deux fois, on obtient

" 1 t 1 /
u; (t) = ; (—”y/o (B + as) fi(s,ui(s), ua(s))ds + oz/t (v + 6 —s) fi(s,ui(s), Ug(S))dS)
1
= ay + ad — 76 (_’7(B + as)fi(t> u1<t)7 u2<t>>d8 - O‘(’y +0 — 73)fi(ta u1<t)7 UQ(t)))

= —fi(s,u1(s),us(s)), pouri=1,2, t#t.

Puisque

w0 = 2 [0 59l (s)un(s)ds + 2 306 = 9t a(us(t),

k=1

w0 = 2 [ flsun(s)ua(s)ds + S 30+ = vt adus(t),

k=1

pour i = 1,2, on trouve que au}(0) — fu;(0) =0 pour i = 1,2.
Puisque,
o [t b &
wi(1) = 5 [ (34 5) (s, ma(s), wa(s))ds + = 325 + i) (i),
k=1

et

(1) = -1 (5+a8)fz(s ur(s), us(s))ds + —L 37 (8 + i) I (wa(t),

p Pote<t
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pour i = 1,2, on obtient que yu;(1) + du(1) = 0 pour i = 1, 2.
Alors

wi(ty) —wi(ty) = [1)(—7(5+Oétk)—a(7+5—7tk)]i,k(ui(tk)) = —Ii(ui(t)), pouri=1,2,

m
Théoréme 2.2.2. On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :
(Hy) Il existe quatre constantes réelles positives Py, Py, P3, et Py telles que
|[i(tur, uz) — fi(t,ur,do)| < Prlur — | + Palug — s,
‘f2<t7 u17u2) - f2(t> 7I17u_2)| < P3‘U1 - U_1| + P4|u2 — Eg’,
pour chaque uy,us, ,uy,us € R et chaquet € J ;
Hy) 1l exist K1 et Koy tels que
(Hs) , , q
|Il7k(u1) — [17]@(1L_1)| S Kl,k]ul — U_l‘, ]{5 = 1,2, M,
et
’127]45(“2) — [27]6(@2)‘ S K27k’u2 — /LL_Q‘, k‘ = 1, 2, S, Mm,
pour tout uq, ug, U, Uz € R.
Si la matrice
w [Pr A mEG P,
M:=G < P, Pyt mk, (2.20)

convergent vers 0, ot G* = sup{|G(t,s)| : (t,s) € J x J}, Ky = mazx{ki;} et
Ky = max{Ksr} pour k =1,2,...,m, alors le problem (2.1) — (2.6) admet une unique
solution.

Démonstration. On considere I'opérateur suivant :
N:C(J,R) x C(J,R) — C(J,R) x C(J,R),

défini par
N(uy,ug) = (Ay(ur, uz), Ao(ur, uz)),
Aq(ug,ug)(t) = /01 G(t,s) f1(s,u1(s),us(s))ds + i G(t,tg) I g (uy(te)),

k=1

et

Ao(uy,ug)(t) = /01 G(t, s) fa(s, u1(s), uz(s))ds + i G(t, ti) Lok (ua(ty)).

k=1

Soit (u1,us), (U1, uz) € C(J,R) x C(J,R), alors
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donc

| Ay (ur, uz)(t) — Ay (g, us)(t))]

< [11GE (s, 01(5), ua() = fls, ), mafs) s

™ i |Gt )|k (ua(tr)) — Lok (a ()]

k=1

e /01 (Pilus(s) — 1 (5)] + Palua(s) — ia(s)[] ds

+ G Ky ua () — aa(te)|
k=1

S G* <P1 + Z Kl,k) ||U1 — 174”00 + G*PQHUQ — /LZQHOO
k=1

<GP+ mEy) |lur — | + Pollug — ta]oo]

1AL (w1, u2) = Ay (3, o) o < G*[(Py+mE ) Juy — W [lo + Pallua — Galc]. (2.21)

De méme

done

| Ag(uy, ug)(t) — Ag(tn, uz)(t)|

< [1160 ), (5),wals)) — fals, w1 (), Bals)lds

S0 1G] Ta () — T (iia (1))

k=1

<G /01 [Pslu(s) — wn(s)] + Palua(s) — ua(s)|] ds

+ G* Z K27k|U2(tk) — ﬂg(tk)|.

k=1

S G*P3Hu1 _ﬂlHoo +G* <P4+ ZK27k> HUQ —Q_LQHOO.

k=1
< G [Psl|lur — t]|oo + (P + mKs) |Jug — Us||oo]

1 A2 (1, uz) = As(iiy, o) o < G [ Psllua — | + (Pa+ mkKo) us — Galc]. (2.22)

Apartire de (2.21) et (2.22), alors

| A1 (ur, uz) — Ar(u, Uz)||o <M |u1 — e
| Az (ur, ug) — Aoy, u2)|lc| — '

|ug — 2 c
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Ou

M::G*<P1+mK1 P2 >

P3 P4—|—77’LK2

Alors par (2.20), N est une contraction, donc par le Théoréme du point fixe de Perov
(Théoreme 1.2.5), N admet un unique point fixe, qui est une unique solution de
systeme (2.1) — (2.6). O

2.2.1 Exemple

Exemple 2.2.1. Considérons le systeme différentiel impulsif du second ordre suivant :

—ug(t)—é.%sin(zul(t)) = hw®w@), e\ {7} @)
" 1 us(t)

(0 = § T s t) == ltun(t) (). teJ\{i}, (2.24)

—Au <‘1i) = Llicos (u1 <4}>) , (2.25)
-~ () = goin (12 (5)). (226)
u1(0) =47 (0) =0, uy(0) =uH(0) = 0. (2.27)

gﬁ(t,ulﬂw) = ; 1 igu% cos(2uy),
giz(t,UhUQ) ; : (1_32%)28111(2“1)7
g{:(t,ul, Uy) = _le 1 igu% sin(2uy),
giz(t’“l’ up) = 411 T ap —?u%)Q cos(2uy).
De plus, comme :
oS5 o) <5
N G EE X e

Alors, d’apres 'inégalité des accroissements finis, on obtient :

- 1 _ 1 B
|fi(t, ur, up) — fi(t, un, to)| < Slur — g | + - |ug — s,
3 3

_ 1 B 1 B
|fo(t, ur, u) — fot, un, to)| < —[uy — w1 + —[ug — uyl.
4 4
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D’apres la condition (H;), on a : P, = %, P, =
De plus :

1

[I11(ur) — I ()] < Z|u1 —uy| pour tout uy,u; € R, ¢t €[0,1],
1

|I1 9(u2) — I 2(ts)| < §]u2 — Uy| pour tout ug, Uy € R, t €0, 1].

Ainsi, la condition (Hj) est également vérifiée.
D’apres (2.19), la fonction de Green du probleme homogene est donnée par :

s, 0<s<t<,
t, 0<t<s<1.

G(t,s) = {

On vérifie facilement que :

G"= sup |G(t,s)=1.

(t,s)eJxJ
D’apres (2.20), on a :
71
w=(% 1)
412

dont les valeurs propres sont A\ ~ 0,872 et \y &~ 0,294. Par conséquent, M est une

matrice convergente.

Toutes les conditions du Théoreme 2.2.2 sont donc satisfaites. Ainsi, le systéme

(2.23)-(2.27) admet une unique solution.

2.3 Résultat d’existence

Dans cette section, nous donnons un résultat d’existence basé sur l'alternative
non linéaire de type Leray-Schauder. Nous avons besoin des conditions suivantes pour

obtenir notre résultat :
(C}) Les deux fonctions f; et f; sont L!-carathéodory.

(Cy) Tl existe des fonctions p, g, b, g, G et h € L*([0, 1], R*) et des constantes oy, o

et ay € [0,1) telles que pour tout ¢ € J et uy,us € R
|fu(t, un, uz)| < p()]u|* + q(t)uz|** + R(t),

et

| fot, ur, ug)| < p(E)|ua|* + G(t)|ua|™ + h(2).
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(C3) Tl existe des constantes cg, by, ¢;, by € RT et Oy, 5 € [0,1) telles que
\Lg(un)| < ecp+belu), k=1,2,...m,u €R,
et
|Log(uz)| < i+ bplug|, k=1,2,....,m,uy €R,

Théoréme 2.3.1. Supposons que les conditions (C1) — (Cs) sont satisfaites, alors le
systéme (2.1) — (2.6) admet au moins une solution.

Démonstration. Soit N 'opérateur défini dans la démonstration du Théoreme 2.2.2.
On considere I’ensemble suivant :

By ={(u1,u2) € C(J,R) x C(J,R) : Jurllos < 4, [zl < ¢} (2.28)
ou ¢ > 0 est une constante positive.
On va démontrer que l'opérateur N satisfait les hypotheses de l’alternative non

linéaire de Leray—Schauder. La démonstration est présentée en plusieurs étapes.
Etape 1 : N est un opérateur continu.

Soit (uy,y,, uz,,) une suite telle que (uy ,, u2,) — (U1, U2) dans C'(J,R) x C(J, R) lorsque
n — oo. Alors

| Ay (U1, u2,0) (8) — Ay (@, o) (2)]
S/O |G(t, 8)[|f1(s, urn(s), ugn(s)) — fi(s, i(s), Ga(s))|ds

S 1G] T (1) — T (81)

< 6" [ 10 w0 (), wza(5)) = fils, 11 (s), ()]s
+ G* i 11 (uan (te)) — Ty gt ()]

Puisque f; est une fonction de L!'-carathéodory et I (pour k = 1,2,...,m) sont
continues, alors par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons :

||A1<U1,n,U27n) — Al(’al,ﬂg)nc — O, n — Q.
De méme,
HAQ(U/LTHUQ’n) — Ag(al,ﬂg)HC — O, n — Q.

Ainsi, N est continu.

Etape 2 : L'opérateur N transforme tout ensemble borné B, en un ensemble borné.
11 suffit de montrer que pour tout ¢ > 0, il existe une constante positive | = (I, [5)
telle que pour tout (uy,us) € C(J,R) x C(J,R), on a :

IV (ur, ug) || < L.
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Pour tout t € J, on a

[ As(ur, u2) ()] < /01 |Gt 8)[[f1(s, ua(s), ua(s))lds + i |Gt ) [, (ua (E)]

k=1

1
< G*/O (p(s)[ur(s)|*" + q(s)|ua(s)|** + h(s)) ds
+G* Y (o + belus (1))
k=1
1 1 1
< Gl /0 p(s)ds + G*Hu2||§§/0 g(s)ds + G*/O h(s)ds
+G* Y (o + beflual|2)
k=1
< G'q"lpll + Gq™lall + GT|All + G Y (Ck + bkqﬁk) :
k=1

Ainsi

4y w)llpe < G (Ipll + laller + 3 bi) + G (bl + 3 ) += s

k=1 k=1
ou
& = max{ay, ag, Bk k=1,2,....,m}.
De méme,
[ Aaun, )l < G (Iflls + Nl + 32 62) + G (Il + 3 i) = b,
k=1 k=1
ou

a =max{as, a4, [ k=1,2,...,m}.

Etape 3 : L'opérateur N transforme tout ensemble borné B, en un ensemble
équicontinu.
Soient 71,79 € J, 11 <712, u € By. on a
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| Ay (ur, ug)(r2) — As(u, ug)(r)|
</|Gm, G(r1, )]s, wn(5), wals))lds

+ Z |G (19, t1) — (G(ry, )| 11k (ua (tr))]

</\Gm, G(r1, 9) [(p(s) Jur ()]
+ (o) |ua(5)| + h(s))]ds

+ kf: |G (72, tr) — G(r1, ty)] (Ck + bk|u1(5)|ﬁk)

< [ G2 5) — Glrv,5)lp(s)ds
g [ 16(2,9) = Gl 9)la(s)ds
+ [[160r2,5) = GO, 5) A(s)ds

+ Z ’G(TQ,tk) — G(T’l,tk)‘ (Ck + bkqﬁ’“> .

De méme
| Az (u, ug)(r2) — Ag(us, ug)(r1)|
<q" [ 1G(ra,s) = Glrv.)lp(s)ds

+Wf@m@ G, 5)la(s)ds
+/ G (ra, 5) — G(r1, 8)|R(s)ds

+Z|G ro,tr) — G(r1, )| (%er* ’Bk)

k=1

Les intégrales ci-dessus tendent vers zéro lorsque ro — r;. Par conséquent, N(B,) est
équicontinu. D’apres le théoreme d’Arzela-Ascoli, N : B, — C(J,R) x C(J,R) est
completement continu.

Etape 4 : Estimation & priori des solutions
Soit (ug,us) € C(J,R) x C(J,R) avec (u1,us) = AN (u1,us) pour 0 < A < 1, alors
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uy = AAj(ug, u) et ug = NAs(uq,uz). Ainsi, pour ¢t € [0,1] on a

i@ < [ G ms)ualo)lds + 3 GO, )11 sCos ()]

k=1

< @ [0 + o)+ hs))ds

+G* Z(Ck —+ bk|u1(tk)]6’“)

k=1
< Gl [ pds + Gl [ ats)ds+ G [ hs)ds
+G*Ii(ck+bk\|u1||g’“).
Donc
e <

G*lur|lgHpllzr + G*||ual|l (gl + G| ]| 1
+G* > (g + by flua || )

k=1

De méme, on trouve

IA

luzlle < Golluall@ Bl + Glluzll& gl e + G 1Rl

* * * B
+G Z(Ck+bk||u2||ck)-
=1

Remarquons que si € < 4 et ||ul| > 1, alors [Jul|* < [Jul]®. Ainsi ||ul|¢ < 1+ |Ju|® pour
tout w. Nous avons alors

27



Chapitre 2. Systéme des équations différentielles impulsives avec deux conditions
aux limites

[alloo + llu2lloe
<G (lallpr + 15120) (luall22 + ful|S2)
+ G (lIpllr + lldlln) (i + fuall2)
e . B:
+ G (b + ) (Il 12 + [luall &)

k=1

e (Z@k )+ Il + HBHL1>

k=1

a*
o0

6" (1l + ol + Dol + s + 350000

e (Z@k c )+ [l + ||ﬁ||u)

k=1

<o (anm Al + ol + fdlles + (0 + b:)) (lutllo + luzlloc)®
k=1

& (||q||L1 Al + ol + Dl + S (o + b;))

k=1

(Z e+ c) + ||l + HhHD)

Ou

o = max{aq, ag, az, ay, By, Br -k =1,2,...,m}.

Si luslle + lluzllc > 1, alors

Jurllc + Jluzlle . 3 ) m )
et lele < a6 (s + 1es + ples + 1es + 3500 + )
(HUIHC + ||U2||C> k=1

(||q||L1 WAl + ol + Dl + S (b + bz>)

k=1

+G~
[urlle + [luzlle

m

> ek +cp) + Ml + (122

‘I—G*k:l
(nunc ; ||v||c>
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ou
.

l-a m
(||u1||c ; ||u2||c) < 2G*(||q||L1 Bl + Dl + 1l + 3 (e + bz>)
k=1

+G" <||Q||L1 +1Bllze + [lpllee + Nl + D (b + b?;))

k=1
+G* (O (x4 ¢) + ||kl + [[R] 1)
k=1

Cela implique que

1—a*

3G*<01+Z (br + by) >+G*<Z(ck+c};+C’2)>] = My,
k=1

k=1

luslle + lluzlle <

ou
Cr = gl +11plle, + [Pl + ldllz, et Co={hllLr + [|A]lL:-

Par conséquent
Juille < My et luollc < M.

Ensemble
U= {(u1,u2) € C(J,R) x C(J,R) : |Jur]]c < Ma+1 et |uallc < My+1}.

Soit (uy,us) € OU telles que (uy, ug) = AN (uy, us) et on a My+1 < M, ¢’est imposible,
donc contradiction.

D’apres le choix de U, il n’existe pas (uy, us) € OU tels que (u1, uy) = AN (ug, ug) pour
certain A € (0, 1). Alors d’apres l'alternative non linéaire de Laray-shauder (Théoreme
1.2.7), 'opérateur N admet un point fixe qui est une solution du systéme (2.2) — (2.6).
Cela complete la démonstration du théoreme. O

2.3.1 Exemple

Exemple 2.3.1. Considérons le systeme différentiel impulsif suivant :

—ul(t) = £+ 20— 1P + ) +3 = ilt () (), 1€\ {51,

(2.29)
() = £+ Aty (1) + (t - ;)2 s (8)]%8 + 8 = folt, us(£), us(t)), £ € J\ {;} ,
(2.30)
—Au ;) = 613 U <;), (2.31)
i)
u1(0) =4} (0) =0, u(0) = uH(0) = 0. (2.33)
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Par conséquent, on peut écrire :

(8,008, wale))] < Zun (0 + elun(e)*? + 4,
ot (8), ua()] < hua (0] + 5 fua (1) 49,

et

pour tout ¢t € J. Maintenant, toutes les hypotheses du théoreme 2.3.1 sont satisfaites,
donc le systeme (2.29)-(2.33) admet au moins une solution.
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Chapitre 3

Systemes des équations
différentielles impulsives du second
ordre sur un domain non borné

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous établissons un résultat d’existence de solutions pour un
systeme d’équations différentielles impulsives non linéaires du second ordre, avec des
conditions aux limites intégrales sur un intervalle non borné.

—u"(t) = f(t,u(t),v(t)), teJ, t#t, (3.1)

—v"(t) = g(t,u(t),v(t)), te€J, t+#ty, (3.2)

Au(tk) = Jl,k(u(tk)), —Au’(tk) = Il,k(“(tk))a k= 1,2, Ty (33)
Av(tk) = JQJg(’U(tk;))y —Av’(tk) = ]27k(1)/(tk)), k= 1,2, oty (34)
u(0) = /0 ho(s)u(s)ds, u'(c0) =0, (3.5)

0(0) = /0 " ha(s)u(s)ds, '(c0) =0, (3.6)

ouJ = [0,00),f,g € C(JXRXxRR),0 <t <ty <..<tp—>o00, Ligdik€
C(R,R), pour i = 1,2,h; € C(RT,R") avec [; hi(s)ds # 1 pour i = 1,2,u/(00) =
limy o u(t), v'(00) = Jim v(t), Aulty) = u(td) —u(ty), et Av(ty) = v(td) —v(ty) ol
uw(t)), v(ty) et u(ty), v(t;) représenter a limite a droite u(t) et v(t) dans t = ty,
respectivement. Aussi Au/(ty) = /() — W/ (t;) et Av'(ty) = V() — V(L) ou
u' (), v (t) et W/(ty,), v'(t;,) représenter les limite & droite u/(t) et v/(t) dans t = t.

Ce résultat est consacrne a 1’étude du probleme (3.2) — (3.6) et basé sur Théoreme
du point fixe de Krasnoselskii.
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Dans ce chapitre on considére I'espace suivant

u(t) est continue pour chaque t # ty,
PC([0,400)) = u: [0, +oo[— R | wu(t) est continue a gauche en t = t,
o' (1)) existe, Vk=1,2,...

Considérons l'espace E défini par

t
E= {u € PC([0,+00)), sup [u(t) < oo} ,
t€0,400) L 1

ju(t)]

E est un espace de Banach, muni de la norme ||ul|p = sup ——= < 0.

t€[0,+00) 1+t
Alors E x E est un espace de Banach muni de la norme ||(u,v)|| = (||u||g, ||| g) pour
(u,v) € EX E.

Le résultat suivant est une extension du Théoréme de Ascoli-Arzela en des intervalles
non borné.

Lemme 3.1.1. [34] Soit N C E, alors N est compact dans E, si les conditions
suivantes sont vérifiées :
(a) N est uniformément borné dans E.
(b) Les fonctions {y : y = 133, © € N} appartenant @ N sont équicontinues sur
R+,
(c) Les fonctions {y : y = {15, © € N} sont equiconvergentes auz +00, c’est d
dire pour tout € > 0, il correspond T'(e) > 0 tel que |f(t) — f(+00)| < € pour
toutt >0 et f € M pour tout t > T(c) et x € N.

3.2 Résultat d’existence

Lemme 3.2.1. Le vecteur (u,v) € PC(J,R) x PC(J,R) est une solution du systéme
différentiel (3.2) — (3.6) si et seulement si :

u(t) = /OO Hi(t,s)f(s,u(s),v(s))ds + i Hy(t,te) L1k (u(ty))

i k=1
) ti<s Ji, t d
+ > Jur(ulte) + b (Si (_Zfooo h1(sk)(§s( k))> S,

u(t) = /OOO Hy(t,s)g(s,u(s),v(s))ds+ i Hy(t, tr) Lo (v(tk))

Jo ha(s) (Zt,;s Jz,k(?)(tk))) ds
+ t,;s Ja i (v(te)) + T [ () ds _
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Ou
1

Hill, ) = Gl 8) + T =T vy ds

/OO G(r, s)hi(T) dr, i=1,2,
0

t, 0<t<s< o0,
s, 0<s<t <.

G(t,s) = {
Démonstration. Tout d’abord, nous considérons le probleme :

_u”(t) = f(tvu(t)7 U@))? teJ, t#ty,
Aulty) = Tg(ulti),  —Au/(t) = Lg(u(t), k=12, .,
uw(0) = 57 hi(s)u(s)ds, u'(o0) = 0.

Sit € [0, alors
—u"(t) = ft,u(t), v(t)),

ce qui implique t
U (t) = ' (0) /0 F(s,u(s), v(s)) ds. (3.7)
En intégrant (3.7), on obtient :
u(t) = u(0) + /() — [ ‘(= ) (s, u(s), v(s)) ds.
Site [tl, tg[ alors
u'(t) =o' () + /tlt f(s,u(s),v(s))ds
=u'(t]) — Au'(t) + /tlt f(s,u(s),v(s))ds
—(0) — I (u(ty)) — /Ot F(s,u(s), v(s)) ds.
D’ou, t
u'(t) = u'(0) — I (u(ty)) —/0 f(s,u(s),v(s))ds. (3.8)
En intégrant (3.8), on obtient :
u(t) = u(0) + ' (0)t — Iy (u(ty))(t — 1) — /Ot(t —s)f(s,u(s),v(s))ds.
Sit € [tg, t3] alors :
u'(t) = u'(t]) + /t: f(s,u(s),v(s))ds

—W(ty) = A () + [ f(s,u(s), v(s)) ds

to

= /(0) = Liu(t) = Bau(t)) = [ f(s,u(s),0(s)) ds.
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Ainsi,
' (t) = u'(0) — I (u(ty)) — Ia(u(ts)) — /0 f(s,u(s),v(s))ds (3.9)
En intégrant (3.9), on trouve que
w(t) = u(0) +u'(0)t — (Iy(u(te)) + I (u(ty))(t — t2) — /Ot f(s,u(s),v(s))ds.

Sit € [tg, tgy1] alors

W (1) = ' (0) — /Ot F(s,u(s),0(s)) ds — 3" Lig(ulty)), (3.10)

0<tr<t
En appliquant lim «'(t) = 0, alors
t—o0

tliglo [u'((}) _/Otf(s,u(s),v(s))ds— > ILku(tk)] =0.

O<tp<t

Et en prenant ¢t — oo, on trouve que

u'(0) = /OOO f(s,u(s),v(s))ds + i I gu(t). (3.11)

k=1

En intégrant 1’équation (3.10), on obtient :

w(t) = ' (0)t + u(0) — / (= ) (s, u(s), v(s))ds
=Y Le(u(te)) (= te) + > Jue(ulte)).

tp<t tp<t

Apartir de (3.11), on trouve

u(t) = u(0) —l—/oo tf(s,u(s),v(s))ds+ itlm(u(tk))

k=1

—/ t—8)f(s,u( dS—th ))(t — tg)

tp<t

Alors,

u(t) = u(0) + /Ot tf(s,u(s),v(s))ds+ /too tf(s,u(s),v(s))ds

t t
—/tfsu ds+/sfsu (s))ds
0
+ >t (u(ty)) +Zﬂlk — > I (ul
<t t>tg <t
+ > Tg(u(te)te + > Jie(u(te)).
<t tL<t
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Donc
+/ ds+kzthtk]1k(( )
+ t; Jix(u
Ou
ut) = [ hi(su(s)ds + [ Gl ) f(s,u(s). v(s)) ds
# 3 Gl halu) + X slulte)
Ainsi

/OOO hi(s)u(s)ds = /OOO h1(s)</oo hy(s)u(s)ds + /Ooo G(S,T)f(T,'LL(T),U(T))dT)dS
+/ hi(s (ZG syti) I (u(te)) + Jl,lc(u(tk))>d8.

tp<s

D’ou
Jy o (>d5_1—f0 hl ds(/ J, mse Uv(r))dr)
Jr1—f0 hl( )ds/ (ZGStkflk( (t ))ds
* 1—f0001h1(3)ds/0 1(s <ZJ1,k u(tk) > s

te<s

En substituant dans u(t), on obtient

u(t) = [ Gt 9)f(s.u(s), v(s)ds
| I ()Gl ) (7 u(m), o)) dr
1_f0 hl( )

. I m@)(zzol G(t,tkm,k(u(tk)))ds

+ 2_: G(t, te) g (ulty)) + 1 — 5" hi(s)ds

Joo ha(s) ( Dot <t Jl,k(u(tk)> ds
+ Z Jik(u(ty) + T [ In(s)ds )

tp<t
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Donc
u(t) = [ Hy(t,9) (s, u(s), o(s))ds + kfj H (1) ()
Jo< ha(s) ( Dtp<s Jl,k(“(tk)>> ds
+ g;t Ji(u(ty)) + = [ hn(s)ds ,
o

o0

G(7, s)hy(7)drT.

Hi(t,s) =G(t,s) + 11— fé’olhl(s)ds /0

Ensuite, nous considérons le probleme .

—o(t) = f(tult), o(t)), tedtth,
A’U(tk) = JQJC(U(tk)), A’U,(tk) = _[2,k(v(tk:))7 k= 1, 2, ceey
v(0) = [57 ha(s)v(s)ds, v'(c0) =0,

De méme, on obtient
v(t) = /Ooo Hy(t,s)f(s,u(s),v(s))ds + ;3 Hy(t,tr) 1k (u(ty))

Jo ha(s) ( Dtp<s J2,k(U(tk))> ds
+ > Jen(v(ty)) + T T (5)ds

tp>t

1

H2(t7 8) - G(t,S) + 1 — fooo hg

(5)ds /OOO G(1, 8)ho(T)dT

3.2.1 Résultat principal

Dans cette section, nous établissons l'existence d’au moins une solution de le
probléeme (3.2) — (3.6). Nous avons besoin des hypotheses suivantes pour obtenir notre
résultat :

(Hy) f et g sont des fonctions de L'-carathéodory .

(H,) Tl existe des fonctions positives ou nulles p;, p; € L'[0, +00) pour i = 1,2, 3,
telles que

|f(t,u,v)| < Py(t)|u| + Py(t)|v] + Ps(t), pour chaque t € J, (u,v) € R?
et

lg(t, u,v)| < Py(t)|u| + Py(t)|u| + Ps(t), pour chaque t € J, (u,v) € R2

36



Chapitre 3. Systémes des équations différentielles impulsives du second ordre sur un
domain non borné

(H3) Pour tout u,v,u,v € R, il existe des constantes positives ou nulles a; g, b; . >
0,7 =1,2, telles que

|Il7k(u)—[17k(’lj)‘ S&Lk’u—ﬂ|, k= 1,2,...
|[2,k(1)) — [2,k<27)‘ S a27k|v — Zjl, k= 1,2,

et
|J17k(u) - Jl,k(ﬂ)l S b17k|u - l_L|, k= 1,2, my
|J27k(’U) — ngk(l_))’ S b27k-|'U — ’l_)|, k= 1, 2, Mm,y

Nous définissons la constante N; et C;,i = 1,2 par

N, = (1 + W) /OOOPZ-(S)(l + s)ds < 00,

C; = (1+W> /00151-(5)(1+5)d5<oo, 1=1,2,
h3 0

h; >
K; = (1 + ” h|>lL1> > (aip + big)(1+t,) < 0o, pour i =1,2,
( k=1

Ainsi que les constantes

N, — (1 n W) (/0“ Py(s)ds + 3 1 Tn(0)] + 3 |J1,k(0)l> < oo,

/Oo hg(S)dS 0o 00 00
Cy= 140 (/0 Pa(s)ds + 3 [Ta(0)| + 3 yJM(())y) < .

2
On
M:P—/ ho(s)ds
0

, h}zb—/w@@M&
0

Théoréme 3.2.2. Supposons que les conditions (Hy) — (Hs) sont vérifiées avec Ny +
K <1 6t02+K2<1. S7

- (1-N—-K, N,
M‘( e 1-@-%)

et det M > 0. Alors le probléme (3.1) admet au moins une solution.

Démonstration. Soient N : E X E — E x E un opérateur défini par

N(u,v) = F(u,v) + B(u,v), (u,v) € Ex E,

F(u,v) = (Fi(u,v), Fy(u,v)), B(u,v) = (Bi(u,v), Ba(u,v)),
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Fi(u(t),v(t) = [ Hi(t,5)f(s,u(s), v(s))ds,

0

Fy(u(t),o(t) = [~ Halt, 5)g(s,u(s),o(s))ds,

0

Bi(u(t), v(t)) = i Hy(t,t) T (ulte) + 3 Jue(u(t)

k=1 tp<t

/0"" h1(5)< > Jl,k(u(tk))>ds

tp<s

+ =
1-— hi(s)d
| m(s)ds

b

et

Ba(u(t), v(t)) = i Hy (t, tr) Lo (ulti) + 3 Jap(u(t))

k=1 tp<t

/0°° hQ(S)( > J27k(u(tk)))ds

te<s

1- /000 ho(s)ds

+

On considere 'ensemble suivant :
D={(wv)eExE: llulz<aqetolls<q}.

ou ¢ est une constante positive.

Il est clair que D est un sous ensemble fermé, borné et convexe. On applique le
Théoreme de Krasnoselskii’s 1.2.8 et on donne la preuve en plusieurs étapes.

Etape 2. B est une contraction généralisée.

38
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Soient (u,u), (v,v) € E x E, d’aprés (Hs), on a :

[Bu(u(t). o(1)) — Bu(a(t), o(t)] _ Z'Hl 'ulk( (1)) — (i)

141 o

+Z|J1k — Juk(a(ty))l

tp<t

[ (Z o)) = o >>|) ds

tp<s

‘1 - /OOO hi(s)ds

IN

1 & oo Gq(r,t _
‘f‘TZ/O hl(T) 11(+tk)dra17k|u(tk)—u(tk)|

Ainsi

s>
=
=
&
=
=
w
7 N
—_
+
=
B}
N~
ygk
.!.
2
>
+
(el
oy
N
—
+
Nt
=
|
£
T

De méme, on a

1B2u,0) = Baw, ) < (14 P20} S (s taa) 14 )

*
h2 k=1

Donc
12~ B@ON] <y flu 7]

1Ba(u, v) = Ba(u, v)| e luw —ullp |’
(K, 0
M= (o K2>‘
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Chapitre 3. Systémes des équations différentielles impulsives du second ordre sur un
domain non borné

Puisque K7, K> € [0,1), M converge vers zéro, ce qui implique que B est un opérateur
contractant .

Etape 2. F est un opérateur continu.

Soit (U, vn) — (u,v) lorsque n — oo. Alors u, — u et v, = v. On a

|F1(Un(t),1}n(t)) —F1<u(t),7j(t))| < /0 |H1(t 8)||f(8 un( ) n<8)) _ f(s,u(s),v(s))]ds,

14+t 1+t

et donc

a0, ) B0 0O O ), 6)) 5, o) o) s

Puisque f est L'-Carathéodory, par le Théoréme de convergence dominée de lebesgue

| F1 (tn, vn) — Fi(u,v)||g = 0, n — oo,

en meme
| Fs (tn, vn) — Fo(u,v)||g — 0, n — oo,

Donc F' est continu .
Etape 3. F' transforme les ensembles borné D vers des ensembles relativement com-
pacts.

Soit (u,v) € D. Alors, il existe une constante ¢ > 0 telle que ||u||g < g et ||v]|z < ¢.
Donc pour tout ¢ € [0,400). on a

|F1(u(t)7v(t)) S/O |H1(t S)||f( ( ) v(s))]ds,

1+1 14+t

et de méme pour F,, Puisque f et g sont des fonctions de L!-Carathéodory, il existe
une fonction ¢y, a7, € L0, 00), telle que @pg, ar, > 0 telle que

[F(Eu(®), v(0))] < Grm(t) et gt ult), v(@))] < @rir(t) tER.

le(u,muEg( i Ml )/ Oro e
ol < (15202 o0

Donc, F' transforme les ensembles bornés D vers des ensembles bornés D.

Donc,

en méme, on a
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De plus, pour tout 7" € [0,+00) et 71,72 € [0,T] avec 71 < 7o

‘FI(U(TQ)uv(TQ)) B Fl(u(ﬁ)av(ﬁ))‘

1—|—T2 1+7'1
e HI(TQaS) Hl(Tlv )
< — d
< [ T s (). o(s)) s
o Hl(TQaS) Hl(Tlv )
< — e (S)dS — 0 — To.
= /0 ’ 1+ 7 1+ 7 ¢1 2()8 amn T2

en méme, on a

‘F2(U(72)7U(72)) N Fz(u(ﬁ)av(ﬁ))‘ < /°° |H2(7275) _ Hs(m, )

1-'—7'2 1+7'1 1"—7'2 1+T

¢T1 7‘2( )dS — 0

lorsque 71 — 7o,

Donc F' est equicontinu pour tout interval compact de [0, 00).

Etape 4. L'opérateur N transforme tout ensemble borné D en un ensemble équicon-
vergent.

C’est-a-dire que, pour tout € = (€1, €2) > 0, il existe un 7'(¢) suffisamment grand, avec
T(e) = max(Ti(e1), Ta(€2)), tel que

Flu(r), v(r)) — Flu(n),v(n))
1 + 7o 1 + 7

<€ pour tout 71,7 > T(e) et (u,v) € E (3.12)

Puisque ¢, », € L'[0.00), J5° ‘Hlj:)'gb” r(8)ds < oo pour i = 1,2, on peut donc choisir
Ti(€) et Ty(e) tels que

[ Hi(t, s)] € .
/0 11 O (8)ds < 3 pour i = 1,2.

Alors, pour chaque 71,7, > Ti(€1), on a

Bi(u(r),v(m)) _ Fi(u(n),v(n))| _ /"" Hi(m,s)  Hi(m, )¢ (s)ds
147 I+m — Jo 1+ 7 147 |77
| H1(72, )|
- ¢m<>
+/ no)l, | (sas
< 249
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En méme, pour 71,7 > T'(e2), on a

Fy(u(mz),v(12))  Fa(u(m),v(m)) > | Hy(7y, 5)|
147 B 1+7 ‘ B /0 1+7 i, Onn(sds
H2 T1,
+/ ‘Hl G o)
= 2 2 - “

Donc, pour chaque 79,79 > max(7}(€1), Ta(es))

Fy(u(m),v(r2))  Fa(u(r),v(m))

1—|—7'2 1—|—7'1

’ <€ pour tout (u,v) € D.

C’est-a-dire, (3.12) est vérifiée.
Donc on déduit d’apres lemme 3.1.1 que 'opérateur F' est complétement continue.
Etape 5. L’ensemble

B:{( v)EEXE: )\F(uv)+>\B</\ /\) (u,v)},

est borné pour 0 < A < 1.
Soit (u,v) € B. Alors

u(t) = /\/ Hi(t,s)f(s,u(s), ()ds—l—)\ZHIttk)]lk(U(tk))

k=1

) EHE )

+Atkz<jtJ1,k S 1— [ hy(s)ds ’
et
o(t) = A/OOOHg(t,s)g(s,u(s),v<s>>ds+Aiﬂz(tvfk>12»k<v(;k)>
P
e 5 (1) )
DS () e
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domain non borné

Donc
h 1
<1+ ' l”L) [ Pu(s) ) s
h 1
(1+” 1||L> [ Py(s)lols)lds
( thHLl> Ps(s)ds
||h1||L
n Z T34 ( — I 1(0) + I, 4(0)|
+ Z |<]1k —J; k(O) + Jl,k(0)|
tp<t
2 [T hi(s) S s ulte)) — Ja(0) + Jon(0)|ds.
hl 0 tp<s
D’ou




Chapitre 3. Systémes des équations différentielles impulsives du second ordre sur un
domain non borné

Donc

lu(t)| [Pl /°°
<
Trt = 1+ i ; Py(s)(1 4+ s)ds|ul|e
+

h o0
<1+ | 1UL1>/ Py(s)(1 + s)ds||v|| g
hi 0
+<1_|_ ”h1UL1> /OO Py(s)ds
hi 0
hillr ) &
+<1 * | 1L|L ) Z(al,k+b1,k)(1 +te)||ull &
1 k=1
hill ) & h
(e 10 S o+ (14 1) 55 1o
1 k=1 k=1

En méme, on a

0] < (1 Lol
_l’_

1+t = x )/Ooopl(s)(1+s)d8|!u“E

2

/0°° Po(s)(1 + s)ds]|v] s

D (g + bag) (14 ti)|[v]| e

+<1+ “hsz ) 11,(0)] + (1 I 2HL >Z|J

[ullz < Millulle + Killullz + Naflvlle + Na,

Cela implique

et
[v]le < Cillulle + Ka|lulle + Collv|| & + Cs.

1 —N1 —K1 —N2 HUHE < N3
—01 1—CQ—KQ ||U||E - 03 '
- (llulle N3
M < ) 3.13
(uvnE “\ey (813

Puisque M satisfait les conditions du Lemme 1.2.4, (M)~ est préserve ordre. On
peut alors appliquer (M)~ aux deux membres de I'inégalité (3.13) pour obtenir

(i) =007 (&)
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Ainsi, nous avons

Donc




Chapitre 3. Systémes des équations différentielles impulsives du second ordre sur un

domain non borné

Ainsi, d’apres le Théoreme 1.2.8, il existe au moins un point fixe, qui constitue une

solution du probleme (3.2) — (3.6).

3.2.2 Exemple

]

Dans cette section, nous présentons un exemple simple pour illustrer notre résultat

principal.

Exemple 3.2.1. Considérons le systeme différentiel impulsif suivant :

—t

" € 2
— = —(1
u 100( +u+wv)s, ted t#k,
—t
=21 1
200( +u+v)2, teJ t#k,
1
Au(k) = —\Ju(k), k=12,

Av(k) = e i(f()k), k=12 ...
—A (k) = e s i(f?k)’ k=12 ...
u(0) = /0 T e tsu(s)ds, u'(00) = 0,
v(0) = /0 T e5u(s)ds,  v'(00) =0

Les fonctions associées sont :

—t

f(t,u,v):e—(1+u+v)§ g(t,u,v)ze—(

100 ’

Jl,k:(u) = g
o U
Jox(v) =e o I (v)

pour tout k € N*, et

Notons que :

ds=—#1 / ds =~ # 1.
/0 ‘ ° 47é o c ° 57'é

En utilisant ["inégalité suivante :

! \/ﬂ, Il,k(u) =

I+z+y) <l+yr+vyy pourz,yec R 0<y<1,

(3.14)

(3.15)
(3.16)
(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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domain non borné

on obtient :

Ainsi, la condition (Hs) est satisfaite avec :

ot B —t ot B ot
itzi, Pltzi ':1,2, t) =
) =55 Bl =qgg pour Pa(?)

€ Bt)="°.
o0 0= 550
Pour tout u,u,v,v € RT, on a :
_ 1 _ _ 1 _
1) = Lp(@)] < e —al, - [Nie(w) = k@) < grlu —al,

L2 (v) — L(0)] < e *Flo— 0|, [Jor(v) — Jon(0)| < e v —0].

Done, la condition (H3) est également satisfaite avec :

—_

1
— —3k —2k
10k’ 8k7 a2,k € 3 b2,k =e€ .

Nous calculons maintenant les constantes suivantes :

[hallp) [ 2 ,
N = (1 / ()14 8)ds = —— <00, i=12
( + ht ; pi(s)(1+s)ds 5er <00, 1

ay k bl,k =

[hall) 2 5 1 :
c = (1 / Ps)(1+s)ds = — < 00, i=1,2,
+ s 5 (s)(1+s)ds 300 < 1
o) & 1073
K =11 b 14+1t)=——=<1
1 + hr kz::l(auc + b1e) (1 + 1) 1397 )

(ag,k + bg,k)(l + tk) = 0,41 < 1,

[ ds 4 31001+ X a0 ) = 5

k=1

=
Il
AA/?AA
+
(S
=
N~~~ N N~ "~
TN Mg

[ i) ds + 3 a1+ 32 124000 = 15
0 k=1 k=1
On vérifie ainsi que :

N1+K120,81<17 02+K220,4]_<]_

La matrice associée au systéme est :

2
1-081 ——
- | 225
—— 1-041
320

et son déterminant :

det(M) ~ 0,11 > 0.

Par conséquent, toutes les hypothéses du Théoréeme 3.2.2 sont vérifiées, donc le
systéme (3.14)—(3.21) admet au moins une solution.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié 'existence et 1'unicité des solutions pour des
systemes d’équations différentielles impulsives avec des conditions aux limites.

Dans le premier chapitre, nous avons établi des résultats d’existence et d’unicité
pour un systeme d’équations différentielles impulsives avec deux conditions aux li-
mites. Ensuite, dans le deuxieme chapitre, nous avons étudié I'existence de solutions
pour un systeme d’équations différentielles impulsives avec des conditions aux limites
intégrales sur un domaine non borné.

Les résultats obtenus sont essentiellement basés sur I’application des théoremes du
point fixe de Perov et de l'alternative non linéaire de Leray—Schauder, ainsi que sur
le théoreme du point fixe de Krasnoselskii dans un espace de Banach généralisé.
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