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Introduction

La théorie des équations différentielles impulsives est devenue importante dans
certains modèles mathématiques des processus réels et des phénomènes étudiés dans
les domaines de la physique, de la technologie chimique, de la dynamique des po-
pulations, de la biotechnologie et de l’économie. L’étude des équations différentielles
impulsives a débuté dans les années 1960 avec les travaux de Milman et Myshkis.
Après une période de recherche active, principalement en Europe de l’Est de 1960 à
1970, cette étude a culminé avec le monographe de Halanay et Wexler.

Plusieurs écoles mathématiques ont été créées, pour suivant la recherche scienti-
fique sur la théorie fondamentale et qualitative des équations différen-tielles impulsives
et leurs applications au début des années 1980. Par exemple, on peut consulter les
livres et articles suivants : [3,12,13,16,28,36] ainsi que les papiers [8,11,19,20,29,33,
38,40,41].

Récemment, les systèmes d’équations différentielles ordinaires ont été largement
étudiés. Par exemple, dans [5, 21–24], les auteurs ont étudié l’existence de solutions
pour un système d’équations différentielles en utilisant des versions vectorielles des
théorèmes des points fixes. Bolojan et Precup [5] ont étudié des systèmes différentielles
implicites du premier ordre avec des conditions non locales en utilisant une version
vectorielle du théorème de Krasnosel’skii, des normes vectorielles et des matrices ayant
un rayon spectral inférieur à un.

Perov [25] a considéré le problème de Cauchy pour un système d’équations diffé-
rentielles ordinaires en utilisant les principes des points fixes de Perov, Schauder et
Leray-Schauder combinés avec une technique basée sur des matrices à valeurs vecto-
rielles qui convergent vers zéro.

Les systèmes de problèmes aux limites impulsifs ordinaires ont été étudiés par
plusieurs auteurs, tels que Berrezoug, Henderson et Ouahab [4], Bolojan et Precup [5],
E.K. Lee et Y. H. Lee [17], Liu, Hu et Wu [18], Radhakrishnan et Balachandran [27],
Sun, Chen, Nieto et M. Otero-Novoa [30], Greaf, Kadari, Ouahab and Oumenseur
[1, 14, 15].
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Dans ce mèmoire, nous nous intéressons aux problèmes aux limites et aux systèmes
d’équations différentielles impulsives, et nous dérivons certains résultats d’existence,
entre autres. Nos résultats sont basés sur une version vectorielle des théorèmes des
points fixes. Nous avons organisé cette thèse comme suit :

Dans le Chapter 1, nous présentons les résultats d’existence et d’unicité pour le
système d’équations différentielles impulsives d’ordre deux avec deux conditions aux
limites :

−u′′
1(t) = f1(t, u1(t), u2(t)), t ∈ J ′, (1)

−u′′
2(t) = f2(t, u1(t), u2(t)), t ∈ J ′, (2)

−∆u′
1 |t=tk

= I1,ku1(tk), k = 1, 2, · · · , m, (3)
−∆u′

2 |t=tk
= I2,ku2(tk), k = 1, 2, · · · , m, (4)

αu1(0) − βu′
1(0) = 0, αu2(0) − βu′

2(0) = 0, (5)
γu1(1) + δu′

1(1) = 0, γu2(1) + δu′
2(1) = 0, (6)

Où α, β, γ, δ ≥ 0, ρ = βγ+αγ+αδ > 0, J = [0, 1], 0 < t1 < t2 < · · · < tm < 1, J ′ =
J \ {t1, t2, · · · , tm}, fi ∈ C(J × R × R,R), Ii,k ∈ C(R,R), i = 1, 2, k ∈ {1, 2, · · · , m},
∆u′ |t=tk

= u1(t+
k ) − u1(t−

k ) et ∆u′
2 |t=tk

= u2(t+
k ) − u2(t−

k ) sont utilisées, où u′
1(t+

k ),
u′

2(t+
k ), u′

1(t−
k ), et u′

2(t−
k )) désignent les limites à droite et à gauche de u′

1(t) et u′
2(t) at

t = tk, respectivement. On définit J0 = [0, t1], Jk = (tk, tk+1], k = 1, · · · , m, tm+1 = 1,
et on laisse yk être la restriction de la fonction y à l’intervalle Jk.
Ces deux approches, le théorème du point fixe de Perov et l’alternative non linéaire
de type Leray-Schauder, utilisent des matrices convergentes.

Chapter 2 traite de l’existence de solutions pour un système d’équations diffé-
rentielles impulsives du second ordre avec des conditions aux limites intégrales sur un
domaine non borné.

−u′′(t) = f(t, u(t), v(t)), t ∈ J, t ̸= tk, (7)
−v′′(t) = g(t, u(t), v(t)), t ∈ J, t ̸= tk, (8)

∆u(tk) = J1,k(u(tk)), −∆u′(tk) = I1,k(u(tk)), k = 1, 2, · · · , (9)
∆v(tk) = J2,k(v(tk)), −∆v′(tk) = I2,k(v′(tk)), k = 1, 2, · · · , (10)

u(0) =
∫ ∞

0
h1(s)u(s)ds, u′(∞) = 0, (11)

v(0) =
∫ ∞

0
h2(s)v(s)ds, v′(∞) = 0, (12)

Soit J = [0, +∞), f, g ∈ C(J×R×R,R), avec 0 < t1 < t2 < · · · < tk < · · · , tk →
+∞. Les fonctions Ii,k, Ji,k ∈ C(R,R) pour i = 1, 2, et hi ∈ C(R+,R+) telles que∫∞

0 hi(s) ds ̸= 1, pour i = 1, 2. On définit u′(∞) = lim
t→∞

u(t), v′(∞) = lim
t→∞

v(t),
et les sauts aux points tk par ∆u(tk) = u(t+

k ) − u(t−
k ), ∆v(tk) = v(t+

k ) − v(t−
k ), où

u(t+
k ) et v(t+

k ) (respectivement u(t−
k ) et v(t−

k )) désignent les limites à droite (respec-
tivement à gauche) de u(t) et v(t) en t = tk. De même pour les dérivées ∆u′(tk) =
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u′(t+
k ) − u′(t−

k ), ∆v′(tk) = v′(t+
k ) − v′(t−

k ), où u′(t+
k ) et v′(t+

k ) (respectivement u′(t−
k )

et v′(t−
k )) sont les limites à droite (respectivement à gauche) de u′(t) et v′(t) en t = tk.

Les problèmes aux limites avec des conditions aux limites intégrales sur un domaine
non borné pour différentes classes de systèmes d’équations différentielles sont intensi-
vement étudiés dans la littérature à l’aide de diverses méthodes (voir [9, 10,34,39]).
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notations, définitions, lemmes et théorèmes
du point fixe qui seront utilisés tout au long de ce mémoire.

1.1 Quelques notations et définitions.
Soit C(J,R) l’espace de Banach des fonctions continues de J dans R muni de la

norme
∥y∥∞ = sup {|y(t)| : 0 ≤ t ≤ T} ,

Soit L1(J,R) l’espace de Banach des fonctions y : J → R qui sont intégrables au sens
de Lebesgue, avec la norme

∥y∥L1 =
∫ b

0
|y(t)|dt.

AC(J,R) désigne l’espace des fonctions y : J → R, absolument continues, et
AC1(J,R) l’espace des fonctions différentiables
y : J → R, dont la dérivée première, y′ est absolument continue.

Définition 1.1.1. On dit que fi : [0, 1] × Rn × Rp → Rr, i = 1, 2, est une fonction
L1-Carathéodory si elle satisfait les conditions suivantes :

1. fi(·, x, y) sont mesurable pour tout (x, y) ∈ Rn × Rp,
2. fi(t, ·, ·) sont continues pour presque par tout t ∈ [0, 1],
3. Pour tout r1, r2 > 0, il existe une fonction Φr1,r2 ∈ L1([0, +∞)) tel que

|f(t, x, y)| ≤ Φr1,r2(t),

pour tout x ∈ Rn tel que |x| ≤ r1, y ∈ Rp avec |y| ≤ r2, et presque par tout
t ∈ [0, 1].
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Chapitre 1. Préliminaires

1.2 Espace métrique vectoriel
Les espaces métriques sont très importants en mathématiques et dans les sciences

appliquées. Dans [2, 7], certains résultats de la théorie des espaces métriques sont
généralisés à la théorie des espaces métriques vectoriels, et certains théorèmes de
point fixe dans les espaces métriques vectoriels sont donnés.

1.2.1 Espace métrique généralisé
Dans cette partie, nous considérons la notation et la définition de l’espace

métrique généralisé au sens de Perov.

Définition 1.2.1. Soit X un ensemble non vide. Une distance généralisée sur X est
une application d : X × X → Rn vérifiant les propriétés suivantes :

(i) d(u, v) ≥ 0 pour tous u, v ∈ X, et si d(u, v) = 0, alors u = v ;
(ii) d(u, v) = d(v, u) pour tous u, v ∈ X ;
(iii) d(u, v) ≤ d(u, w) + d(w, v) pour tous u, v, w ∈ X.

Ici, si x, y ∈ Rn, x = (x1, x2, · · · , xn), y = (y1, y2, · · · , yn), Par x ≤ y nous
entendons xi ≤ yi pour i = 1, 2, · · · , n.

On note que (X, d) un espace métrique généralisé avec

d(x, y) =


d1(x, y)

...
dn(x, y)

 .

On remarque que d est une métrique généralisée sur X si et seulement si di, i =
1, 2, · · · , n, sont des métriques X.
soit (X, d) un espace métrique généralisé au sens de Perov. Ainsi, si x, r ∈ Rn,
x := (x1, · · · , xn),et r := (r1, · · · , rn), alors par x ≤ r nous entendons xi ≤ ri, pour
chaque i ∈ {i, · · · , n} et par x < r nous entendons xi < ri, pour chaque i ∈ {i, · · · , n}.
De plus„ |x| := (|x1|, · · · , |xn|). Si, x, y ∈ Rn, x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn), alors
max(x, y) = max(max(x1, y1), · · · , max(xn, yn)). If c ∈ R, alors x ≤ c nous entendons
xi ≤ c pour chaque i = 1, · · · , n.

Définition 1.2.2. Un ensemble X muni d’un ordre partiel ≤ est appelé une relation
d’ordre partiel. Dans un (X, ≤) la notation x < y signifie x ≤ y et x ̸= y. Un intervalle
d’ordre [x, y] est l’ensemble {z ∈ X : x ≤ z ≤ y}.
On remarque que si x ≰ y, alors [x, y] = ∅.

Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Nous définissons les espaces métriques
suivants :
Soit X =

n∏
i=1

Xi, i = 1, · · · , n. Considérons
n∏

i=1
Xi muni de d̄ définie par :

d̄((x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)) =
n∑

i=1
di(xi, yi).

8



Chapitre 1. Préliminaires

L’espace diagonal de
n∏

i=1
Xi est défini par :

X̄ =
{

(x1, · · · , xn) ∈
n∏

i=1
Xi : xi ∈ X, i = 1, · · · , n

}
.

C’est donc un espace métrique avec la distance suivante :

d∗((x, · · · , x), (y, · · · , y)) =
n∑

i=1
di(x, y).

Intuitivement, Xet X̄ sont équivalents. Cela est montré dans le résultat suivant.

Lemme 1.2.1. Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Alors, il existe un homéo-
morphisme h : X → X̄.

1.2.2 Espace de Banach généralisé
Définition 1.2.3. Soit E un espace vectoriel métrique sur IK = R ou IC. Une ap-
plication ∥.∥ : E → Rn

+ est appelée une norme sur E si elle satisfait les propriétés
suivantes :

(i) ∥x∥ = 0 alors x = (0, · · · , 0) ;

(ii) ∥λx∥ = |λ|∥x∥ pour x ∈ E, λ ∈ IK ;

(iii) ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ pour chaque x, y ∈ E.

Remarque 1.2.1. Le couple (E, ∥.∥) est appelé un espace normé généralisé. Si la
métrique généralisée générée par ∥.∥ (c’est-à-dire d(x, y) = ∥x − y∥) est complète,
alors l’espace (E, ∥.∥) est appelé un espace de Banach généralisé.

∥x − y∥ =


∥x − y∥1

...
∥x − y∥n

 .

Définition 1.2.4. Soit E un ensemble non vide et soit ∥.∥ : E → Rn
+ une norme

sur E. Alors, le couple (E, ∥.∥) est appelé un espace normé généralisé. Si, de plus,
(E, ∥.∥) ha la propriété que toute suite de Cauchy provenant de X est convergente en
norme, alors on dit que (E, ∥.∥) est un espace de Banach généralisé.

Soit C(J,R)×C(J,R) muni de la norme vectorielle ∥·∥ définie par ∥v∥∞ = (∥u1∥∞,
∥u2∥∞) pour v = (u1, u2). Il est clair que (C(J,R) × C(J,R), ∥ · ∥∞) est un espace de
Banach généralisé.
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1.2.3 Propriétés et éléments topologiques
Dans le cas des espaces métriques généralisés au sens de Perov, les notations

de suite convergente, suite de Cauchy, complétude, ensemble ouvert et fermé sont
similaires à celles des espaces métriques usuels. De plus, ce qui suit présente certains
éléments de topologie (voir, par exemple, P. P. Zabrejko [35], E. Zeidler [37]).

Définition 1.2.5. [7] Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Un sous-ensemble.A ⊂
X est dit ouvert si, pour tout x ∈ A, il existe r ∈ Rn

+ avec r > 0 tel que B(x0, x) ⊂ A,
où B(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) < r} désigne la boule ouverte centrée en x0 de rayon r,
toute boule ouverte est un ensemble ouvert et la collection de toutes les boules ouvertes
génère la topologie métrique généralisée sur X.

Soit
B(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) ≤ r}

la boule fermée centrée en x0de rayon r

Définition 1.2.6. Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Une suite bn dans X
est dite une suite de Cauchy si, pour chaque ϵ > 0, il existe N ∈ N tel que pour tous
n, m ≥ N , on a d(xn, xm) < ϵ.

Définition 1.2.7. Un espace métrique généralisé (X, d) est dit complet si chaque suite
de Cauchy dans X converge vers une limite dans X.

Définition 1.2.8. Soit (X, d) un espace métrique généralisé. On dit qu’un sous-
ensemble Y ⊂ X est fermé si, pour toute suite xn ⊂ Y telle que xn → x, on a
x ∈ Y .

Définition 1.2.9. Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Un sous-ensemble C
de X est dit compact si toute couverture ouverte de C admet un sous-ensemble fini
couvrant.
Un sous-ensemble C de X est dit séquentiellement compact si toute suite dans C
contient une sous-suite convergente dont la limite appartient à C.

Définition 1.2.10. Un ensemble C d’un espace topologique est dit relativement com-
pact si s’adhérence est compacte, c’est-à-dire si C est compacte. L’ensemble Cest
séquentiellement relativement compact si toute suite dans C contient une sous-suite
convergente (la limite n’ayant pas besoin d’appartenir à C), c’est-à-dire si Cest sé-
quentiellement compact.

1.2.4 Matrice convergente
Dans cette section, on s’interese à l’étude de quelques propriétées d’une matrice

convergente.

Définition 1.2.11. Une matrice carrée de nombres réels est dite convergente vers
zéro si et seulement si son rayon spectral ρ(M) est strictement inférieur à 1

10



Chapitre 1. Préliminaires

En d’autres termes, toutes les valeurs propres de M se trouvent dans le disque
unité ouvert, c’est-à-dire |λ| < 1 pour chaque λ ∈ C tel que det(M − λI) = 0, où I
désigne la matrice identité dans Mn×n(R).

Théorème 1.2.2. [31] Soit M ∈ Mn×n(R+) ; les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(a) M est convergente vers zéro ;
(b) Mk → 0 lorsque k → ∞ ;
(c) La matrice (I − M) est non singulière et

(I − M)−1 = I + M + M2 + · · · + Mk + · · · ;

(d) La matrice (I−M) est non singulière et (I−M)−1 a des éléments non négatifs.

Quelques exemples des matrices convergentes vers zéro, A ∈ Mn×n, qui satisfont
également la propriété (I − A)−1|I − A| ≤ I sont :

1. A =
(

a 0
0 b

)
, où a, b ∈ R+ and max(a, b) < 1

2. A =
(

a −c
0 b

)
, où a, b, c ∈ R+ and a + b < 1, c < 1

3. A =
(

a −a
b −b

)
, où a, b, c ∈ R+ et |a − b| < 1, a > 1, b > 0.

Lemme 1.2.3. [32] Soit

Q =
(

a −b
−c d

)
où a, b, c, d ≥ 0 et det Q > 0. alors Q−1 est préservant l’ordre.

Lemme 1.2.4. [6] Si A ∈ Mn×n(R+) une matrice telle que ρ(A) < 1, alors ρ(A +
B) < 1 pour chaque matrice B ∈ Mn×n(R+) dont les éléments sont suffisamment
petits.

1.2.5 Quelques théorème du point fixe
La théorie des points fixes joue un rôle majeur dans de nombreux principes

d’existence, c’est pourquoi nous énoncerons les théorèmes des points fixes dans les
espaces de Banach généralisés. Le but de cette section est de présenter la version de
l’alternative non linéaire de type Leary-Schauder dans les espaces de Banach généra-
lisés.

Définition 1.2.12. Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Un opérateur T : X →
X est dit contractant associé à la métrique d sur X, s’il existe une matrice convergente
vers zéro M telle que

d(T (x), T (y)) ≤ Md(x, y) pour tous x, y ∈ X.

11



Chapitre 1. Préliminaires

Théorème 1.2.5. ( [25], [26]) (Théorème du point fixe de Perov) Supposons que
(X, d) soit un espace métrique généralisé complet et que T : X → X soit un opérateur
contractant avec une matrice de Lipschitz M . Alors T possède un unique point fixe u,
et pour chaque u0 ∈ X,

d(T k(u0), u) ≤ Mk(I − M)−1d(u0, T (u0)) où k ∈ N.

Théorème 1.2.6. [25] (Schauder).
Soit X un espace de Banach, D ⊂ X un ensemble convexe fermé borné non vide et
T : D → D un opérateur complètement continu (c’est-à-dire que T est continu et que
T (D) est relativement compact). Alors T possède au moins un point fixe.

Comme conséquence du théorème de point fixe de Schauder, nous présentons la
version de l’alternative non linéaire du théorème de point fixe de type Leary-Schauder
dans un espace de Banach généralisé.

Théorème 1.2.7. [13] Soit C ⊂ E un sous-ensemble convexe fermé et U ⊂ C un
voisinage ouvert borné de zéro (par rapport à la topologie de C). Si G : U → E est
une application compacte continue, alors

i) soit G a un point fixe dans U , soit
ii) il existe x ∈ ∂U tel que x = λG(x) pour un certain λ ∈ (0, 1).

Théorème 1.2.8. [13] (Théorème du point fixe de krasnoselskii.) Soit X un espace
de Banach généralisé. Supposons que T et B soient deux opérateurs X → X tels que :

(A1) T soit un opérateur complètement continu.
(A2) B soit un opérateur continu et M-contraction.
(A3) la matrice I − M possède la propriété absolue.

Si
M =

{
x ∈ X | λT (x) + λB

(
x

λ

)
= x

}
est borné pour tout 0 < λ < 1. Alors l’équation

x = T (x) + B(x), x ∈ X,

admet au moins une solution.
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Chapitre 2

Système des équations
différentielles impulsives avec deux

conditions aux limites

2.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous établissons deux résultats concernant l’existence et l’uni-

cité des solutions pour un système d’équations différentielles impulsives d’ordre deux,
muni de deux conditions aux limites.

−u′′
1(t) = f1(t, u1(t), u2(t)), t ∈ J ′, (2.1)

−u′′
2(t) = f2(t, u1(t), u2(t)), t ∈ J ′, (2.2)

−∆u′
1 |t=tk

= I1,ku1(tk), k = 1, 2, . . . , m, (2.3)
−∆u′

2 |t=tk
= I2,ku2(tk), k = 1, 2, . . . , m, (2.4)

αu1(0) − βu′
1(0) = 0, αu2(0) − βu′

2(0) = 0, (2.5)
γu1(1) + δu′

1(1) = 0, γu2(1) + δu′
2(1) = 0, (2.6)

où α, β, γ, δ ≥ 0, ρ = βγ + αγ + αδ > 0, J = [0, 1], 0 < t1 < t2 < · · · < tm < 1, J ′ =
J \ {t1, t2, . . . , tm}, fi ∈ C(J × R × R,R), Ii,k ∈ C(R,R), i = 1, 2, k ∈ {1, 2, · · · , m},
∆u′ |t=tk

= u1(t+
k ) − u1(t−

k ), et ∆u′
2 |t=tk

= u2(t+
k ) − u2(t−

k ) où u′
1(t+

k ), u′
2(t+

k ), u′
1(t−

k )
et u′

2(t−
k ) représentent les limites à droit et à gauche de u′

1(t) et u′
2(t) en t = tk,

respectivement. On pose J0 = [0, t1], Jk = (tk, tk+1], k = 1, . . . , m, tm+1 = 1, et soit
yk la restriction de la fonction y to Jk.
Dans ce chapitre on considère l’espace des solutions du système (2.1)-(2.6)

PC2(J,R) = {y ∈ C([0, 1],R) : yk ∈ C2(Jk,R), k = 0, . . . , m, tels que
y′(t−

k ) et y′(t+
k ) existe avec y′(tk) = y′(t−

k ) pour k = 1, . . . , n}. (2.7)

13
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Soient PC2(J,R) × PC2(J,R) muni de la norme vectorielle ∥ · ∥ définie par ∥v∥ =
(∥u1∥P C2 , ∥u2∥P C2) pour v = (u1, u2), où x ∈ PC2(J,R), on a ∥x∥P C2 = sup

t∈J
|x(t)| +

sup
t∈J

|x′(t)|. Il est clair que (PC2(J,R) × PC2(J,R), ∥ · ∥P C2) est un espace de Banach
généralisé. Nous aurons aussi besoin

PCA(J,R) = {y ∈ C([0, 1],R) : y′
k ∈ AC1(Jk,R), k = 0, . . . , m, tels que

y′(t−
k ) and y′(t+

k ) existe avec y′(tk) = y′(t−
k ) pour k = 1, . . . , n} (2.8)

muni de la norme vectorielle ∥ · ∥ definie par ∥v∥ = (∥u1∥P CA, ∥u2∥P CA) pour v =
(u1, u2), où pour x ∈ PCA(J,R), on pose ∥x∥P CA = sup

t∈J
|x(t)|.

2.2 Résultat d’existence et d’unicité
La démonstration du résultat d’existence et d’unicité des solutions de système

(2.1)-(2.6) est basée essentiellement sur le théorème du point fixe de Perov.

Lemme 2.2.1. Le vecteur (u1, u2) ∈ PC2(J,R) × PC2(J,R) est une solution du
système différentiel (2.1)-(2.6) si et seulement si

u1(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f1(s, u1(s), u2(s))ds +

m∑
k=1

G(t, tk)I1,k(u1(tk)),

u2(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f2(s, u1(s), u2(s))ds +

m∑
k=1

G(t, tk)I2,k(u2(tk)),
(2.9)

où

G(t, s) = 1
ρ

(γ + δ − γt)(β + αs), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

(β + αt)(γ + δ − γs), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.
(2.10)

Démonstration. Supposons que le vecteur (u1, u2) ∈ PC1([0, T ],R) × PC1([0, T ],R)
est une solution du système différentiel (2.1) − (2.6).
Si t ∈ [0, t1[ alors

−u′′
i (t) = fi(t, u1(t), u2(t)), pour i = 1, 2,

ce qui implique

u′
i(t) = u′

i(0) −
∫ t

0
f(s, u1(s), u2(s)) ds pour i = 1, 2. (2.11)

En intégrant (2.11), on trouve que

ui(t) = ui(0) + u′
i(0)t −

∫ t

0
(t − s)fi(s, u1(s), u2(s)) ds pour i = 1, 2.
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Si t ∈ [t1, t2[ alors

u′
i(t) = u′

i(t+
1 ) +

∫ t

t1
fi(s, u1(s), u2(s))ds

= −∆u′
i(t+

1 ) + u′
i(t−

1 ) −
∫ t

t1
fi(s, u1(s), u2(s))ds

= u′
i(0) − Ii,1(ui(t1)) −

∫ t2

0
fi(s, u1(s), u2(t)) ds −

∫ t

t2
fi(s, u1(s), u2(s))ds.

D’où

u′
i(t) = u′

i(0) − Ii,1ui(t1) −
∫ t

0
fi(s, u1(s), u2(s)) ds pour i = 1, 2. (2.12)

En intégrant (2.12), on trouve que

ui(t) = ui(0) + u′
i(0)t − Ii,1(ui(t1))(t − t1) −

∫ t

0
fi(s, u1(s), u2(s)) ds pour i = 1, 2.

Si t ∈ [t2, t3[ alors

u′
i(t) = u′

i(t+
2 ) +

∫ t

t2
fi(s, u1(s), u2(s))ds

= −∆u′
i(t+

2 ) + u′
i(t−

2 ) −
∫ t

t2
fi(s, u1(s), u2(s))ds

= u′
i(0) − Ii,1(ui(t1)) − Ii,2(ui(t2)) −

∫ t2

0
fi(s, u1(s), u2(t)) ds

−
∫ t

t2
fi(s, u1(s), u2(s))ds.

Par conséquent

u′
i(t) = u′

i(0) − Ii,1(ui(t1)) − Ii,2(ui(t2)) −
∫ t

0
fi(s, u1(s), u2(s)) ds (2.13)

pour i = 1, 2.

En intégrant (2.13), on trouve que

ui(t) = ui(0) + u′
i(0)t − (Ii,2ui(t2) + Ii,1ui(t1))(t − t2) −

∫ t

0
fi(s, u1(s), u2(s)) ds

pour i = 1, 2.

Si t ∈ [tk, tk+1[ alors

u′
i(t) = u′

i(0) −
∫ t

0
fi(s, u1(s), u2(s)) ds −

∑
0<tk<t

Ii,kui(tk), (2.14)
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pour i = 1, 2.

En intégrant (2.14), on trouve que

ui(t) = ui(0) + u′
i(0)t −

∫ t

0
(t − s)f1(s, u1(s), u2(s)) ds −

∑
0<tk<t

Ii,kui(tk)(t − tk), (2.15)

pour i = 1, 2.

En posant t = 1 dans (2.14) et (2.15), on trouve que

u′
i(1) = u′

i(0) −
∫ 1

0
fi(s, u1(s), u2(s))ds

−
m∑

k=1
Ii,k(ui(tk)), pour i = 1, 2.

(2.16)

ui(1) = ui(0) + u′
i(0) −

∫ 1

0
(1 − s)fi(s, u1(s), u2(s))ds

−
m∑

k=1
Ii,k(ui(tk))(1 − tk), pour i = 1, 2.

(2.17)

Donc

γui(1) + δu′
i(1) = γui(0) + γu′

i(0) − γ
∫ 1

0
(1 − s)fi(s, u1(s), u2(s)) ds

−γ
m∑

k=1
Ii,kui(tk)(1 − tk) + δu′

i(0)

−δ
∫ 1

0
fi(s, u1(s), u2(s)) ds − δ

m∑
k=1

Ii,kui(tk), pour i = 1, 2.

On déduit alors que

γui(1) + δu′
i(1) = γui(0) + (γ + δ)u′

i(0) −
∫ 1

0
(γ + δ − γs)fi(s, u1(s), u2(s))ds

−
m∑

k=1
Ii,k(ui(tk))(γ + δ − γtk), pour i = 1, 2.

On utilise les deux conditions αu′
i(0) − βu′

i(0) = 0 et γui(1) + δu′
i(1) = 0 on déduit

que 

αu′
i(0) − βu′

i(0) = 0,

γui(0) + (γ + δ)u′
i(0) =

∫ 1

0
(γ + δ − γs)

∫ 1

0
fi(s, u1(s), u2(s)) ds

+
m∑

k=1
Ii,kui(tk)(γ + δ − γtk).

(2.18)

La forme matricielle du système (2.18) est :
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(
α −β
γ γ + δ

)(
u(0)
u′(0)

)
=

 0∫ 1
0 (γ + δ − γs)fi(s, u1(s), u2(s))ds +

m∑
k=1

Ii,kui(tk)(γ + δ − γtk)


pour i = 1, 2.

En appliquant la méthode de Cramer, on obtient

ui(0) = β

ρ

[∫ 1

0
(γ + δ − γs)fi(s, u1(s), u2(s))ds +

m∑
k=1

(γ + δ − γtk)Ii,k(ui(tk))
]

et

u′
i(0) = α

ρ

[∫ 1

0
(γ + β − γs)fi(s, u1(s), u2(s))ds +

m∑
k=1

(γ + δ − γtk)Ii,k(ui(tk))
]

avec ρ = αγ + αδ − γβ ̸= 0.
En remplaçant ui(0) et u′

i(0) dans (2.15), on obtient

ui(t) =β

ρ

[∫ 1

0
(γ + δ − γs)fi(s, u1(s), u2(s))ds +

m∑
k=1

(γ + δ − γtk)Ii,k(ui(tk))
]

+ αt

ρ

[∫ 1

0
(γ + δ − γs)fi(s, u1(s), u2(s))ds +

m∑
k=1

(γ + δ − γtk)Ii,k(ui(tk))
]

−
∫ t

0
(t − s)fi(s, u1(s), u2(s))ds −

∑
0<tk<t

(t − tk)Ii,k(ui(tk)) pour i = 1, 2.

Par conséquent

ui(t) =1
ρ

∫ 1

0
(αt + β)(γ + δ − γs)fi(s, u1(s), u2(s))ds

− 1
αγ + αδ − γβ

∫ t

0
(t − s)(αγ + αδ − γβ)fi(s, u1(s), u2(s))

+ 1
αγ + αδ − γβ

m∑
k=1

(αt + β)(γ + δ − γtk)Ii,k(ui(tk))

− 1
αγ + αδ − γβ

∑
0<tk<t

(t − tk)(αγ + αδ − γβ)Ii, k(ui(tk)).
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Alors

ui(t) = 1
αγ + αδ − γβ

∫ t

0
(αt + β)(γ + δ − γs)fi(s, ui(s), ui(s))ds

+ 1
αγ + αδ − γβ

∫ 1

t
(αt + β)(γ + δ − γs)fi(s, u1(s), u2(s))ds

− 1
αγ + αδ − γβ

∫ t

0
(t − s)(αγ + αδ − γβ)fi(s, u1(s), u2(s))

+ 1
αγ + αδ − γβ

∑
0<tk<t

(αt + β)(γ + δ − γtk)Ii,k(ui(tk))

+ 1
αγ + αδ − γβ

∑
tk>t

(αt + β)(γ + δ − γtk)Ii,k(ui(tk))

− 1
αγ + αδ − γβ

∑
0<tk<t

(t − tk)(αγ + αδ − γβ)Ii, k(ui(tk))

Après la simplification

ui(t) = 1
αγ + αδ − γβ

[ ∫ t

0
(γ + δ − γt)(β + αs)fi(s, u1(s), u2(s))ds

+
∫ 1

t
(αt + β)(γ + δ − γs)fi(s, ui(s), ui(s))ds

+
∑

0<tk<t

(γ + δ − γt)(β + αtk)Ii,k(ui(tk)

+
∑
tk>t

(αt + β)(γ + δ − γtk)Ii,k(ui(tk)
]

pour i = 1, 2.

Donc 
u1(t) =

∫ 1

0
G(t, s)f1(s, u1(s), u2(s))ds +

m∑
k=1

G(t, tk)I1,k(u1(tk)),

u2(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f2(s, u1(s), u2(s))ds +

m∑
k=1

G(t, tk)I2,k(u2(tk)),

avec G est une fonction de Green définie par :

G(t, s) = 1
ρ

(γ + δ − γt)(β + αs), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

(β + αt)(γ + δ − γs), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.
(2.19)

où ρ = αγ + αδ − γβ ̸= 0
Inversement, si le vecteur (u1, u2) est une solution de (2.9), Alors

ui(t) =
∫ 1

0
G(t, s)fi(s, u1(s), u2(s))ds +

m∑
k=1

G(t, tk)Ii,k(ui(tk)), pour i = 1, 2.
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i.e,

ui(t) =
∫ t

0

1
ρ

(γ + δ − γt)(β + αs)fi(s, u1(s), u2(s))ds

+
∫ 1

t

1
ρ

(β + αt)(γ + δ − γs)fi(s, u1(s), u2(s))ds

+
∑
tk<t

1
ρ

(γ + δ − γt)(β + αtk)Ii,k(ui(tk))

+
∑
tk>t

1
ρ

(β + αt)(γ + δ − γtk)Ii,k(ui(tk)), pour i = 1, 2, t ̸= tk,

et

u′
i(t) = −γ

ρ

∫ t

0
(β + αs)fi(s, u1(s), u2(s))ds + α

ρ

∫ 1

t
(γ + δ − γs)fi(s, u1(s), u2(s))ds

+−γ

ρ

∑
tk<t

(β + αtk)Ii,k(ui(tk))

+α

ρ

∑
tk>t

(γ + δ − γtk)Ii,k(ui(tk)), pour i = 1, 2, t ̸= tk.

En dérivant deux fois, on obtient

u′′
i (t) = 1

ρ

(
−γ

∫ t

0
(β + αs)fi(s, u1(s), u2(s))ds + α

∫ 1

t
(γ + δ − γs)fi(s, u1(s), u2(s))ds

)′

= 1
αγ + αδ − γβ

(−γ(β + αs)fi(t, u1(t), u2(t))ds − α(γ + δ − γs)fi(t, u1(t), u2(t)))

= −fi(s, u1(s), u2(s)), pour i = 1, 2, t ̸= tk.

Puisque

ui(0) = β

ρ

∫ 1

0
(γ + δ − γs)fi(s, u1(s), u2(s))ds + β

ρ

m∑
k=1

(γ + δ − γtk)Ii,k(ui(tk)),

u′
i(0) = α

ρ

∫ 1

0
fi(s, u1(s), u2(s))ds + α

ρ

m∑
k=1

(γ + δ − γtk)Ii,k(ui(tk)),

pour i = 1, 2, on trouve que αu′
i(0) − βu′

i(0) = 0 pour i = 1, 2.
Puisque,

ui(1) = δ

ρ

∫ 1

0
(β + αs)fi(s, u1(s), u2(s))ds + δ

ρ

m∑
k=1

(β + αtk)Ii,k(u2(tk)),

et

u′
i(1) = −γ

ρ

∫ 1

0
(β + αs)fi(s, u1(s), u2(s))ds + −γ

ρ

∑
tk<t

(β + αtk)Ii,k(ui(tk)),
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pour i = 1, 2, on obtient que γui(1) + δu′
i(1) = 0 pour i = 1, 2.

Alors

ui(t+
k )−ui(t−

k ) = 1
ρ

(−γ(β+αtk)−α(γ+δ−γtk)Ii,k(ui(tk)) = −Ii,k(ui(tk)), pour i = 1, 2,

Théorème 2.2.2. On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :
(H1) Il existe quatre constantes réelles positives P1, P2, P3, et P4 telles que|f1(t, u1, u2) − f1(t, ū1, ū2)| ≤ P1|u1 − ū1| + P2|u2 − ū2|,

|f2(t, u1, u2) − f2(t, ū1, ū2)| ≤ P3|u1 − ū1| + P4|u2 − ū2|,

pour chaque u1, u2, , ū1, ū2 ∈ R et chaque t ∈ J ;

(H2) Il exist K1,k et K2,k tels que

|I1,k(u1) − I1,k(ū1)| ≤ K1,k|u1 − ū1|, k = 1, 2, ..., m,

et
|I2,k(u2) − I2,k(ū2)| ≤ K2,k|u2 − ū2|, k = 1, 2, ..., m,

pour tout u1, u2, ū1, ū2 ∈ R.
Si la matrice

M := G∗
(

P1 + mK1 P2
P3 P4 + mK2

)
(2.20)

convergent vers 0, où G∗ = sup{|G(t, s)| : (t, s) ∈ J × J}, K1 = max{k1,k} et
K2 = max{K2,k} pour k = 1, 2, ..., m, alors le problem (2.1) − (2.6) admet une unique
solution.

Démonstration. On considère l’opérateur suivant :

N : C(J,R) × C(J,R) → C(J,R) × C(J,R),

défini par
N(u1, u2) = (A1(u1, u2), A2(u1, u2)),

où

A1(u1, u2)(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f1(s, u1(s), u2(s))ds +

m∑
k=1

G(t, tk)I1,k(u1(tk)),

et

A2(u1, u2)(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f2(s, u1(s), u2(s))ds +

m∑
k=1

G(t, tk)I2,k(u2(tk)).

Soit (u1, u2), (ū1, ū2) ∈ C(J,R) × C(J,R), alors
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|A1(u1, u2)(t) − A1(ū1, ū2)(t))|

≤
∫ 1

0
|G(t, s)||f1(s, u1(s), u2(s)) − f1(s, ū1(s), ū2(s))|ds

+
m∑

k=1
|G(t, tk)||I1,k(u1(tk)) − I1,k(ū1(tk))|

≤ G∗
∫ 1

0
[P1|u1(s) − ū1(s)| + P2|u2(s) − ū2(s)|] ds

+ G∗
m∑

k=1
K1,k|u1(tk) − ū1(tk)|

≤ G∗
(

P1 +
m∑

k=1
K1,k

)
∥u1 − ū1∥∞ + G∗P2∥u2 − ū2∥∞

≤ G∗ [(P1 + mK1) ∥u1 − ū1∥∞ + P2∥u2 − ū2∥∞] ,

donc

∥A1(u1, u2) − A1(ū1, ū2)∥C ≤ G∗
[(

P1 + mK1
)
∥u1 − ū1∥C + P2∥u2 − ū2∥C

]
. (2.21)

De même

|A2(u1, u2)(t) − A2(ū1, ū2)(t)|

≤
∫ 1

0
|G(t, s)||f2(s, u1(s), u2(s)) − f2(s, ū1(s), ū2(s))|ds

+
m∑

k=1
|G(t, tk)||I2,k(u2(tk)) − I2,k(ū2(tk))|

≤ G∗
∫ 1

0
[P3|u1(s) − ū1(s)| + P4|u2(s) − ū2(s)|] ds

+ G∗
m∑

k=1
K2,k|u2(tk) − ū2(tk)|.

≤ G∗P3||u1 − ū1||∞ + G∗
(

P4 +
m∑

k=1
K2,k

)
||u2 − ū2||∞.

≤ G∗ [P3||u1 − ū1||∞ + (P4 + mK2) ||u2 − ū2||∞] ,

donc

∥A2(u1, u2) − A2(ū1, ū2)∥C ≤ G∗
[
P3∥u1 − ū1∥C +

(
P4 + mK2

)
∥u2 − ū2∥C

]
. (2.22)

Apartire de (2.21) et (2.22), alors[
∥A1(u1, u2) − A1(ū1, ū2)∥C

∥A2(u1, u2) − A2(ū1, ū2)∥C

]
≤ M

[
∥u1 − ū1∥C

∥u2 − ū2∥C

]
.
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Où
M := G∗

(
P1 + mK1 P2

P3 P4 + mK2

)
.

Alors par (2.20), N est une contraction, donc par le Théoréme du point fixe de Perov
(Théorème 1.2.5), N admet un unique point fixe, qui est une unique solution de
système (2.1) − (2.6).

2.2.1 Exemple
Exemple 2.2.1. Considérons le système différentiel impulsif du second ordre suivant :

−u′′
1(t) = 1

6 · u2
2(t)

1 + u2
2(t)

sin(2u1(t)) := f1(t, u1(t), u2(t)), t ∈ J \
{1

4

}
, (2.23)

−u′′
2(t) = 1

8 · u2
2(t)

1 + u2
2(t)

cos(2u1(t)) := f2(t, u1(t), u2(t)), t ∈ J \
{1

4

}
, (2.24)

−∆u′
1

(1
4

)
= 1

4 cos
(

u1

(1
4

))
, (2.25)

−∆u′
2

(1
4

)
= 1

3 sin
(

u2

(1
4

))
, (2.26)

u1(0) = u′
1(0) = 0, u2(0) = u′

2(0) = 0. (2.27)

On observe que α = δ = 1 et β = γ = 0. Alors, on a :

∂f1

∂u1
(t, u1, u2) = 1

3 · u2
2

1 + u2
2

cos(2u1),

∂f1

∂u2
(t, u1, u2) = 1

3 · u2

(1 + u2
2)2 sin(2u1),

∂f2

∂u1
(t, u1, u2) = −1

4 · u2
2

1 + u2
2

sin(2u1),

∂f2

∂u2
(t, u1, u2) = 1

4 · u2

(1 + u2
2)2 cos(2u1).

De plus, comme :

sup
u1,u2∈R

∣∣∣∣∣∂f1

∂u1
(t, u1, u2)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
3 , sup

u1,u2∈R

∣∣∣∣∣∂f1

∂u2
(t, u1, u2)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
3 ,

sup
u1,u2∈R

∣∣∣∣∣∂f2

∂u1
(t, u1, u2)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
4 , sup

u1,u2∈R

∣∣∣∣∣∂f2

∂u2
(t, u1, u2)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
4 ,

Alors, d’après l’inégalité des accroissements finis, on obtient :

|f1(t, u1, u2) − f1(t, ū1, ū2)| ≤ 1
3 |u1 − ū1| + 1

3 |u2 − ū2|,

|f2(t, u1, u2) − f2(t, ū1, ū2)| ≤ 1
4 |u1 − ū1| + 1

4 |u2 − ū2|.
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D’après la condition (H1), on a : P1 = 1
3 , P2 = 1

3 , P3 = 1
4 , P4 = 1

4 .
De plus :

|I1,1(u1) − I1,1(ū1)| ≤ 1
4 |u1 − ū1| pour tout u1, ū1 ∈ R, t ∈ [0, 1],

|I1,2(u2) − I1,2(ū2)| ≤ 1
3 |u2 − ū2| pour tout u2, ū2 ∈ R, t ∈ [0, 1].

Ainsi, la condition (H3) est également vérifiée.
D’après (2.19), la fonction de Green du problème homogène est donnée par :

G(t, s) =

s, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

t, 0 ≤ t ≤ s ≤ 1.

On vérifie facilement que :

G∗ = sup
(t,s)∈J×J

|G(t, s)| = 1.

D’après (2.20), on a :

M =
(

7
12

1
3

1
4

7
12

)
,

dont les valeurs propres sont λ1 ≈ 0,872 et λ2 ≈ 0,294. Par conséquent, M est une
matrice convergente.

Toutes les conditions du Théorème 2.2.2 sont donc satisfaites. Ainsi, le système
(2.23)–(2.27) admet une unique solution.

2.3 Résultat d’existence
Dans cette section, nous donnons un résultat d’existence basé sur l’alternative

non linéaire de type Leray-Schauder. Nous avons besoin des conditions suivantes pour
obtenir notre résultat :

(C1) Les deux fonctions f1 et f2 sont L1-carathéodory.

(C2) Il existe des fonctions p, q, h, g, q̃ et h̄ ∈ L1([0, 1],R+) et des constantes α1, α2
et α4 ∈ [0, 1) telles que pour tout t ∈ J et u1, u2 ∈ R

|f1(t, u1, u2)| ≤ p(t)|u1|α1 + q(t)|u2|α2 + h(t),

et
|f2(t, u1, u2)| ≤ p̃(t)|u1|α3 + q̃(t)|u2|α4 + ¯h(t).
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(C3) Il existe des constantes ck, bk, c∗
k, b∗

k ∈ R+ et βk, β∗
k ∈ [0, 1) telles que

|I1,k(u1)| ≤ ck + bk|u1|βk , k = 1, 2, ..., m, u1 ∈ R,

et

|I2,k(u2)| ≤ c∗
k + b∗

k|u2|β
∗
k , k = 1, 2, ..., m, u2 ∈ R.

Théorème 2.3.1. Supposons que les conditions (C1) − (C3) sont satisfaites, alors le
système (2.1) − (2.6) admet au moins une solution.

Démonstration. Soit N l’opérateur défini dans la démonstration du Théorème 2.2.2.
On considère l’ensemble suivant :

Bq = {(u1, u2) ∈ C(J,R) × C(J,R) : ∥u1∥∞ ≤ q, ∥u2∥∞ ≤ q} (2.28)

où q > 0 est une constante positive.
On va démontrer que l’opérateur N satisfait les hypothèses de l’alternative non

linéaire de Leray–Schauder. La démonstration est présentée en plusieurs étapes.
Étape 1 : N est un opérateur continu.
Soit (u1,n, u2,n) une suite telle que (u1,n, u2,n) → (ũ1, ũ2) dans C(J,R)×C(J,R) lorsque
n → ∞. Alors

|A1(u1,n, u2,n)(t) − A1(ũ1, ũ2)(t)|

≤
∫ 1

0
|G(t, s)||f1(s, u1,n(s), u2,n(s)) − f1(s, ũ1(s), ũ2(s))|ds

+
m∑

k=1
|G(t, tk)||I1,k(un(tk)) − I1,k(ũ1(tk))|

≤ G∗
∫ 1

0
|f1(s, u1,n(s), u2,n(s)) − f1(s, ũ1(s), ũ2(s))|ds

+ G∗
m∑

k=1
|I1,k(u1,n(tk)) − I1,k(ũ1(tk))|.

Puisque f1 est une fonction de L1-carathéodory et I1,k (pour k = 1, 2, ..., m) sont
continues, alors par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons :

∥A1(u1,n, u2,n) − A1(ũ1, ũ2)∥C → 0; n → ∞.

De même,
∥A2(u1,n, u2,n) − A2(ũ1, ũ2)∥C → 0; n → ∞.

Ainsi, N est continu.
Étape 2 : L’opérateur N transforme tout ensemble borné Bq en un ensemble borné.
Il suffit de montrer que pour tout q > 0, il existe une constante positive l = (l1, l2)
telle que pour tout (u1, u2) ∈ C(J,R) × C(J,R), on a :

∥N(u1, u2)∥c≤ l.

24



Chapitre 2. Système des équations différentielles impulsives avec deux conditions
aux limites

Pour tout t ∈ J , on a

|A1(u1, u2)(t)| ≤
∫ 1

0
|G(t, s)||f1(s, u1(s), u2(s))|ds +

m∑
k=1

|G(t, tk)||I1,k(u1(tk))|

≤ G∗
∫ 1

0
(p(s)|u1(s)|α1 + q(s)|u2(s)|α2 + h(s)) ds

+G∗
m∑

k=1

(
ck + bk|u1(tk)|βk

)
≤ G∗∥u1∥α1

∞

∫ 1

0
p(s)ds + G∗∥u2∥α2

∞

∫ 1

0
q(s)ds + G∗

∫ 1

0
h(s)ds

+G∗
m∑

k=1

(
ck + bk∥u1∥βk

∞

)
≤ G∗qα1∥p∥L1 + G∗qα2∥q∥L1 + G∗∥h∥L1 + G∗

m∑
k=1

(
ck + bkqβk

)
.

Ainsi

∥A1(u1, u2)∥P C ≤ G∗qα̃
(
∥p∥L1 + ∥q∥L1 +

m∑
k=1

bk

)
+ G∗

(
∥h∥L1 +

m∑
k=1

ck

)
:= l1,

où
α̃ = max{α1, α2, βk : k = 1, 2, ..., m}.

De même,

∥A2(u1, u2)∥C ≤ G∗qᾱ
(
∥p̃∥L1 + ∥q̃∥L1 +

m∑
k=1

b∗
k

)
+ G∗

(
∥h̄∥L1 +

m∑
k=1

c∗
k

)
:= l2,

où
ᾱ = max{α3, α4, β∗

k : k = 1, 2, ..., m}.

Etape 3 : L’opérateur N transforme tout ensemble borné Bq en un ensemble
équicontinu.
Soient r1, r2 ∈ J, r1 < r2, u ∈ Bq. on a
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|A1(u1, u2)(r2) − A1(u1, u2)(r1)|

≤
∫ 1

0
|G(r2, s) − G(r1, s)||f1(s, u1(s), u2(s))|ds

+
m∑

k=1
|G(r2, tk) − (G(r1, tk)||I1,k(u1(tk))|

≤
∫ 1

0
|G(r2, s) − G(r1, s)|[(p(s)|u1(s)|α1

+ q(s)|u2(s)|α2 + h(s))]ds

+
m∑

k=1
|G(r2, tk) − G(r1, tk)|

(
ck + bk|u1(s)|βk

)
≤ qα1

∫ 1

0
|G(r2, s) − G(r1, s)|p(s)ds

+ qα2
∫ 1

0
|G(r2, s) − G(r1, s)|q(s)ds

+
∫ 1

0
|G(r2, s) − G(r1, s)|h(s)ds

+
m∑

k=1
|G(r2, tk) − G(r1, tk)|

(
ck + bkqβk

)
.

De même

|A2(u1, u2)(r2) − A2(u1, u2)(r1)|

≤ qα3
∫ 1

0
|G(r2, s) − G(r1, s)|p̃(s)ds

+ qα4
∫ 1

0
|G(r2, s) − G(r1, s)|q̃(s)ds

+
∫ 1

0
|G(r2, s) − G(r1, s)|h̄(s)ds

+
m∑

k=1
|G(r2, tk) − G(r1, tk)|

(
c∗

k + b∗
kqβk

)
.

Les intégrales ci-dessus tendent vers zéro lorsque r2 → r1. Par conséquent, N(Bq) est
équicontinu. D’après le théorème d’Arzelà–Ascoli, N : Bq → C(J,R) × C(J,R) est
complètement continu.

Étape 4 : Estimation à priori des solutions
Soit (u1, u2) ∈ C(J,R) × C(J,R) avec (u1, u2) = λN(u1, u2) pour 0 < λ < 1, alors
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u1 = λA1(u1, u2) et u2 = λA2(u1, u2). Ainsi, pour t ∈ [0, 1] on a

|u1(t)| ≤
∫ 1

0
|G(t, s)||f1(s, u1(s), u2(s))|ds +

m∑
k=1

|G(t, tk)||I1,k(u1(tk))|

≤ G∗
∫ 1

0
[(p(s)|u1(s)|α1 + q(s)|u2(s)|α2 + h(s))]ds

+G∗
m∑

k=1
(ck + bk|u1(tk)|βk)

≤ G∗∥u1∥α1
C

∫ 1

0
p(s)ds + G∗∥u2∥α2

C

∫ 1

0
q(s)ds + G∗

∫ 1

0
h(s)ds

+G∗
m∑

k=1
(ck + bk∥u1∥βk

C ).

Donc

∥u1∥C ≤ G∗∥u1∥α1
C ∥p∥L1 + G∗∥u2∥α2

C ∥q∥L1 + G∗∥h∥L1

+G∗
m∑

k=1
(ck + bk∥u1∥βk

C ).

De même, on trouve

∥u2∥C ≤ G∗∥u1∥α3
C ∥p̃∥L1 + G∗∥u2∥α4

C ∥q̃∥L1 + G∗∥h̄∥L1

+G∗
m∑

k=1
(c∗

k + b∗
k∥u2∥

β∗
k

C ).

Remarquons que si ϵ ≤ δ et ∥u∥ > 1, alors ∥u∥ϵ ≤ ∥u∥δ. Ainsi ∥u∥ϵ ≤ 1 + ∥u∥δ pour
tout u. Nous avons alors
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∥u1∥∞ + ∥u2∥∞

≤ G∗ (∥q∥L1 + ∥p̃∥L1) (∥u1∥α3
∞ + ∥u2∥α2

∞ )
+ G∗ (∥p∥L1 + ∥q̃∥L1) (∥u1∥α1

∞ + ∥u2∥α4
∞ )

+ G∗
m∑

k=1
(bk + b∗

k)
(
∥u1∥βk

C + ∥u2∥
β∗

k
C

)

+ G∗
(

m∑
k=1

(ck + c∗
k) + ∥h∥L1 + ∥h̄∥L1

)

≤ G∗
(

∥q∥L1 + ∥p̃∥L1 + ∥p∥L1 + ∥q̄∥L1 +
m∑

k=1
(bk + b∗

k)
)(

1 + ∥u1∥α∗

∞ + ∥u2∥α∗

∞

)

+ G∗
(

m∑
k=1

(ck + c∗
k) + ∥h∥L1 + ∥h̃∥L1

)

≤ 2G∗
(

∥q∥L1 + ∥p̃∥L1 + ∥p∥L1 + ∥q̄∥L1 +
m∑

k=1
(bk + b∗

k)
)

(∥u1∥∞ + ∥u2∥∞)α∗

+ G∗
(

∥q∥L1 + ∥p̃∥L1 + ∥p∥L1 + ∥q̄∥L1 +
m∑

k=1
(bk + b∗

k)
)

+ G∗
(

m∑
k=1

(ck + c∗
k) + ∥h∥L1 + ∥h̃∥L1

)

Où
α∗ = max{α1, α2, α3, α4, βk, β∗

k : k = 1, 2, ..., m}.

Si ∥u1∥C + ∥u2∥C > 1, alors

∥u1∥C + ∥u2∥C(
∥u1∥C + ∥u2∥C

)α∗ ≤ 2G∗
(

∥q∥L1 + ∥p̃∥L1 + ∥p∥L1 + ∥q̄∥L1 +
m∑

k=1
(bk + b∗

k)
)

+G∗

(
∥q∥L1 + ∥p̃∥L1 + ∥p∥L1 + ∥q̄∥L1 +

m∑
k=1

(bk + b∗
k)
)

∥u1∥C + ∥u2∥C

+G∗

m∑
k=1

(ck + c∗
k) + ∥h∥L1 + ∥h̄∥L1(

∥u∥C + ∥v∥C

)α∗
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où(
∥u1∥C + ∥u2∥C

)1−α∗

≤ 2G∗
(

∥q∥L1 + ∥p̃∥L1 + ∥p∥L1 + ∥q̃∥L1 +
m∑

k=1
(bk + b∗

k)
)

+G∗
(

∥q∥L1 + ∥p̃∥L1 + ∥p∥L1 + ∥q̄∥L1 +
m∑

k=1
(bk + b∗

k)
)

+G∗(
m∑

k=1
(ck + c∗

k) + ∥h∥L1 + ∥h̄∥L1).

Cela implique que

∥u1∥C + ∥u2∥C ≤
[
3G∗

(
C1 +

m∑
k=1

(bk + b∗
k)
)

+ G∗
(

m∑
k=1

(ck + c∗
k + C2)

)] 1
1−α∗

:= M2,

où
C1 = ∥q∥L1 + ∥p̃∥L1 + ∥p∥L1 + ∥q̃∥L1 et C2 = ∥h∥L1 + ∥h̄∥L1 .

Par conséquent
∥u1∥C ≤ M2 et ∥u2∥C ≤ M2.

Ensemble

U = {(u1, u2) ∈ C(J,R) × C(J,R) : ∥u1∥C < M2 + 1 et ∥u2∥C < M2 + 1}.

Soit (u1, u2) ∈ ∂U telles que (u1, u2) = λN(u1, u2) et on a M2+1 ≤ M2 c’est imposible,
donc contradiction.
D’après le choix de U , il n’existe pas (u1, u2) ∈ ∂U tels que (u1, u2) = λN(u1, u2) pour
certain λ ∈ (0, 1). Alors d’après l’alternative non linéaire de Laray-shauder (Théorème
1.2.7), l’opérateur N admet un point fixe qui est une solution du système (2.2)−(2.6).
Cela complète la démonstration du théorème.

2.3.1 Exemple
Exemple 2.3.1. Considérons le système différentiel impulsif suivant :

−u′′
1(t) = t3 + 2(t − 1)2|u1(t)|0.8 + et|u2(t)|0.3 + 3 =: f1(t, u1(t), u2(t)), t ∈ J \

{1
2

}
,

(2.29)

−u′′
2(t) = t2 + 4t|u1(t)|0.4 +

(
t − 1

3

)2
|u2(t)|0.6 + 8 =: f2(t, u1(t), u2(t)), t ∈ J \

{1
2

}
,

(2.30)

−∆u′
1

(1
2

)
= 1

6

√
u1

(1
2

)
, (2.31)

−∆u′
2

(1
2

)
= 2

3 |u2

(1
2

)
|

2
5 + 4, (2.32)

u1(0) = u′
1(0) = 0, u2(0) = u′

2(0) = 0. (2.33)
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Par conséquent, on peut écrire :
|f1(t, u1(t), u2(t))| ≤ 2|u1(t)|0.8 + e|u2(t)|0.3 + 4,

|f2(t, u1(t), u2(t))| ≤ 4|u1(t)|0.4 + 4
9 |u2(t)|0.6 + 9,

et 
|I1,1(u1)| ≤ 1

6 |u1|
1
2 ,

|I1,2(u2)| ≤ 2
3 |u2|

2
5 + 4.

pour tout t ∈ J . Maintenant, toutes les hypothèses du théorème 2.3.1 sont satisfaites,
donc le système (2.29)–(2.33) admet au moins une solution.
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Chapitre 3

Systèmes des équations
différentielles impulsives du second

ordre sur un domain non borné

3.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous établissons un résultat d’existence de solutions pour un

système d’équations différentielles impulsives non linéaires du second ordre, avec des
conditions aux limites intégrales sur un intervalle non borné.

−u′′(t) = f(t, u(t), v(t)), t ∈ J, t ̸= tk, (3.1)
−v′′(t) = g(t, u(t), v(t)), t ∈ J, t ̸= tk, (3.2)

∆u(tk) = J1,k(u(tk)), −∆u′(tk) = I1,k(u(tk)), k = 1, 2, · · · , (3.3)
∆v(tk) = J2,k(v(tk)), −∆v′(tk) = I2,k(v′(tk)), k = 1, 2, · · · , (3.4)

u(0) =
∫ ∞

0
h1(s)u(s)ds, u′(∞) = 0, (3.5)

v(0) =
∫ ∞

0
h2(s)v(s)ds, v′(∞) = 0, (3.6)

où J = [0, ∞), f, g ∈ C(J × R × R,R), 0 < t1 < t2 < ... < tk → ∞, Ii,k, Ji,k ∈
C(R,R), pour i = 1, 2, hi ∈ C(R+,R+) avec

∫∞
0 hi(s)ds ̸= 1 pour i = 1, 2, u′(∞) =

limt→∞ u(t), v′(∞) = lim
t→∞

v(t), △u(tk) = u(t+
k ) − u(t−

k ), et △v(tk) = v(t+
k ) − v(t−

k ) où
u(t+

k ), v(t+
k ) et u(t−

k ), v(t−
k ) représenter a limite à droite u(t) et v(t) dans t = tk,

respectivement. Aussi △u′(tk) = u′(t+
k ) − u′(t−

k ) et △v′(tk) = v′(t+
k ) − v′(t−

k ) où
u′(t+

k ), v′(t+
k ) et u′(t−

k ), v′(t−
k ) représenter les limite à droite u′(t) et v′(t) dans t = tk.

Ce résultat est consacrne à l’étude du problème (3.2)− (3.6) et basé sur Théorème
du point fixe de Krasnoselskii.
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Dans ce chapitre on considére l’espace suivant

PC([0, +∞)) =

u : [0, +∞[→ R |
u(t) est continue pour chaque t ̸= tk,
u(t) est continue à gauche en t = tk,
u′(t+

k ) existe, ∀k = 1, 2, . . .


Considérons l’espace E défini par

E =
{

u ∈ PC([0, +∞)), sup
t∈[0,+∞)

|u(t)|
1 + t

< ∞
}

,

E est un espace de Banach, muni de la norme ∥u∥E = sup
t∈[0,+∞)

|u(t)|
1 + t

< ∞.

Alors E × E est un espace de Banach muni de la norme ∥(u, v)∥ = (∥u∥E, ∥v∥E) pour
(u, v) ∈ E × E.
Le résultat suivant est une extension du Théorème de Ascoli-Arzela en des intervalles
non borné.

Lemme 3.1.1. [34] Soit N ⊆ E, alors N est compact dans E, si les conditions
suivantes sont vérifiées :

(a) N est uniformément borné dans E.
(b) Les fonctions {y : y = x

1+t
, x ∈ N} appartenant à N sont équicontinues sur

R+.
(c) Les fonctions {y : y = x

1+t
, x ∈ N} sont equiconvergentes aux +∞, c’est à

dire pour tout ε > 0, il correspond T (ε) > 0 tel que |f(t) − f(+∞)| < ε pour
tout t ≥ 0 et f ∈ M pour tout t ≥ T (ε) et x ∈ N .

3.2 Résultat d’existence
Lemme 3.2.1. Le vecteur (u, v) ∈ PC(J,R) × PC(J,R) est une solution du système
différentiel (3.2) − (3.6) si et seulement si :

u(t) =
∫ ∞

0
H1(t, s)f(s, u(s), v(s)) ds +

∞∑
k=1

H1(t, tk)I1,k(u(tk))

+
∑
tk>t

J1,k(u(tk)) +
∫∞

0 h1(s)
(∑

tk<s J1,k(u(tk))
)

ds

1 −
∫∞

0 h1(s) ds
,

v(t) =
∫ ∞

0
H2(t, s)g(s, u(s), v(s)) ds +

∞∑
k=1

H2(t, tk)I2,k(v(tk))

+
∑
tk>t

J2,k(v(tk)) +
∫∞

0 h2(s)
(∑

tk<s J2,k(v(tk))
)

ds

1 −
∫∞

0 h2(s) ds
.
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Où

Hi(t, s) = G(t, s) + 1
1 −

∫∞
0 hi(s) ds

∫ ∞

0
G(τ, s)hi(τ) dτ, i = 1, 2,

et

G(t, s) =

t, 0 ≤ t ≤ s ≤ ∞,

s, 0 ≤ s ≤ t ≤ ∞.

Démonstration. Tout d’abord, nous considérons le problème :
−u′′(t) = f(t, u(t), v(t)), t ∈ J, t ̸= tk,

∆u(tk) = J1,k(u(tk)), −∆u′(tk) = I1,k(u(tk)), k = 1, 2, . . . ,

u(0) =
∫∞

0 h1(s)u(s) ds, u′(∞) = 0.

Si t ∈ [0, t1[ alors
−u′′(t) = f(t, u(t), v(t)),

ce qui implique
u′(t) = u′(0) −

∫ t

0
f(s, u(s), v(s)) ds. (3.7)

En intégrant (3.7), on obtient :

u(t) = u(0) + u′(0)t −
∫ t

0
(t − s)f(s, u(s), v(s)) ds.

Si t ∈ [t1, t2[ alors

u′(t) = u′(t+
1 ) +

∫ t

t1
f(s, u(s), v(s)) ds

= u′(t−
1 ) − ∆u′(t1) +

∫ t

t1
f(s, u(s), v(s)) ds

= u′(0) − I1(u(t1)) −
∫ t

0
f(s, u(s), v(s)) ds.

D’où,
u′(t) = u′(0) − I1(u(t1)) −

∫ t

0
f(s, u(s), v(s)) ds. (3.8)

En intégrant (3.8), on obtient :

u(t) = u(0) + u′(0)t − I1(u(t1))(t − t1) −
∫ t

0
(t − s)f(s, u(s), v(s)) ds.

Si t ∈ [t2, t3[ alors :

u′(t) = u′(t+
2 ) +

∫ t

t2
f(s, u(s), v(s)) ds

= u′(t−
2 ) − ∆u′(t2) +

∫ t

t2
f(s, u(s), v(s)) ds

= u′(0) − I1(u(t1)) − I2(u(t2)) −
∫ t

0
f(s, u(s), v(s)) ds.
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Ainsi,
u′(t) = u′(0) − I1(u(t1)) − I2(u(t2)) −

∫ t

0
f(s, u(s), v(s)) ds (3.9)

En intégrant (3.9), on trouve que

u(t) = u(0) + u′(0)t − (I2(u(t2)) + I1(u(t1))(t − t2) −
∫ t

0
f(s, u(s), v(s)) ds.

Si t ∈ [tk, tk+1[ alors

u′(t) = u′(0) −
∫ t

0
f(s, u(s), v(s)) ds −

∑
0<tk<t

I1,k(u(tk)), (3.10)

En appliquant lim
t→∞

u′(t) = 0, alors

lim
t→∞

u′(0) −
∫ t

0
f(s, u(s), v(s)) ds −

∑
0<tk<t

I1,ku(tk)
 = 0.

Et en prenant t → ∞, on trouve que

u′(0) =
∫ ∞

0
f(s, u(s), v(s)) ds +

∞∑
k=1

I1,ku(tk). (3.11)

En intégrant l’équation (3.10), on obtient :

u(t) = u′(0)t + u(0) −
∫ t

0
(t − s)f(s, u(s), v(s))ds

−
∑
tk<t

I1,k(u(tk))(t − tk) +
∑
tk<t

J1,k(u(tk)).

Apartir de (3.11), on trouve

u(t) = u(0) +
∫ ∞

0
tf(s, u(s), v(s)) ds +

∞∑
k=1

tI1,k(u(tk))

−
∫ t

0
(t − s)f(s, u(s), v(s))ds −

∑
tk<t

I1,k(u(tk))(t − tk)

+
∑
tk<t

J1,k(u(tk)).

Alors,

u(t) = u(0) +
∫ t

0
tf(s, u(s), v(s)) ds +

∫ ∞

t
tf(s, u(s), v(s)) ds

−
∫ t

0
tf(s, u(s), v(s)) ds +

∫ t

0
sf(s, u(s), v(s)) ds

+
∑
tk<t

tI1,k(u(tk)) +
∑
t>tk

tI1,k(u(tk)) −
∑
tk<t

I1,k(u(tk))t

+
∑
tk<t

I1,k(u(tk))tk +
∑
tk<t

J1,k(u(tk)).
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Donc

u(t) = u(0) +
∫ ∞

0
G(t, s)f(s, u(s), v(s)) ds +

∞∑
k=1

G(t, tk)I1,k(u(tk))

+
∑
tk<t

J1,k(u(tk)).

Où

u(t) =
∫ ∞

0
h1(s)u(s)ds +

∫ ∞

0
G(t, s)f(s, u(s), v(s)) ds

+
∞∑

k=1
G(t, tk)I1,k(u(tk)) +

∑
tk<t

J1,k(u(tk)).

Ainsi∫ ∞

0
h1(s)u(s)ds =

∫ ∞

0
h1(s)

(∫ ∞

0
h1(s)u(s)ds +

∫ ∞

0
G(s, τ)f(τ, u(τ), v(τ))dτ

)
ds

+
∫ ∞

0
h1(s)

( ∞∑
k=1

G(s, tk)I1,k(u(tk)) +
∑
tk<s

J1,k(u(tk))
)

ds.

D’où∫ ∞

0
h1(s)u(s)ds = 1

1 −
∫∞

0 h1(s)ds

(∫ ∞

0

∫ ∞

0
h1(s)G(s, τ)f(τ, u(τ), v(τ))dτ

)

+ 1
1 −

∫∞
0 h1(s)ds

∫ ∞

0
h1(s)

( ∞∑
k=1

G(s, tk)I1,k(u(tk)
)

ds

+ 1
1 −

∫∞
0 h1(s)ds

∫ ∞

0
h1(s)

( ∑
tk<s

J1,k(u(tk))
)

ds.

En substituant dans u(t), on obtient

u(t) =
∫ ∞

0
G(t, s)f(s, u(s), v(s))ds

+
∫∞

0
∫∞

0 h1(s)G(s, τ)f(τ, u(τ), v(τ))dτ

1 −
∫∞

0 h1(s)ds

+
∞∑

k=1
G(t, tk)I1,k(u(tk)) +

∫∞
0 h1(s)

(∑∞
k=1 G(t, tk)I1,k(u(tk))

)
ds

1 −
∫∞

0 h1(s)ds

+
∑
tk<t

J1,k(u(tk) +

∫∞
0 h1(s)

(∑
tk<t J1,k(u(tk)

)
ds

1 −
∫∞

0 h1(s)ds
.
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Donc

u(t) =
∫ ∞

0
H1(t, s)f(s, u(s), v(s))ds +

∞∑
k=1

H1(t, tk)I1,k(u(tk))

+
∑
tk>t

J1,k(u(tk)) +

∫∞
0 h1(s)

(∑
tk<s J1,k(u(tk))

)
ds

1 −
∫∞

0 h1(s)ds
,

Où
H1(t, s) = G(t, s) + 1

1 −
∫∞

0 h1(s)ds

∫ ∞

0
G(τ, s)h1(τ)dτ.

Ensuite, nous considérons le problème .
−v′′(t) = f(t, u(t), v(t)), t ∈ J, t ̸= tk,

△v(tk) = J2,k(v(tk)), △v′(tk) = −I2,k(v(tk)), k = 1, 2, ...,

v(0) =
∫∞

0 h2(s)v(s)ds, v′(∞) = 0,

De même, on obtient

v(t) =
∫ ∞

0
H2(t, s)f(s, u(s), v(s))ds +

∞∑
k=1

H2(t, tk)I1,k(u(tk))

+
∑
tk>t

J2,k(v(tk)) +

∫∞
0 h2(s)

(∑
tk<s J2,k(v(tk))

)
ds

1 −
∫∞

0 h2(s)ds
.

Où
H2(t, s) = G(t, s) + 1

1 −
∫∞

0 h2(s)ds

∫ ∞

0
G(τ, s)h2(τ)dτ

3.2.1 Résultat principal
Dans cette section, nous établissons l’existence d’au moins une solution de le

problème (3.2)−(3.6). Nous avons besoin des hypothèses suivantes pour obtenir notre
résultat :

(H1) f et g sont des fonctions de L1-carathéodory .

(H2) Il existe des fonctions positives ou nulles pi, p̄i ∈ L1[0, +∞) pour i = 1, 2, 3,
telles que

|f(t, u, v)| ≤ P1(t)|u| + P2(t)|v| + P3(t), pour chaque t ∈ J, (u, v) ∈ R2,

et

|g(t, u, v)| ≤ P̄1(t)|u| + P̄2(t)|u| + P̄3(t), pour chaque t ∈ J, (u, v) ∈ R2.
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(H3) Pour tout u, v, ū, v̄ ∈ R, il existe des constantes positives ou nulles ai,k, bi,k ≥
0, i = 1, 2, telles que|I1,k(u) − I1,k(ū)| ≤ a1,k|u − ū|, k = 1, 2, ...

|I2,k(v) − I2,k(v̄)| ≤ a2,k|v − v̄|, k = 1, 2, ...

et |J1,k(u) − J1,k(ū)| ≤ b1,k|u − ū|, k = 1, 2, ..., m, ...

|J2,k(v) − J2,k(v̄)| ≤ b2,k|v − v̄|, k = 1, 2, ..., m, ...

Nous définissons la constante Ni et Ci, i = 1, 2 par

Ni =
(

1 +
∫∞

0 h1(s)ds

h∗
1

)∫ ∞

0
Pi(s)(1 + s)ds < ∞,

Ci =
(

1 +
∫∞

0 h2(s)ds

h∗
2

)∫ ∞

0
P̄i(s)(1 + s)ds < ∞, i = 1, 2,

Ki =
(

1 + ∥hi∥L1

h∗
i

) ∞∑
k=1

(ai,k + bi,k)(1 + tk) < ∞, pour i = 1, 2,

Ainsi que les constantes

N3 =
(

1 +
∫∞

0 h1(s)ds

h∗
1

)(∫ ∞

0
P3(s)ds +

∞∑
k=1

|I1,k(0)| +
∞∑

k=1
|J1,k(0)|

)
< ∞,

C3 =

1 +

∫ ∞

0
h2(s)ds

h∗
2


(∫ ∞

0
P̄3(s)ds +

∞∑
k=1

|I2,k(0)| +
∞∑

k=1
|J2,k(0)|

)
< ∞.

Où
h∗

1 =
∣∣∣∣∣1 −

∫ ∞

0
h1(s)ds

∣∣∣∣∣, h∗
2 =

∣∣∣∣∣1 −
∫ ∞

0
h2(s)ds

∣∣∣∣∣.
Théorème 3.2.2. Supposons que les conditions (H1) − (H3) sont vérifiées avec N1 +
K1 < 1 et C2 + K2 < 1. Si

M̃ =
(

1 − N1 − K1 −N2
−C1 1 − C2 − K2

)
,

et det M̃ > 0. Alors le problème (3.1) admet au moins une solution.

Démonstration. Soient N : E × E → E × E un opérateur défini par

N(u, v) = F (u, v) + B(u, v), (u, v) ∈ E × E,

Où
F (u, v) = (F1(u, v), F2(u, v)), B(u, v) = (B1(u, v), B2(u, v)),
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F1(u(t), v(t)) =
∫ ∞

0
H1(t, s)f(s, u(s), v(s))ds,

F2(u(t), v(t)) =
∫ ∞

0
H2(t, s)g(s, u(s), v(s))ds,

B1(u(t), v(t)) =
∞∑

k=1
H1(t, tk)I1,k(u(tk)) +

∑
tk<t

J1,k(u(tk))

+

∫ ∞

0
h1(s)

( ∑
tk<s

J1,k(u(tk))
)

ds

1 −
∫ ∞

0
h1(s)ds

,

et

B2(u(t), v(t)) =
∞∑

k=1
H2(t, tk)I2,k(u(tk)) +

∑
tk<t

J2,k(u(tk))

+

∫ ∞

0
h2(s)

( ∑
tk<s

J2,k(u(tk))
)

ds

1 −
∫ ∞

0
h2(s)ds

.

On considère l’ensemble suivant :

D = {(u, v) ∈ E × E : ∥u∥E ≤ q et ∥v∥E ≤ q}.

où q est une constante positive.
Il est clair que D est un sous ensemble fermé, borné et convexe. On applique le
Théorème de Krasnoselskii’s 1.2.8 et on donne la preuve en plusieurs étapes.
Étape 2. B est une contraction généralisée.
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Soient (u, ū), (v, v̄) ∈ E × E, d’après (H3), on a :

|B1(u(t), v(t)) − B1(ū(t), v̄(t))|
1 + t

≤
∞∑

k=1

|H1(t, tk)|
1 + t

|I1,k(u(tk)) − I1,k(ū(tk))|

+
∑
tk<t

|J1.k(u(tk)) − J1,k(ū(tk))|

+

∫ ∞

0
h1(s)

∑
tk<s

|J1,k(u(tk)) − J1,k(ū(tk))|
 ds∣∣∣∣1 −

∫ ∞

0
h1(s)ds

∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

G1(t, tk)
1 + t

a1,k|u(tk) − ū(tk)|

+ 1
h∗

1

∞∑
k=1

∫ ∞

0
h1(r)G1(r, tk)

1 + t
dra1,k|u(tk) − ū(tk)|

+
∞∑

k=1
b1,k|u(tk) − ū(tk)|

+

∫ ∞

0
h1(s)ds

h∗
1

∞∑
k=1

b1,k |u(tk) − ū(tk)| .

Ainsi

∥B1(u, v) − B1(ū, v̄)∥E ≤
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

) ∞∑
k=1

(a1,k + b1,k)(1 + t)∥u − ū∥E

:= K1∥u − ū∥E.

De même, on a

∥B2(u, v) − B2(ū, v̄)∥E ≤
(

1 + ∥h2∥L1

h∗
2

) ∞∑
k=1

(a2,k + b2,k)(1 + t)∥u − ū∥E

:= K2∥u − ū∥E.

Donc [
∥B1(u, v) − B1(ū, v̄)∥E

∥B2(u, v) − B2(ū, v̄)∥E

]
≤ M

[
∥u − ū∥E

∥u − ū∥E

]
,

Où
M =

(
K1 0
0 K2

)
.
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Puisque K1, K2 ∈ [0, 1), M converge vers zéro, ce qui implique que B est un opérateur
contractant .
Étape 2. F est un opérateur continu.
Soit (un, vn) → (u, v) lorsque n → ∞. Alors un → u et vn → v. On a

|F1(un(t), vn(t)) − F1(u(t), v(t))|
1 + t

≤
∫ ∞

0

|H1(t, s)|
1 + t

|f(s, un(s), vn(s)) − f(s, u(s), v(s))|ds,

et donc

|F1(un(t), vn(t)) − F1(u(t), v(t))|
1 + t

≤
∫ ∞

0

|H1(t, s)|
1 + t

|f(s, un(s), vn(s))−f(s, u(s), v(s))|ds

Puisque f est L1-Carathéodory, par le Théorème de convergence dominée de lebesgue

∥F1(un, vn) − F1(u, v)∥E → 0, n → ∞,

en même
∥F2(un, vn) − F2(u, v)∥E → 0, n → ∞,

Donc F est continu .
Étape 3. F transforme les ensembles borné D vers des ensembles relativement com-
pacts.

Soit (u, v) ∈ D. Alors, il existe une constante q > 0 telle que ∥u∥E ≤ q et ∥v∥E ≤ q.
Donc pour tout t ∈ [0, +∞). on a

|F1(u(t), v(t))
1 + t

≤
∫ ∞

0

|H1(t, s)|
1 + t

|f(s, u(s), v(s))|ds,

et de même pour F2, Puisque f et g sont des fonctions de L1-Carathéodory, il existe
une fonction ϕM0,M1 ∈ L1[0, ∞), telle que ϕM0,M1 ≥ 0 telle que

|f(t, u(t), v(t))| ≤ ϕr1,r2(t) et |g(t, u(t), v(t))| ≤ ϕr1,r2(t) t ∈ R.

Donc,

∥F1(u, v)∥E ≤
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

)∫ ∞

0
ϕr1,r2(s)ds,

en même, on a

∥F2(u, v)∥E ≤
(

1 + ∥h2∥L1

h∗
2

)∫ ∞

0
ϕr1,r2(s)ds.

Donc, F transforme les ensembles bornés D vers des ensembles bornés D.
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De plus, pour tout T ∈ [0, +∞) et τ1, τ2 ∈ [0, T ] avec τ1 < τ2

∣∣∣∣∣F1(u(τ2), v(τ2))
1 + τ2

− F1(u(τ1), v(τ1))
1 + τ1

∣∣∣∣∣
≤

∫ ∞

0

∣∣∣∣∣H1(τ2, s)
1 + τ2

− H1(τ1, s)
1 + τ1

∣∣∣∣∣|f(s, u(s), v(s))|ds

≤
∫ ∞

0

∣∣∣∣∣H1(τ2, s)
1 + τ2

− H1(τ1, s)
1 + τ1

∣∣∣∣∣ϕr1,r2(s)ds → 0 a τ1 → τ2.

en même, on a∣∣∣∣∣F2(u(τ2), v(τ2))
1 + τ2

− F2(u(τ1), v(τ1))
1 + τ1

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

0

∣∣∣∣∣H2(τ2, s)
1 + τ2

− H2(τ1, s)
1 + τ1

∣∣∣∣∣ϕr1,r2(s)ds → 0

lorsque τ1 → τ2,

Donc F est equicontinu pour tout interval compact de [0, ∞).
Étape 4. L’opérateur N transforme tout ensemble borné D en un ensemble équicon-
vergent.
C’est-à-dire que, pour tout ϵ = (ϵ1, ϵ2) > 0, il existe un T (ϵ) suffisamment grand, avec
T (ϵ) = max(T1(ϵ1), T2(ϵ2)), tel que∣∣∣∣∣F (u(τ2), v(τ2))

1 + τ2
− F (u(τ1), v(τ1))

1 + τ1

∣∣∣∣∣ ≤ ϵ pour tout τ1, τ2 ≥ T (ϵ) et (u, v) ∈ E (3.12)

Puisque ϕr1,r2 ∈ L1[0.∞),
∫∞

0
|Hi(t,s)|

1+t
ϕr1,r2(s)ds < ∞ pour i = 1, 2, on peut donc choisir

T1(ϵ) et T2(ϵ) tels que
∫ ∞

0

|Hi(t, s)|
1 + t

ϕr1,r2(s)ds ≤ ϵi

2 , pour i = 1, 2.

Alors, pour chaque τ1, τ2 ≥ T1(ϵ1), on a

∣∣∣∣∣F1(u(τ2), v(τ2))
1 + τ2

− F1(u(τ1), v(τ1))
1 + τ1

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

0

∣∣∣∣∣H1(τ2, s)
1 + τ2

− H1(τ1, s)
1 + τ1

∣∣∣∣∣ϕr1,r2(s)ds

≤
∫ ∞

0

|H1(τ2, s)|
1 + τ2

ϕr1,r2(s)ds

+
∫ ∞

0

|H1(τ1, s)|
1 + τ1

ϕr1,r2(s)ds

≤ ϵ1

2 + ϵ1

2 = ϵ.
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En même, pour τ1, τ2 ≥ T (ϵ2), on a

∣∣∣∣∣F2(u(τ2), v(τ2))
1 + τ2

− F2(u(τ1), v(τ1))
1 + τ1

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

0

|H2(τ2, s)|
1 + τ2

ϕr1,r2(s)ds

+
∫ ∞

0

|H2(τ1, s)|
1 + τ1

ϕr1,r2(s)ds

≤ ϵ2

2 + ϵ2

2 = ϵ.

Donc, pour chaque τ1,τ2 ≥ max(T1(ϵ1), T2(ϵ2))∣∣∣∣∣F2(u(τ2), v(τ2))
1 + τ2

− F2(u(τ1), v(τ1))
1 + τ1

∣∣∣∣∣ ≤ ϵ pour tout (u, v) ∈ D.

C’est-à-dire, (3.12) est vérifiée.
Donc on déduit d’après lemme 3.1.1 que l’opérateur F est complètement continue.

Étape 5. L’ensemble

B =
{

(u, v) ∈ E × E : λF (u, v) + λB
(

u

λ
,

v

λ

)
= (u, v)

}
,

est borné pour 0 < λ < 1.
Soit (u, v) ∈ B. Alors

u(t) = λ
∫ ∞

0
H1(t, s)f(s, u(s), v(s))ds + λ

∞∑
k=1

H1(t, tk)I1,k

(
u(tk)

λ

)

+λ
∑
tk<t

J1,k

(
u(tk)

λ

)
+ λ

∫∞
0 h1(s)

( ∑
tk<s

J1,k

(
u(tk)

λ

))
ds

1 −
∫∞

0 h1(s)ds
,

et

v(t) = λ
∫ ∞

0
H2(t, s)g(s, u(s), v(s))ds + λ

∞∑
k=1

H2(t, tk)I2,k

(
v(tk)

λ

)

+λ
∑
tk<t

J2,k

(
v(tk)

λ

)
+ λ

∫∞
0 h2(s)

( ∑
tk<s

J2,k

(
v(tk)

λ

))
ds

1 −
∫∞

0 h2(s)ds
.
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Donc

|u(t)|
1 + t

≤
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

)∫ ∞

0
P1(s)|u(s)|ds

+
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

)∫ ∞

0
P2(s)|v(s)|ds

+
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

)∫ ∞

0
P3(s)ds

+
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

) ∞∑
k=1

|I1,k(u(tk)) − I1,k(0) + I1,k(0)|

+
∑
tk<t

|J1,k(u(tk)) − J1,k(0) + J1,k(0)|

+ 1
h∗

1

∫ ∞

0
h1(s)

∑
tk<s

|J1,k(u(tk)) − J1,k(0) + J1,k(0)|ds.

D’où

|u(t)|
1 + t

≤
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

)∫ ∞

0
P1(s) |u(s)|

1 + s
(1 + s)ds

+
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

)∫ ∞

0
P2(s) |v(s)|

1 + s
(1 + s)ds

+
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

)∫ ∞

0
P3(s)ds

+
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

) ∞∑
k=1

a1,k
|(u(tk))|
1 + tk

(1 + tk)

+
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

) ∞∑
k=1

|I1,k(0)|

+
∑
tk<t

b1,k
|(u(tk))|
1 + tk

(1 + tk) +
∑
tk<t

|J1,k(0)|

+∥h1∥L1

h∗
1

∑
tk<s

b1,k
|(u(tk))|
1 + tk

(1 + tk)ds

+∥h1∥L1

h∗
1

∑
tk<s

|J1,k(0)|.
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Donc
|u(t)|
1 + t

≤
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

)∫ ∞

0
P1(s)(1 + s)ds∥u∥E

+
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

)∫ ∞

0
P2(s)(1 + s)ds∥v∥E

+
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

)∫ ∞

0
P3(s)ds

+
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

) ∞∑
k=1

(a1,k + b1,k)(1 + tk)∥u∥E

+
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

) ∞∑
k=1

|I1,k(0)| +
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

) ∞∑
k=1

|J1,k(0)|.

En même, on a

|v(t)|
1 + t

≤
(

1 + ∥h2∥L1

h∗
2

)∫ ∞

0
P̄1(s)(1 + s)ds∥u∥E

+
(

1 + ∥h2∥L1

h∗
2

)∫ ∞

0
P̄2(s)(1 + s)ds∥v∥E

+
(

1 + ∥h2∥L1

h∗
2

)∫ ∞

0
P3(s)ds

+
(

1 + ∥h2∥L1

h∗
2

) ∞∑
k=1

(a2,k + b2,k)(1 + tk)∥v∥E

+
(

1 + ∥h2∥L1

h∗
2

) ∞∑
k=1

|I2,k(0)| +
(

1 + ∥h2∥L1

h∗
2

) ∞∑
k=1

|J2,k(0)|.

Cela implique
∥u∥E ≤ N1∥u∥E + K1∥u∥E + N2∥v∥E + N3,

et
∥v∥E ≤ C1∥u∥E + K2∥u∥E + C2∥v∥E + C3.

Ainsi, nous avons (
1 − N1 − K1 −N2

−C1 1 − C2 − K2

)(
∥u∥E

∥v∥E

)
≤
(

N3
C3

)
.

Donc
M̃

(
∥u∥E

∥v∥E

)
≤
(

N3
C3

)
. (3.13)

Puisque M̃ satisfait les conditions du Lemme 1.2.4, (M̃)−1 est préserve l’ordre. On
peut alors appliquer (M̃)−1 aux deux membres de l’inégalité (3.13) pour obtenir(

∥u∥E

∥v∥E

)
≤ (M̃)−1

(
N3
C3

)
.
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Ainsi, d’après le Théorème 1.2.8, il existe au moins un point fixe, qui constitue une
solution du problème (3.2) − (3.6).

3.2.2 Exemple
Dans cette section, nous présentons un exemple simple pour illustrer notre résultat

principal.

Exemple 3.2.1. Considérons le système différentiel impulsif suivant :

−u′′ = e−t

100(1 + u + v) 2
3 , t ∈ J, t ̸= k, (3.14)

−v′′ = e−t

200(1 + u + v) 1
2 , t ∈ J, t ̸= k, (3.15)

∆u(k) = 1
8k

√
u(k), k = 1, 2, . . . , (3.16)

−∆u′(k) = 1
10k

√
u(k), k = 1, 2, . . . , (3.17)

∆v(k) = e−2k v(k)
1 + v(k) , k = 1, 2, . . . , (3.18)

−∆v′(k) = e−3k v(k)
1 + v(k) , k = 1, 2, . . . , (3.19)

u(0) =
∫ ∞

0
e−4su(s) ds, u′(∞) = 0, (3.20)

v(0) =
∫ ∞

0
e−5sv(s) ds, v′(∞) = 0. (3.21)

Les fonctions associées sont :

f(t, u, v) = e−t

100(1 + u + v) 2
3 , g(t, u, v) = e−t

200(1 + u + v) 1
2 ,

J1,k(u) = 1
8k

√
u, I1,k(u) = 1

10k

√
u,

J2,k(v) = e−2k v

1 + v
, I2,k(v) = e−3k v

1 + v
,

pour tout k ∈ N∗, et
h1(s) = e−4s, h2(s) = e−5s.

Notons que : ∫ ∞

0
e−4s ds = 1

4 ̸= 1,
∫ ∞

0
e−5s ds = 1

5 ̸= 1.

En utilisant l’inégalité suivante :

(1 + x + y)γ ≤ 1 + γx + γy pour x, y ∈ R+, 0 ≤ γ ≤ 1,
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on obtient :
|f(t, u, v)| ≤ e−t

100

(
1 + 2

3 |u| + 2
3 |v|

)
,

|g(t, u, v)| ≤ e−t

200

(
1 + 1

2 |u| + 1
2 |v|

)
.

Ainsi, la condition (H2) est satisfaite avec :

pi(t) = e−t

150 , P̄i(t) = e−t

400 pour i = 1, 2, p3(t) = e−t

100 , P̄3(t) = e−t

200 .

Pour tout u, ū, v, v̄ ∈ R+, on a :

|I1,k(u) − I1,k(ū)| ≤ 1
10k

|u − ū|, |J1,k(u) − J1,k(ū)| ≤ 1
8k

|u − ū|,

|I2,k(v) − I2,k(v̄)| ≤ e−3k|v − v̄|, |J2,k(v) − J2,k(v̄)| ≤ e−2k|v − v̄|.
Donc, la condition (H3) est également satisfaite avec :

a1,k = 1
10k

, b1,k = 1
8k

, a2,k = e−3k, b2,k = e−2k.

Nous calculons maintenant les constantes suivantes :

Ni =
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

)∫ ∞

0
pi(s)(1 + s) ds = 2

255 < ∞, i = 1, 2,

Ci =
(

1 + ∥h2∥L1

h∗
2

)∫ ∞

0
P̄i(s)(1 + s) ds = 1

320 < ∞, i = 1, 2,

K1 =
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

) ∞∑
k=1

(a1,k + b1,k)(1 + tk) = 1073
1327 < 1,

K2 =
(

1 + ∥h2∥L1

h∗
2

) ∞∑
k=1

(a2,k + b2,k)(1 + tk) = 0,41 < 1,

N3 =
(

1 + ∥h1∥L1

h∗
1

)(∫ ∞

0
p3(s) ds +

∞∑
k=1

|I1,k(0)| +
∞∑

k=1
|J1,k(0)|

)
= 1

75 ,

C3 =
(

1 + ∥h2∥L1

h∗
2

)(∫ ∞

0
P̄3(s) ds +

∞∑
k=1

|I2,k(0)| +
∞∑

k=1
|J2,k(0)|

)
= 1

160 .

On vérifie ainsi que :
N1 + K1 ≃ 0,81 < 1, C2 + K2 ≃ 0,41 < 1.

La matrice associée au système est :

M̃ =

1 − 0,81 − 2
225

− 1
320 1 − 0,41

 ,

et son déterminant :
det(M̃) ≃ 0,11 > 0.

Par conséquent, toutes les hypothèses du Théorème 3.2.2 sont vérifiées, donc le
système (3.14)–(3.21) admet au moins une solution.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié l’existence et l’unicité des solutions pour des
systèmes d’équations différentielles impulsives avec des conditions aux limites.

Dans le premier chapitre, nous avons établi des résultats d’existence et d’unicité
pour un système d’équations différentielles impulsives avec deux conditions aux li-
mites. Ensuite, dans le deuxième chapitre, nous avons étudié l’existence de solutions
pour un système d’équations différentielles impulsives avec des conditions aux limites
intégrales sur un domaine non borné.

Les résultats obtenus sont essentiellement basés sur l’application des théorèmes du
point fixe de Perov et de l’alternative non linéaire de Leray–Schauder, ainsi que sur
le théorème du point fixe de Krasnoselskii dans un espace de Banach généralisé.
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