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Introduction

La théorie des échelles de temps a été introduite par le mathématicien Allemand STEFAN
HIGER en 1988 dans sa theése de doctorat dans le but d’unifier d’analyse continue et d’analyse
discrete, il a des applications dans tous les domaines nécessitant la modélisation simultanée de
données discretes et continues.

Une échelle de temps T est un sous ensemble non vide fermé de ’ensemble des nombres reels
R.

Premierement : Ce chapitre traite la dérivation dans le contexte des échelles de temps.

Ou sont introduit les notions de delta dérivée et de nabla dérivée accompagnées d’'une descrip-
tion de leurs Caractéristiques et applications.

chapitre deux : Ce chapitre traite l'intégration sur les échelles des temps Comprenant une
vie d’ensemble de l'intégration delta et nable, ainsi qu’une discussion sur les caractéristiques
essentielles de Ces intégrations.

Chapitre trois : Ce chapitre expose les conclusions majeures de ’étude, ainsi que les résul-
tats initiaux et une application démonstrative illustrant la performance des outils théoriques

élaborés.

v



CHAPITRE
1 Différentiabilité sur les échelles de

temps

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit quelques définitions et théoréemes, puis on présente les résultats

principaux sur la différentiabilité sur les échelles les temps.

1.2 Définition d’une échelle de temps

Définition 1.1. [9, 10] Une échelle de temps T est un sous-ensemble non vide fermé de
l’ensemble des nombres réels R.

Par exemple, les ensemble R, Z,N et [0,1] U [2,3] sont des échelles de temps, tandis que les
ensembles Q,R\Q, C et (0,1) ne sont pas des échelles de temps.

Définition 1.2. [9] Soit T une échelle de temps. Pourt € T, on dit que :
— L’opérateur de saut superieur o : T — T par o(t) = inf{s € T : s > t}.
— L’opérateur de saut inferieur p: T — T par p(t) =sup{s € T : s < t}.
— La fonction de granulation superieur p: T — [0,00) par u(t) = o(t) —t.

— La fonction granulation inferieur v : T — [0,00) par v(t) =t — p(t).

Example 1.1. considérons [’échelle de temps,
(i) T=Nj={n’:neNy}
nous avons :
c(n®)=(n+1)? pourneN etp(n?)=oc(n’)—n>=Mn+1)7°-n"=2n+1.
par conséquent o(t) = (Vt+ 12 et put)=1+2vVt pour te€T
p(t) = (Vt—12 et ~y{t)=1—2Vt pour teT



Chapitre 1. Différentiabilité sur les échelles de temps

(ii) PourT=Z={z:2€Z} ona:

o(t)=inf{s € Z:s >t}
=inf{t +1,t+2,t+3,...} =t+1
p(t) =sup{s€Z:s <t}

=sup{t—1,t—2,t—-3,...} =t—1

Done, u(t) =~(t) = 1.

1.2.1 Classification des points dans une échelle de temps T

Soit t € T, T une échelle de temps.

Définition 1.3. On dit que t est un point dispersé a gauche de T (resp. Un point dispersé d
droite de T), si p(t) < t( resp. o(t) > t).

Définition 1.4. On dit que t est un point isolé s’il est simultanément dispersé a gauche et a

droite .

Définition 1.5. On dit que t est un point dense d gauche de T (resp. un point dense a droite

de T ), si p(t) =t( resp. o(t) =t).

Définition 1.6. On dit que t est dit un point dense s’il est simultanément dense a gauche et

a drotte.

Le tableau suivant résume la classification des points dans une échelle de temps.

Points La description
dispersé a gauche p(t) <t
despersé a droite t<o(t)

isolé p(t) <t <o(t)
dense a gauche p(t) =t
dense a droite o(t)=t

dense p(t) =t =o0o(t)

Maintenant, nous utilisons les définitions précédentes pour déterminer les caractéristiques (ope-
rateur de saut, fonction de granulation) de quelques échelles de temps, indiqués dans le tableau

suivant :



Chapitre 1. Différentiabilité sur les échelles de temps

T o(t) p(t) p(t)

R t t 0

Z t+1 t—1 1

7
" U{0} qt . (¢ —1)t

NF (L VR | (V=R | L+ V)R —t
n it ;1 1

2 2 2 2

Définition 1.7. Soit f : T — R une fonction, alors nous définissons la fonction f: T — R

par :

fo()

Example 1.2. Soient T = {t =2"2 . p ¢ N} ft) =12+t —1, alors on a :

flo(t)), pourvt € T,c—a—d, f°= foo.

o(t) =inf {272 : 22 < 2"*2 [ e N} = 2"+ = 2¢,

flo(t)) = (o(t)* +o(t) — 1
fo@t) =4t + 2t — 1.

donc f7(t)

Définition 1.8. Soit T une échelle de temps

— Si T admet un mazimum M dispersé a gauche, on définit Uensemble TF =T — {M}, si
non TF = T.

— Si T admet un minimum m dispersé a droite, on définit [’ensemble
TF =T — {m}, si non T" =T.

— Soit f: T — R une fonction, on définit la fonction
f7o:T—=R( resp. fP: T —R) par fo(t)
(resp. f7(t) = f(p(t))) (i.e f7 = foo ).

— Soit a,b € T tel que a < b, On définie lintervale [a,b] dans T par :

f(o(t)) pour tout t € T

t < b},

1
n?+3

<
. 1
Example 1.3. Soit T = { 1

‘n € N} U {0}, sup T = - < 400, alors :

1 1 1 1
{52+3’0' 12+3’0<Z’ZGN}_?

11 1
74 n? 43

Example 1.4. Soit T = {n:n € N}, alors sup T = 400 = TF =T

= T* =T\] = :nEN,n22}U{O}
Example 1.5. Soit [a,b] un intervale dans T, et soit b un point dense d gauche de T. Alors

supT =b

3
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et puisque b est dense a gauche on a :
p(b) = b
Donc

[a,b)" = [a,b]\] b,b] = [a,b]\D = [a, b].

Définition 1.9. Une fonction f: T — R est dite réguliere, si sa limite a droite existe en tout

point dispersé a droite de T, et sa limite a gauche existe en tout point dispersé a gauche de T.

Définition 1.10. Une fonction f: T — R est dit rd-continue si elle est continue en tout point

dense a droit de T et si sa limite a gauche existe et est finie en tout point dense a gauche de T.

— On note 'ensemble des fonctions f : T — R qui sont rd-continue sur T par :
Crd = Crd<T) = Crd(Ta R)

— On note '’ensemble des fonctions f : T — R qui sont différentiables et ses dérivées sont

rd-continues sur T par C}, = C!,(T) = C},(T,R)

r

Théoréme 1.1. Soitent f: T—Retg:T—R :

(i) Si f est continue, alors f est rd-continue.
(ii) Si f est rd-continue, alors f est réguliere.
(7ii) L’opérateur de saut a droit o est rd-continue.
(iv) Si f est rd-continue (resp.réguliére), alors f° est rd-continue (resp.réguliére)

(v) Sif estrd-continue (resp. réguliére) et g est continue, alors gof est rd-continue (resp.réguliére).

1.3 Delta différentiabilité

Définition 1.11. Soient f : T — R une fonction et t € T®. On dira que f est A-différentiable

en t s’il existe un nombre fA(t) € R tel que pour tout € > 0, il existe un voisinage U de t ou
£7(8) = £(5) — F2(0)(0(t) - 5)| < elo(t) — 5|, pour tout s € U

On appelle f2(t) la A-dérivée de f en t.
Si f est A-différentiable en t pour tout t € T, alors f~ : TF — R est appelée la A-dérivée de
f sur T*.
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Example 1.6. Soit T une échelle de temps quelconque et soit f(t) = a € RVt € T , nous
preuverons que f2(t) = 0,Vt € T*.
Pourt € TF Ve > 0, il existe § > 0 tel que s €|t — §,t + 6[NT, s # o(t), implique
1f(o(8) = £(s)] - 0lo(t) — ]
=[la —a] = 0[a — o] = |a — a| < €o(t) — s
Example 1.7. Soit la fonction f: T — R définie par f(t) =t.
Pour cet exemple fA(t) =1, en effet pour chaque € > 0 on a
|f(a(t)) = f(s) = R (0 (t) = 5)| = elo(t) — s — (o(t) = 5)]
=0
<eglo(t)—s|,VseT
Théoréme 1.2. Soient f: T — R une fonction et t € T*.
(i) Si f est A-différentiable en t, alors f est continue en t.

(i) Si f est continue en t et sit est dispersé a droite, alors f est A-différentiable en t et

flo(t)) = f(#)

u(0) 1)

FA) =

t)— J(s
(7ii) Sit est dense d droite, alors f est A-différentiable ent si et seulement si linr% —f( i 1(s)
s— — s

existe et finie. Dans ce cas,
fA() = lim /) = /() (1.2)
(iv) Si f est A-différentiable en t, alors
fo@t) = f() + pt) f2(2) (1.3)

Théoréme 1.3. Si f,g: T — R sont A-différentiables en t € T, alors

(i) f+ g est A-différentiable en t et
(f +9)2(t) = f2(t) + g2 (t)
(i) Pour tout o € R, auf est A-différentiable en t et
(af)2(t) = af2(t)
(iii) fg est A-différentiable en t et

(fg)2(t) = [2()g(t) + f7(t)g™(t)
= f(t)g™(t) + [2 ()97 (1)

5
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(iv) Sig(t)g°(t) # 0, alors / est A-différentiable en t et
g

20 A — FH)g™ (1)
(E) (t) = g7 (t)g(t) (14)

Définition 1.12. Une fonction f : T — R est dite deuz fois dérivable sur ']I‘kQ, st sa dérivée
2 est différentiable sur ']I‘kQ, et on note la dérivée seconde de f par :
A®2) AA k2
o= (f ) :T" — R
Pour tout n € N*, on définit la dérivée d’ordre n de f sur T par :
fAn _ <fAnl)A

On notera Uensemble des fonctions f : T — R qui sont n fois différentiables et f2~" rd-continues
sur TF" par :

:Ld: fd(T) = nd(T> R)

Théoréme 1.4. Soit f : R — R une fonction différentiable et g : T — R une fonction A-
différentiable.
Alors f o g est A-différentiable et on :

(fog)(t) = { [ 1760+ i) dh} g2 (1) (1.5)

Exemples de calcul des dérivées
(i) Si T =R, alors pour t € T* = R est point dense & droite (o (t) = t)

s—t t—s
(ii) Si T = Z, alors pour ¢ € T" = Z est un point isolé (o (t) =t + 1), donc

SO _TEENZTO _ g1y 5= as)

Ay f0@)

(iii) Si T = hZ, alors pour t € T* = hZ est un point isolé (c(t) =t + h), donc

Ay Jlo@)—f@) _ fE+h) - f@)
Jo) = olt)—t h

Définition 1.13. Soient f et g deux fonctions delta-différentiables et supposons f° est delta-

= f(t+h) — £(2) = Anf(1)

différentiable, alors
(F9)** = (f2g+ f79*)"
= 2%+ (%) g+ () g + () g™

6



Chapitre 1. Différentiabilité sur les échelles de temps

Example 1.8. La fonction (fg)* est delta-différentiable si f et g sont delta-différentiables.

(i) Pour une fonction f:Z — R on a

d’ou

= [Rt+1) = f2(t)
=f+2) = ft+1) = f(E+1)+ f(2)
= ft+2)—2f(t+1)+ f(t)

(ii) L’opérateur o n’est pas continu en général, en effet

Soit T [’échelle de temps définie par :

T = {sm (ﬁ) ,neN}U{O,l}

Si i t z
7 0N POSE Uy, = SIN | ————~ |, ALOTS OoNn a
P 2(n+ 1)

)—>07A1:a(0)

. T
0 (Uy) = Upyy = sin (m

donc o est discontinu au point (.

Théoreme 1.5. [1] (Théoréme de la moyenne)
Soit g : la,blr — R une fonction continue et supposons que g est delta-différentiable sur
la,b)r. Alors il existe £, 7 € [a,b)r tel que

g3 (1) < %“Z(a) < g2(9)

Définition 1.14. Soient T une échelle de temps et g : |a,blr — R une fonction. La fonction

G :T" — R est appelée primitive de g si G(t) = g(t) pour tout t € T*".

1.4 Nabla différentiabilité

Définition 1.15. /8] [3] Soient f : T — R une fonction et t € T*.
On dira que f est V-différentiable en t s’il existe un nombre f¥ (t) € R tel que pour tout € > 0,

il existe un voisinage V de t ou
F() = £(5) = FY(E)(p(t) — 5)| < elo(t) — 5|,  pour tout s € V

7



Chapitre 1. Différentiabilité sur les échelles de temps

On appelle f¥(t) la V-dérivée de f en t.
Si f est V-différentiable en t pour tout t € T, alors f¥ : TF — R est appelée la V-dérivée de
f sur T".
Théoréme 1.6. [4] Soient f : T — R une fonction et t € T".
(i) Si f est V-différentiable en t, alors f est continue en t.

(i) Si f est continue en t et sit est dispersé a gauche, alors f est V-différentiable en t et

) =

) v(t)

(iii) Sit est dense a gauche, alors f est V-différentiable en t si et seulement si
ft) = f(s)

existe et finie.
s—t t—s

Dans ce cas,

f(t) = f(s)

Démonstration. (i) Supposons que f est V-différentiable en ¢, alors, pour tout € > 0 il

existe un voisinage V de t tel que :
|(f7(8) = f()) = fY(t)(p(t) = 5)| < €7|p(t) — s, pour tout s € V.

Ou ,
e = c
L+ 279(t) + [fY ()]

Par conséquent, nous avons, pour tout s € V0|t — ", t + &7,

[F(t) = F(s)l =[ (F(p(t) = F(s)) = FY()(p(t) = 5)
= [(f(p(t) = f()) = F¥ ) (p(t) = )] + FY()(t —5) |
< l(p(t) = s) + " I(p(t) = )] + [V ()(t = 5))|

(
<e {10 + s =t +10) + YO}
< {1+290) + /7 ()]}

<e.

Donc, f continue en ¢.
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(ii) Si t est dense a gauche, alors v(t) = 0, et
flp@) = f(t) =~ f¥ (1) = f(t)

D’autre part, sit est dispersé a gauche . Donc d’apres la propriété (ii) du théoreme 1.6

F(o(t)) = £(t) + (1) W
= f(6) = t0)- L= L)

Théoréme 1.7. [/, 5, 8/ Si f,g: T — R sont V-différentiables en t € T, alors

(i) f+ g est V-différentiable en t et
(f +9)Y(&) = fY(t) + g7 (t).
(ii) Pour tout o € R, auf est V-différentiable en t et
(af)¥(t) = af¥ ().
(iii) fg est V-différentiable en t et

(f)¥ () = fY(t)g(t) + f(t)g" (t).
= ft)g¥ () + Y (1)g" ().

(iv) Sig(t)g”(t) # 0, alors / est V-différentiable en t et
9

AT W) - F0e7 1)
(g) 0= =@

1
(v) Si f(t)fF(t) #0, alors — est V-différentiable en t et

7
ny e
(f) N OI0)

Définition 1.16. [6/ Soient f: T = R et t € (Tx), = Tj2.

On définit la V-dérivée seconde de f ent par :

V= ()Y T =R

De la méme maniére, on définit la V-dérivée d’ordre n de f par :

V' T — R,  pour tout n € N*
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Dans le théoreme suivant, nous donnons une relation entre la V-dérivée et la A-dérivée .

Théoréme 1.8. [7]

(i) Supposons f : T — R est A-différentiable sur Ty, alors f est V-différentiable en t et

Yt = fA(p(t)), pour tout t € T},.

tel que o(p(t)) =t si, en plus, f> est continue sur T alors f est différentiable en t.

(i) Supposons f: T — R est V-différentiable sur Ty, alors f est A-différentiable ent et
A1) = fY(a(t), pour tout t € T
tel que p(o(t)) =t si, en plus, f¥ est continue sur Ty, alors f est différentiable en t.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle donnée par les théorémes (3.3.9) et

(3.3.10) . O

Théoréme 1.9. [5] Soit f : R — R une fonction différentiable et g : T — R une fonction
V-différentiable. Alors f o g est V-différentiable et on a :

1
oo ={ [ 7 (a0~ 1T 0) an}b g0
0
Démonstration. La démonstration est similaire & celle donnée par le théoreme (3.2.5). [

Théoréme 1.10. [5] Supposons que v : T — R est strictement croissante et T := v(T) est une

échelle de temps. Soit w: T — R, si vV (t) et we(v(t)) existent pour t € Ty, alors
(wow)V(t) = [(w6 o v) UV] (t), pourt € T.
Example 1.9. Soit T =N et v(t) = 4t + 1.
T=o(T)={4n+1:neN}={1,59,13,-}.
Soit w: T — R est définie par : w(t) = t>. Alors
(wouv)V(t)= (4t +1)* — [4(t — 1) +1]* = 32t — 8
Maintenant, on calcul v¥ (t) et we(t)

oV (t) = 4t, et wV(t) = P oty

Par conséquent ,

(W o v) () = w¥ (v(t)) = 204t + 1) — 4 = 8 — 2

Donc ,

[(W o v) UV} (1) = (8t — 2)4 = 32t — 8 = (wov)"(t)

10
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Théoréme 1.11. Soit g : T — R est A— différentiable et si f : R — R est continument
différentiable, alors 3c € [t,o(t)], satisfaisant :

(fog)2(t) = f9(c)g™(2)

Example 1.10. Soient T =7Z, f(t) =t>+1,9(t) = t*, on a g : R — R est continue, g : T — R

est delta-différentiable sur T, f : R — R est continument différentiable, o(t) =t + 1, alors on
a:
9ot =a(t) +t

(fog)(1) = f'(9(c))g>(1) = 3g*(c)(a(1) + 1) = 9¢*
Ainsi c € [1,0(1)] = [1,2], aussi (fog)(t) =1°+1
(fog)2(t) = o (t) +ta'(t) + 2 (t) + 30> (t) + t'o(t) + 1°

(fog)A(l):63:>904:63=>c4:%:7doncc:\776[1,2]

11



CHAPITRE 2
Intégration dans les échelles de

temps

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse a la théorie de 'intégral de Riemann dans les échelles de temps.

2.2 Intégration dans les échelles de temps

Afin de décrire les classes de fonctions «intégrables», nous introduisons les deux concepts

suivants.[30, 31, 32, 33]

Définition 2.1. /8] Une fonction f : T — R est dite réguliére si sa limite a droite existe (finie)
en tout point dense a droite de t et sa limite a gauche existe (finie) en tout point dense a gauche

de t.

Définition 2.2. [8] Une fonction f : T — R est dite rd-continue si elle est continue en tout
point dense d droite de t et sa limite a gauche existe (finie) en tout point dense d gauche de t.

L’ensemble des fonctions rd-continues f : T — R sera noté par :
Crg = Cy(T) = Cpy(T, R)

L’ensemble des fonctions f : T — R qui sont différentiables et dont la dérivée est rd-continue

est noté par :

1 1 1
Crd = Ord(T) = Crd(Tv ]R)
Le théoreme suivant contient quelques résultats concernant les fonctions rd-continues et régu-
liere.
Théoréeme 2.1. Supposons que f: T — R.

(i) Si f est continue, alors f est rd-continue.

12
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(ii) Si f est rd-continue, alors f est réguliére.
(iii) L’opérateur de saut V est rd-continu.
(iv) Si f est régulé ou rd-continu, alors f¥ Uest aussi.

(v) Supposons que f soit continue . Si g : T — R est réguliére ou rd-continu, alors f o g

posséde également cette propriété.

Définition 2.3. [8] Une fonction continue f : T — R est dite pre-differentiable avec (région de
différentiation) D , a condition que D C TE, soit dénombrable et ne contienne aucun élément

de T dispersé a droits et que f soit différentiable en chaquet € D.

Exercice 2.1. Pour chacun des énoncés suivants, déterminer si f est réqulé sur T, si f est
rd-continu sur T et si f est pré-différentiable.
Si f est pré-différentiabilité, trouver sa région de différentiabilité D.
(i) La fonction f est définie sur une échelle de temps T et chaque point t € T est isolé.
(ii) Supposons que T =R et

stt=0
ft) =
sit € R\{0}

~ | = O

(iii) Supposons que T'= NoU{l—1/n:ne€ N} et

0 siteN
ft) =
t siteT—{ng}
(iv) Supposons que T =R et f(t) = |t|,t € R.

(v) Supposons que. T'= Py, et

0 sit=2k+1,ke N,
ft) =
t—2k site2k,2k+1),ke Ny

(vi) Supposons que T = Py, et
f(t) =k,t €2k, 2k+ 1],k € Ny
Théoréme 2.2. Toute fonction réguliére sur un intervalle compact est bornée.

Démonstration. Supposons que f : [a,b] — R soit non borné, c¢’est-a-dire que pour tout
n € N il existe t, € [a,b] avec |f (t,)] > n, puisque il existe une sous-suite convergente
{tnk} ey cest-a-dire

klim tn, = to pour quelque ty € [a, b]
—00

13
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Notons que ty € T, puisque {t,,, : K € N} C T et T est fermé. D’apres (1.5), to ne peut étre
isolé, et il existe soit une sous-suite qui tend vers ty par le haut, soit une sous-suite qui tend
vers ty par le bas. Dans tous les cas, la limite de f(¢) lorsque doit étre finie par régularité, ce

qui est une contradiction. O

Remarque 2.1. Si f est réguliere ou méme si f € Cyqet max f(t) et min f(t) n’existent pas
asts <t

nécessairement. Voir l'ezercice ci-dessus (1ii) pour un exemple de fonction rd-continue mais

n‘atteignant pas son supremum sur [0, 1].

Le théoreme de la valeur moyenne suivant est valable pour les fonctions pré-différentiables et
sera utilisé pour démontrer les principaux théoremes d’existence des pré-primitives et des primi-

tives plus loin dans cette section. Sa démonstration est une application du principe d’induction.

2.3 Delta Intégration et primitives

Théoréme 2.3. [8/[Existence de pré-primitives] Soit f une fonction réguliére, alors il existe
une fonction f qui est pré-différentialle sur la région de différenciation D telle que F2(t) = f(t)

est valable pour toutt € D.

Définition 2.4. Supposons que f : T — R est une fonction réguliére. Toute fonction F comme
dans le théoréeme précédent est appelée une Pré-prémitive de f, nous définissons lintégrale

indéfinié d’une fonction réguliere f par

/f(t)At _F(t)+e

ou ¢ est une constante arbitraire et F' est primitive de f, on définit l’intégrale de Cauchy par
/ f(t)At = F(s) — F(r) pour touter, s € T

Une fonction F: T — R est appelée une primitive de f d condition F*(t) = f(t) est valable

pour tout t € T*

Démonstration. soit € > 0, par le théoréme qui dit ’une une fonction bornée f Sur [a, b] est
A-intégrable si et seulement pour tout € > 0, il existe une partition P =a =ty <t; < -+ <
t, = b de [a,b) tel que

U(f,p) = L(f,p) <e (2.1)
appliquant le théoréme 2.4 pour f : [t;_1,t;] — R avec i = 1,2,--- ,n nous obtenons &;, 7; tel

que

(ti —tic1) f(1) = f(7ic1) < (6 — tica) f(&)

14
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Donc en déduit que :

n

D (ti—tia) f(m) < f(b) = fla) < Z (ti —tie1) f(&)

i=1
donc

L(f,p) < f(b) = fla) SU(f,p) (2.2)

b
D’ou, nous avons L(f,p) < / At < U(f,p)
pour toutes les partitions P de [a,b) dans les équations (2.1) et (2.2) implique que

/f@m—v@—ﬂm

< g, car € c’est arbitraire. ]

Théoréme 2.4 (théoreme de la moyenne). Soit f une fonction continue sur |a,blr et A-

différentiable sur [a,blr, Alors il existe £, 7 € |a,b|r tels que

f(b) = f(a)

A
L <A

fA(r) <

Corollaire 2.1. Soit f une fonction continue sur [a,blr et A-différentiable sur [a,b]r, si

fA(t) = 0 pour tout t € [a,bly, alors f est une fonction constante sur [a, b]p.

Corollaire 2.2. Soit f une fonction continue sur [a,bly et A-différentiable sur [a,b]r, alors
f est croissante et décroissante sur [a,b] si fo(t) > 0 et f2(t) < 0 pour tout t € [a,br,

respectivement.

Théoréme 2.5. Toute fonction f rd-continue posséde une primitive F' sur [to, t|r, qui vérifier :

¢
F(t) = / f(2)Az,  pour toutt € T
to

Example 2.1. si T =7 et a # 1 est une constante alors

t
/atAt: ¢ +c
a—1

ot ¢ est une constante arbitraire. Notez que

at \* at .
(1) =2 ()=

sia,b € T, a <b. Dans ce qui suit, nous désignons [a,bly :={t € T :a <t < b}.

Théoréme 2.6. Tout fonction continue h sur [a, by est A-intégrable.

Théoréme 2.7. Si h e C,y et t € TF, alors
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Théoréme 2.8. /8] Sia,b,c € T,a € R et f,g € Cpq, alors :

i [+ gwnac= [0 At+/ab (0
(u)/ (af)(t At—a/f

iy [ s0ar=- [ rwai e / FONE
i) [ wai= [ wars [ swa

w | b[af(t) Fowiar=a [ rwars / g
(vi) / Fo()g> (HAL = (£9)(b) / PRt

/f At’ /ag(t)At.

(viit) si f(t) > 0 pour tout t € [a;b], alors / f(t)At >0

(vii) Si |f(t)] < g(t) sur [a,b], alors

Example 2.2. si T=hz h >0 alors
b
——1

b h
/ FO)At =" hf(kh)

“h
Théoréme 2.9. Soient a,b € T et f € C,y

/abf(t)At _ /abf(t)dt

ou ['intégrale a droite est l'intégrale usuelle de Riemann.

(i) Si T =R, alors

(i) Si[a,b] ne contient que des points isolés, alors

> ult)f(t) sia <b
b t€la,b)
/f(t)At: 0 sia=1"0
— Z sia>b
\ tE[ab

Example 2.3. Soit T une échelle de temps :
b b
(i) Soit a,b €T, on a: / cAt = c/ 1At = ¢(b— a).

t
(ii) Calculons/ sAs sur T :
0

16
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t t 1,]" 1
— Pour T=R ona:/ SASZ/ sds = | =8| = =t
0 0 2 0 2

t—1

t
-1
POUTT:ZOTLCLZ/SASZZS:t(t )

2
0 s=0

Théoréme 2.10. Soit f : R — R une fonction continument différentiable et g : T — R une

fonction A-différentiable. Alors (f o g) est delta-différentiable et on a la formule suivante :

(o =:{/’f 0+ hult)g>(0) di { 40

Example 2.4. soit g: Z — R et f: R — R, telles que g(t) = t*, et f(t) = e'. Alors

Pty =glt+1)—gt) =t +1)2 -2 =2t +1, et

cfog>A@>=:gA<wg[;f”(g@)+—th<w)dh::gA<wLK;e*+“%+”dh

62t+1 1
2+1 26+ 1}

_ 61&2 (62t+1 . 1)

— (2t +1)e" [

Puisque ( fog ) est défini sur T = Z, on peut déduire que

(o) (1) = (o g)(t +1) = (fog)(t) = eH1* — e = ¢ (251 — 1)

2.4 A-Intégration par partie

Proposition 2.1. Soient f et g deuz fonctions pré- différentiable sur [a,blr, on a :

/F@f@N=WMWij/ﬁ®wmt
b b
/ﬂm%Mh«mmm—/#mg

Démonstration. D’apres les propriétés de la dérivée on a

(f9)2(t) = fo(t)g™(t) + F2()g(t)
d’ou
Flo()g™(t) = (f9)2(t) = f2(t)g(t), (2.3)

intégrons les deux membres de ’égalité (2.3) entre a et b, on obtient

/f M—/Ug A%/fA
=WﬂME—LfNW@N
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Définition 2.5. Soit p: T¥ — R, p est dite régressive si elle vérifie :

L+ p(t)p(t) #0

Remarque 2.2. Pour tout t € TF, lensemble des fonctions régressives et rd-continues est noté

par R.

Définition 2.6. L’ensemble de toutes les fonctions régressives positives est définie par :
RY ={peR: 1+ put)p(t) >0, pour tout t € ']Tk} (2.4)

Définition 2.7. Pour h > 0, on définit la transformation cylindrique :
&n : Cp — Zy,, par

enz) = %log(l + 2h)

ot log est le logarithtme principale,

m 7r
z,-{rec:-Timiz <7},
1
Ch—{zeC.z#E}.
Pour h = 0, on définit : {(z) = 2z pour tout z € C

Théoréme 2.11. On suppose que p € R et tg € T un point fixe, alors le probléme a valeur
initiale

y2(t) = p(t)y(t),y (to) = 1, (2.5)
admet une unique solution dans T, donnée par

y(t) = 6€p (t> tO) s

avec

ey 110 = xp / Gun b))

Remarque 2.3. I est clair que

ep (0(t), to) = (1 + p(t)p(t))ey (¢, to) (2.6)

Remarque 2.4. Pour T =R, la fonction exponentielle est donnée par :

e, (o) = exp ( /t: p(T)dT)

out,tg € Retp: R — R est une fonction continue.

18
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Remarque 2.5. Pour T =7, la fonction exponentielle est donnée par :

T=t

e (t.to) = [ 11 +p(r)]

T=to

out,tg € ZL,tg <t et, p:7Z — R est une fonction vérifie
p(t) # —1 pour tout t € Z.

Théoréme 2.12. Soita € TF b € T et L : Tx T — R est continue en (t,t), pourt € T" t > a
et Y2 (t,.)est rd — continue dans{a,o(t)}, on suppose que pour tout ¢ > 0,3U, un voisinage de

t indépendant de T € [a,o(t)] tel que :

|L(o(t),7) — L(s,7) — LA(t,7)(0(t) — s)| <clo(t) — s, VseU.

Ou 2 s’appele la dérivée de f par rapport & la 17 wvariable, alors on a :

a b
g(t) = / L(t,7)AT = gA(t) = / LA(t,T)AT + L(o(t),7),

a

et

h(t) :/t L(t,7)AT = h2(t) = / LA(t, 7)AT — L(o(t), 7).

t

Démonstration. On a

p(t)
ce qui donne o
sy =L [T o(t), 7)AT Z T)AT
40 = = [ Lle.nar—— [ e .1)
D’autre part, on a :
Ay oy Llo(t),7) — L(t,7)
ST R
d’ou
L(o(t),7) = p(t)LA(t,7) + L(t,7) (2.8)

Remplagons (2.8) dans ’équation (2.7), on obtient

0= | " (L(m) 2 ) - ﬁ [ e
[ W
[

:/atLAtTAT+ m/t L(t,7)AT

L(t

et comme
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donc, on a

g (t) = /t LA(t, 7)AT + pu(t) LA (¢, t) + L(t,t)

g () = / LA DA + L(o(t), ) (2.9)

a

2.5 Nabla Intégration et primitive

Théoréme 2.13. [9, 10] chaque fonction ld-continues a une primitive nabla. En particulier, si
to € T, alors F défini par
t
= / f(r)VT pourteT
to

est une primitive nabla de f.

Théoréme 2.14. Sia,b,c € T,\ € Cyq, et f,g alors,

i) [ 1)+ gt Vt—/f w+/ab 09t
(i) / ANV = / 0

(i) / fve=- [ v

(i) | v = | swwi [ v

(v) / (V=0
(vi) Si f(t) >0 pour tout t € [a,b], alors /bf(t)Vt > 0.

Example 2.5. Fxample 1.39. Si a,b € T,a <b, et f € Cpq.

b b
(i) SiT =R, alors / fOvVt = / f(t)dt, ou le dernier intégral est l'intégrale de Riemman

usuelle.

(i) Si T = hZ pour certains h > 0, alors

b 2
/f(t)Vt: > hf(kh).

k=241
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CHAPITRE
3 Applications

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on va voir 'application de la dérivabilité et I'intégrabilité dans les échelles de

temps sur le probleme aux limites suivant :
(
_(S0P<U’A))A = f(t’u(r)’ te [CL, bh?

o?(b)
u(a) — agu®(a) = / g1(s)u(s)As, (3.1)

o3(b)
u(o?(D)) — ayu® (o (b)) = / g2(s)u(s)As,

o ¢,(y) = |y 2y, y € R, p > 1, [a,b]r est un intervalle d'une échelle de temps T, f :

\

[a,b]r x R — R est une fonction continue, g; : [a,0(b)]r — Ry (i = 0, 1), sont des fonctions

continues et ag et a; sont deux nombres réels positifs.

3.2 Reésultats Préliminaires

Nous considérons le probléeme suivant

;

_(¢P<UA))A - _h(t7uo>7 te [CL, b]Ta

u(a) — ayu®(a) = c, (3.2)

u(a*(b)) + asu®(o(b)) = d,

\

ou h : [a,b]r x R — R est une fonction continue et strictement croissante dans sa deuxieme

variable, as et ag sont des nombres réels positifs, ¢ et d sont des nombres réels.

Lemme 3.1. (Principe de comparaison faible).

Soitent uy,uy tels que u; € D pour i =1,2, et
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p

—(op(ud))Ah(t, u) < —(pp(ud))® + (t,ug), t € a, b7,

uy(a) — ayut(a) < uy(a) — agus(a), (3.3)

| m(0?(0) + asup (o (b)) < ua(0®()) + asus (o(D)).

Alors ui(t) < uy(t), pour tout t € [a,d?(b)]r.

Preuve : Supposons qu'il existe to € [a, o*(b)]r tel que :

w(to) == us(to) — ur(to) = min{w(t) : a <t <o (b)} <0,

et w(t) > w(ty) pour tout t € [ty, o (b)]r.
Nous distinguons les cas suivants
Cas 1.

(i) Sity=a et a = o(a), nous obtenons la contradiction

0 > us(a) — ui(a) > as(us(a) — uf(a)) = 0.

(ii) Sity=a et a < o(a), nous distinguons deux sous-cas :
— Siw”(ty) > 0, alors par 3.3 nous avons w(a) > 0, ce qui contredit la definition det.
— Siw?(ty) < 0alors w(a) > w(o(a)), mais cela contredit la definition de .
Cas 2.

(i) Sito = o*(b) et o*(b) > o (b), nous obtenons la contradiction

0> us(0*(8)) — ur(02(b)) = —as(uf (o(8)) — u(a(b))) = 0.

(ii) Sito = o*(b) et 0*(b) > o(b) nous distinguons deux sous-cas :
— Si w”(o(b)) > 0, alors nous avons w(c*(b))> w(o (b)), mais cela contredit definition
de tg.
— Si (w®o(b) <0), alors par 3.3 nous avons w(o?(b) > 0), ce qui contredit la definition
de tg.
Cas 3.
Si, to € [a,0%(b)]r nous distinguons quatre sous-cas.
Sous-cas 1 : o(tg) = to = o(ty).
(i) Si w™ (o) > 0, alors }LI% w?(t) = w™(ty) .Cela implique qu’il existe § > 0 tel que
w?(t) > 0 sur (ty — 0, to]. Alors w est croissant sur (¢, — §,t,).Mais cela contredit la

definition de tg .
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(ii) Si, w™(t) < 0 alors }Lrg w?(t) = w(ty) < 0 Cela implique qu’il existe § > 0
tel que, w™(t) < 0 sur [ty, to + ), ce qui signifie que w est décroissant sur [tg,tg + 6).
Mais cela contredit la definition de tg.

(iii) Si, w™(tg) = 0, alors uf*(to) = ug (o) et donc w,(ut(t)) = @,(us (ty)). Puisque ¢, est

strictement croissante, nous obtenons :

— UA U,A
_¢P(U2A)A<t0) + ‘Pp(ulA)A(to) = tlLr% pp(uz (tt))_togpp( (1)) <0.

mais sur ce point, nous avons :
—pp(u5)™ (o) + Plto, ug) + p(ur)™ (to) — lto, uf) > 0.
Cela signifie que :
—u(u3) % (t0) + @u(u) 2 (t0) = hlto, uf) — hlto, u3).

Puisque us(tg) < ui(ty) et que la fonction h est strictement croissante dans sa deuxieme

variable, on obtient :

— 0y (u5) 2 (t) + p(u) A (to) > 0,

ce qui est une contradiction.
Sous-cas 2 : p(tyg) =ty < o(ty).
(i) Si w™ (t,) > 0, alors tlirg w?(t) = w™ (ty). Ceci implique qu’il existe 6 > 0 tel que,
w?(t) > 0 sur (tg— 0, to],oce qui signifie que w est strictement croissante sur (to— 0, .
Mais cela contredit la definition de ¢,.
(ii) Si w® (ty) <0, alors on a w’(ty) < w(te). Mais cela contredit la definition de .
Sous-cas 3 : p(tyg) <ty = o(ty).
(i) Si, w™ (ty < 0), alors tlirtri w?(t) = w* (ty). Ceci implique qu’il existe § > 0 tel que
w?(t) < 0 sur [to, to+9), ze qui signifie que w est strictement décroissante sur [tg, tg+0).

Mais cela contredit la définition de tg.

(ii) Si w™(ty) > 0, alors nous avons :
ug (to) < uj'(to),
ce qui implique que :

ep(ui (t)) < gp(us (t)).
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D’autre part, nous avons :

 ulty) — w(plts)
to — p(to)

w? (p(to)) <0,

ce qui signifie que :
uy (plto)) < uf (p(to)).
Cela implique que :
p(uz (p(t))) < wp(u (p(to)))-

Nous avons alors :

(uf (t0)) — @p(uf(p(to)))

(pp(u) (plty)) = 22

to — p(to)

_ pp(ug (to)) — wp(uz (p(to)))
to — p(to)

= (pp(u5)*(p(to)).

Cela signifie que :

(2p(u) ™ (p(t0)) < (2p(ud))™ (p(to))-

Comme la fonction du est strictement croissante dans sa deuxieme variable, nous obte-

nons :

—(p(us)™ (plt0)) + hlp(te), uz(te)) < —(p(u))*(p(to)) + h(p(to), ur (to)),

ce qui contredit 3.3.
Sous-cas 4 : p(ty) <ty < o(to).
(i) Siw™(ty) <0, alors w’(ty) < w(t). Ce qui contredit la definition de .

(ii) Si w?(te) > 0, alors nous avons :
up (to) < uy (to),

ce qui implique que :
p(u (to)) < pp(up (to)).
D’autre part, nous avons :

w(to) — w(p(to))
wA(p<t0)) = to — p(to)

<0,

ce qui signifie que :
us' (p(to)) < ut (p(to)).
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Cela implique que :

ep(uz (p(to))) < wp(uf(p(to)))-

Nous avons alors :

uf (to)) — pp(u (p(to
(o ()2 (p(ta)) = L2t o)) = ep(ur(p(to)))

to — p(to)

_ 5 (1) — 2,3 (p(1)
to — p(to)

= (op(u3") (p(to)).

Ce qui signifie que

(ep(ur)>(p(to)) < (p(uz)) (p(t0)).

Comme la fonction est strictement croissante dans sa deuxieme variable, nous obtenons

—(p(uf)2 (p(t0)) + hlp(te), ui(te)) > —(wp(us))* (p(te)) + A(p(to), us(to))-

Cela contredit 3.3.
Remarque 3.1. La preuve du lemme 1 est une generalisation de celle du lemme 8.4 dans [11].

Définition 3.1. Nous disons que a € D est une sous-solution de 3.2 si

~(ep(0®)* < =h(t,a%), t € [a,b]r,
afa) — aza®(a) < c,

a(0?(b)) — dya® (o(b)) < d.

Définition 3.2. : Nous disons que 3 € D est une sur-solution de 3.2 si

_(90P<6A>>A 2 _ﬁ(t7ﬁ0)7 te [a7 b]Ta
B(a) = az%(a) 2 ¢,
B(o*(0)) — b2 (o (D)) = d.

Vv
o

Nous obtenons le résultat suivant.

Théoreme 3.1. Supposons que o et 5 sont des sous et sur-solutions du probléme 3.2 telles que
at) < B(t), pour tout t € [a,0*(b)]r. Alors le probléme 3.2 a une solution unique u € D telle
que :

a(t) < u(t) < B(t), pour tout t € [a,o*(D)]r.
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Démonstration. En utilisant une preuve similaire a celle du Théoreme dans [11], nous pou-
vons prouver que ce probleme (2) admet au moins une solution et par le lemme 1, il s’ensuit

que ce probleme admet une solution unique. Il

3.3 Résultat principal

Nous considérons le probléeme suivant :

;

—(ep(u)® = f(t,u"), t € [, Blr,
o3(b)
u(a) — agu®(a) = / g1(s)u(s) As, (3.4)

o2(b)
u(0*(5)) — au(o(b)) = / ga(s)u(s) As,

\
ou f : [a,blr x R — R est une fonction continue,
gi : la,a*(b)]r — R, sont des fonctions continues (i = 0,1) et ag et a; sont deux nombres réels

positifs.
Définition 3.3. Nous disons que u € D est une solution de 3.4 si elle satisfait 3.4.

Définition 3.4. Nous disons que u € D est une solution inférieure de 3.4 si :

(

_<90P(QA))A S f(tQU)? te [av bh‘a

u(a) — CLOQA(@) < g1(s)u(s) As,

o2(b)
w(@?(0) — ar® (o (b)) < / o(s)u(s) As.

\

o2(b)
a(a) — agu™(a) > / g1(s)u(s) As,

o2(b)
w(o*(b)) — arw® (o (b)) > / ga(s)(s) As.

\
Sur la non-linéarité f, nous imposerons la condition suivante :

(H) 1l existe une fonction continue h : R — R strictement croissante telle que : s +— f(t,s) +
h(s) est croissante pour tout t € [a,b|r

Le principal résultat de ce travail est le théoréme suivant.

Théoréme 3.2. Supposons que l’hypothése (H) soit satisfaite et que u et uw soient une sous-

solution et sur-solution respectivement pour le probléme 3.4 et telle que u < @ dans [a, o (b)]r.
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Alors le probleme 3.4 a une solution minimale u, et une solution mazimale u* telle que pour

chaque solution u de 3.4 avec w < u dans [a,0*(b)]r, nous avons :
u, <u<u*  dans [a,0*(b)]r
Pour la preuve de ce théoréme, nous avons besoin d’un lemme préliminaire. Soit w,w € D tel

que u < w < W <7 dans [a,c?(b)|r, et nous considérons les problémes suivants :

(

~(pp(U)® + h(u”) = f(t, @) + h(@), t € [a,b]r,

a?(b)
u(a) — agu®(a) = / g1(s)w(s) As, (3.5)

Et

u(a) — agu®(a) = /U g1(s)w(s)As, (3.6)

Lemme 3.2. Soit w et w une solution inférieure et supérieure respectivement pour le probléeme
3.4 et supposons que (H) est satisfait. Alors il existe une solution unique u et de 3.5 et 3.0 tel
que :

u<w<u< <w<u dans |a,d*)],.
Démonstration. La preuve sera donnée en plusieurs étapes : Il

Etape 1 : w est la solution inférieure de 3.5. Soit ¢ € [a, b],, nous avons :
~(ep(w™)® + h(w?) < f(t,w7) + h(w’),

< f(t,w?) + h(w?).
Cela signifie que :

vt € [a,b],,  —(pp(w™)® + h(w”) < f(t, @) + h(w). (3.7)

o2(b)
w(a) — aqw™(a) < / g1(s)w(s)As,

D’autre part, nous avons :

o2(b)
< / g1(s)w(s)As.

C’est-a-dire :

w(a) — aqw™(a) < /U g1(s)w(s)As. (3.8)
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De méme, nous avons :

a?(b)
w(o? (b)) + ayw™(a(b)) < / g2(s)W(s)As.

Alors par 3.7, 3.8 et 3.9, il s’ensuit que w est une solution inférieure de 3.5.

Etape 2 : W est la solution supérieure de 3.5. Soit ¢ € [a, b],., nous avons :
~(pp(@™))2 + h(@”) = f(t,07) + h(@),

> f(t, @) + h(w?).
Cela signifie que :

vt € [a, b, —(p(@)S + h(@) 2 f(t, @) + h(@?).
Nous avons également :
a?(b)
w(a) — agw™(a) > / g1(s)w(s)As.

De méme, nous avons :

o2(b)
w(o®(b)) + arw™(a(b)) < / 92(8)W(s)As.

Alors par 3.10,3.11 et 3.12, il s’ensuit que w est une solution supérieure de 3.5.

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Par les Etapes 1 et 2 et puisque la fonction (¢,u) — f(t,u) + h(u) est continue et strictement

croissante, par le Théoreme 8 il en découle 'existence d’une solution unique u de 3.5 telle que

w < u < w dans [a,0*(D)],.

De méme, nous pouvons prouver que le probleme 3.6 admet une solution unique telle que

w < 4 < w dans [a,0%(b)]r

et en utilisant une preuve similaire & celle du Lemme 3.1, nous avons % < @ dans [a, 0*(b)]r

Preuve du Théoréme 3.2

La preuve sera donnée en plusieurs étapes.

Nous prenons ug = u, @y = @ et définissons les suites (u,)nen €t (Un)nen par

(

(—¢punin)™ + h(ug ) = f(t,uf) + h(u]), t€ a,b]r,

a2(b)
wy,1(a) — agu’, (a) = / 01()u,(5)As,

o2(b)
(2020 + a2 0) = [ (o) (),

Et

28

(3.13)



Chapitre 3. Applications

(

(—p(@s1))® + h(ag,,) = f(t,a]) + h(ag), t€ [ablr,

a?(b)
s (a) — agid,, (a) = / 1 (2)iin(5)As, (3.14)

o2 (b)
(00 + i) = [ m(u(s)s,

\

Etape 1 : Pour tout n € N, on a
u <, <lnpyr < U, < @ dans [a,0?(b)]r
i) Pour n =0, on a :
[ — (oo™ + hlu]) = f(t,0) + h(w), ¢ € [ab]r,

o2(b)
(o)~ ad(@) = [ gi(s)uls)s, (3.15)

o2(b)
1wy (02 (0)) + ar® (o (b)) = / gala)u(s)As,

\

Et

[ (pp (@)™ + h(@]) = f(t,7%) + h(@), t€ [ablr,

1 (a) — agi® (a) = / T g ()(s)As, (3.16)

o2(b)
i (02(b)) + i (o (b)) = / go(5)(5) As.

Puisque u et @ sont des sous-solutions et sur-solutions du probleme 3.5, alors par le

\

lemme 4.1, il s’ensuit que
u < uy < uy < g < dans [a,0°(b)]r
ii) Supposons que, pour un nombre fixe de n > 1, nous ayons :

u<u, <u

n—

Sit € [a,b]r, t € [a,b]r, on a:
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~(ppuna))® + h(w) ) = f(t a7 _1) + h(ag_y). (3.17)
Puisque @,41 < 4, et en utilisant I’hypothese (H), nous obtenons :
[ty _y) + h(uy_y) = f(tw) + h(ay). (3.18)
Par 3.17 et3.18, il s’ensuit que :
vt € [a,blr,  —(pp(@))> 2 f(t,Ty). (3.19)

D’autre part, nous avons :

C’est-a-dire : "
o2(b
n(a) — agi(a) > / ()T (5)As, (3.20)

et

Cest-a-dire :

o2(b)
T (02(b)) + a7 (o (b)) > / 02(3)70n (5) As. (3.21)

Alors par 3.19,3.20 et 3.21, il s’ensuit que un est une solution supérieure de 3.4.

De méme, nous pouvons prouver que u,, est une solution inférieure de 3.4.

Alors, par le lemme 4.1, il existe une solution unique w,, ., et u,41 de 3.13 et 3.14 telles
que :

<, < Upyy <Uppy < U, <7 dans [a,0%(D)]r.

IS

Par conséquent, nous avons :
VneN, u<u, <upy <Upyr <U, < dans [a,c(b)]r.
Etape 2 : il existe une constante positive C}, indépendante de n € N, telle que :

2l < C,

n
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pour tout n € N.
Soit n € Net t € [a,0(b)]r.
Puisque u,, est continue sur [a, 0(b)]r et u5 est continue sur [a, 0(b))r, alors par le 1.6,

il existe &£(n), 7, € [a,0?(b)) tels que :

Nous avons alors :

Pp(T1) (1) = p(TWir ) () + /(f(ﬂ Uy (7)) + h(ug (7)) — h(ug(7))) AT

<y (B ZON =1 1 [ (rm3(e) + hir) — h)
L 7 (o? :u a
(02(b) — a)r 1 ¥p (u (‘7 (b)) u( )) + K,
K = (W4(f) + 20(0) (o) — a),
Mi(f) :=max{f(t,u) : t € [a,b]7, u < u <u},
et

Ensuite, si nous mettons :

Cr = oy =gy (1(0°0) (@) + (W (1) + 202() 0 () — ).

nous obtenons :

Vn €N, Vt € [a,0 (b)]r, @p(Ua)(t) < Ch.

implique :

Vn € N, Vt € [a,0 (b)]r, @h,(t) <Cp 7. (3.22)
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De méme, nous avons :

¥n €N, Vt € [a,0 (b)), @p(ud,)(t) > Co,

Cy ! 2 —ul(a m m o) —a
Cy = W@p (@(U (b)) ( ))"‘( 1(f) +2mz(h)) (o(b) — a),
ma(f) :==min{f(t,u) : t € [a,b]r, u < u <7},
Et :

me(h) := min{|h(u)| : u <u <u}.
Ensuite, par 3.23, nous obtenons :

2—-p

Vn €N, Vt € [a,0 O], T, () > ]ég 7 G

Maintenant, si nous mettons :

1
p—1

~ 1~
Cl — Imax (Clp_l, CQ , Inax ’ﬂA (t)|> N
te[a,o (b))
alors par 3.22 et 3.24, nous avons :
Vn e N, Vt € [a,0 (b)]r, max ’ﬂﬁ )] < .

t€la,o(b)]r

Etape 3 : Il existe une constante positive Cs, indépendante de n € N, telle que :

‘Qﬁ‘o S CS>

pour tout n € N.
La preuve est similaire a celle de I'étape 2. Elle est donc omise.

Etape 4 : La suite (ﬂﬁ)neN est équicontinue sur [a, o(b)]r.

Soit € > 0 et t, s € [a,0(b)|r tels que ¢t < s, alors pour chaque n € N, nous avons :

|op(@n1)(5) = @@ ()] < (M(f) + 2Ma(h)) [s — ]

Si l'on place Ky = M;(f) + 2Ms(h), on a :

|0 (T (8) = @p(Uny) (B)] < Kuls — 1.
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Si nous choisissons |s — t| < , on obtient :

g
Ky +1
‘SOP(ESH)(S) - ¢p(ﬂ§+1)<t)‘ <e.

Par conséquent, la suite (¢, (uﬁﬂ))neN est équicontinue sur [a, o (b)]r.

Puisque l'application ¢, 1 est un homéomorphisme croissant de R sur R, on en déduit que :

[ (s) = T (D] = |y (0p(T@na) () — 25 (p(@n) ()]

que la suite (ﬂﬁ)neN est équicontinue sur [a, o (b)]r. La preuve de I’étape 4 est complete.
Etape 5 : La suite (gﬁ)neN est équicontinue sur [a, o (b)]r.

La preuve est similaire a celle de I’étape 4. Elle est donc omise.

Etape 6 : La suite (Un)nen converge vers une solution maximale de 3.4

Par les étapes 1, 2 et 4, nous avons que (T, )nen est uniformément bornée dans C*([a, o(b)]1)
et u2 équicontinue sur [a, o(b)]r. Alors par le théoréme d’Ascoli-Arzela, il existe une sous-suite

Uy, de (Wn)nen qui converge dans C*([a, o (b)]r).

Laisser :
w:= lim w,. .
nj—>+00 J
Alors
u® = lim w5,
nj—+oo 7

Mais en vertu de 'étape 1, la suite (%, )nen est décroissante et bornée inférieurement, alors la
limite ponctuelle de cette suite existe et elle est notée u. Nous avons donc u = u, et, de plus,
toute la suite converge dans C'([a, o (b)]r) vers u.

Sit € [a,b]r, on a :

~@p(Tna) (1) = (T ) (a) + / (f(7,75(7)) + h(@5 (7)) — h(T; (7)) A

Maintenant, lorsque n tend vers +o00, on obtient :

(f(r.7() + h(@ (7)) = h(@] 41 (7)) — f(r,ul(7)).

Nous avons également :

K5 > 0,Yn € N, VT € [a, b, [f(7, @7 (7)) + h(ur (7)) — h(ug.1(7))] < K.

33



Chapitre 3. Applications

Par conséquent, par le théoreme 5, on a

-wmﬁwz%mﬁ@+/f@@mmr

On obtient donc :

Vi € [a,blr, — (0p(u™)) " = F(t,u2). (3.25)

De plus, par le théoreme 5, nous avons :

u.(a) — agus(a) = / g1(s)us(s)As, (3.26)

et :

b
u,(0?(b)) 4+ arus (a*(b)) < / g2(s)us(s)As. (3.27)
Alors par 3.25,3.26 et 3.27, il s’ensuit que u, est une solution du probleme suivant :

[ (g ()2 = (60, € o b,

wla) = ad(@) = [ gi(s)u(s)s, (3.28)

“ b
w(o?0) + a2 (0(0) < [ gals)un(s)ss
Nous prouvons maintenant que si u est une autre solution de 3.4 telle que : ©v < u < u dans
[a,a?(b)]r.

puis v < u, dans [a,o?(b)]r. Puisque u est une solution inférieure de (5), alors par I'étape 1,

\

nous avons :

Vn eN, u<u,.

Avec n — +00, on obtient :

w< lim o, = u,.
n—4o0o

Ce qui signifie que u, est une solution maximale du probleme 3.4.

Etape 7 : La suite (gn) converge vers une solution minimale u, du probleme (5). La preuve

neN
est similaire a celle de ’étape 6, et est donc omise.

La preuve de notre résultat est complete.
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3.4 Exemple

Nous appliquons le résultat précédent au probleme suivant :

/

—(gpp(uA))A = Al(u")kl — (u")’€2 + M dans [0, 10]r,

u(0) = 0, (3.29)
2(10)

w(02(10)) = /0 a1 ()u(s)As,

ouky >0, ke > ki, Ay et M sont des parametres réels positifs, g;(s) = ks, ou k est un parametre

\

réel positif.

Cas1:SiT=R,ona

p

—(gp(u) = \uM — v + M dans [0, 10],
P
u(0) =0, (3.30)

u(lO)—/O g1(s)u(s)ds.

\

1
Théoréme 3.3. Supposons que 0 < k < T’ alors le probléeme 3.30 admet une solution maxi-

male u, et une solution minimale u™.

Démonstration. On pose (u,u) = (1, D), out P1(¢) = 0 pour tout t € [0,10] et Po(t) = L
pour tout ¢ € [0, 10].
Tout d’abord, il est facile de vérifier que ®; est une solution inférieure de 3.30 . Maintenant,

®, est une solution supérieure de 3.30 si nous avons :

(

—(ipp(D5))'(t) = M D5 () — P52(t) + M dans [0, 10],
®,(0) =L >0,

dy(10) =L > /0 g1(s)Pa(s)ds.

\
C’est-a-dire :
0> A\ LM — L™ + M dans [0, 10],

®2(0) = L Z Oa
$,(10) = L > 50kL.

1
Puisque ko > kq, alors si nous choisissons L suffisamment grand et k < 50’ nous obtenons que
®, est une solution supérieure de 3.30 et par conséquent par le Théoreme 9, il s’ensuit que le

probleme 3.30 admet une solution maximale u, et une solution minimale ™.
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Cas2:S5iT=N,ona:

—(pp(uP)2(t) = \u (t + 1) — uF2(t + 1) + M dans [0, 10]y,
u(0) =0, 2 (3.31)
u(12) :/0 g1(s)u(s)As.

O
o 1212 1 \
Théoreme 3.4. Supposons que M > 3 et E:H—z <k< 607 alors le probléme 3.31 admet
=0t

une solution minimale u, et une solution mazximale u*.

Démonstration. On pose (u,u) = (P3, Py4), ot P3(t) = te™" pour tout ¢ € [0, 12]y et By(t) =
L pour tout t € [0, 12]y.

Premierement, ®3 est une solution inférieure du probleme 3.31, si nous avons :

—(pp(P5) () S M (t+1) — PP (t+ 1)+ M
®5(0) <0, dans [0, 10]y.
By(12) < /0 1(5)B3(5) As.

C’est-a-dire :

(

—(p(PENA (1) < M (t 4 DFre kD (3 1)kze=R2(t+D) 4 pp

®3(0) =0 <0, . dans [0, 10].

05(12) = 1272 < kY i’

\ =0

(2p (@))% () = 0 (Bs(t +2) — By(t + 1)) — g, (Da(t + 1) — Dy(t)).

Depuis :

—(p(PENA (1) — M (t + D)Fre ™ 4 (1 4+ 1)F2e7 %2 < 3 pour tout ¢ € [0, 10]y.
1 —12

Si nous choisissons M > 3 et k > -, on obtient que ®3 est une solution inférieure du

125—1
i—o i€
probleme 3.31.

De méme, ®5 est une solution supérieure de 3.31,si nous avons :

(

—(0p(®2)2(t) = M5 (t + 1) — @52 (¢t + 1) + M dans [0, 10]y,
4 (I>4(0) > 07

By (0) < 0B5(12) > /0 o (5)Ba(5) As.

\
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C’est-a-dire :

;

0> MLM —LF 4+ M dans [0, 10]y,

(1)2(0) = L 2 07
11
05(12) =L > kL i = 66kL.

\ =0

1
Puisque ko > kq, alors si nous choisissons L suffisamment grand et k < 56 nous obtenons que
®, est une solution supérieure de 3.31 et par conséquent, par le Théoreme 9, il s’ensuit que le

probleme 3.31 admet une solution maximale u, et une solution minimale ™.

37



Conclusion

Dans ce mémoire, intitulée Echelles de temps, nous avons abordé trois chapitres. Le premier
chapitre traitait de la théorie des échelles temporelles en termes de différenciation et
présentait des concepts de base tels que delta et Nabla. Quant au deuxieme chapitre, il
s’'intitulait Intégration dans les échelles temporelles, ot nous avons présenté les définitions de
I'intégration des delta et Nabla et les regles qui leur sont associées. Le troisieme chapitre était
une application qui prouve ce que nous avons discuté dans les deux chapitres précédents, et

ainsi nous avons ouvert la voie pour les recherches futures et les efforts dans ce domaine
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Abstract

this research focuses On examining time scale theory, an integrating mathematical framework that facili-
tatly the consistent analysis of dynamical systems, whether Continuous, discrete, or mixed this memory
present the basic principles of this theory, including delta and nabla derivatives and their associated inte-

grals.

the fundamental characteristics of these operators are analyzed and applied in the study of selected dyna-
mical equations. in the practical chapter, a specific excemple demonstrates the use of theoretical tools to
solve mathematical models.

Keywords : time scales, delta derivature nable derivature, integration
Résumé

ce travail de recherche se focalise sur ’examen de la théorie des échelles de temps, une stucture mathé-
matique integratrice qui facilite. I'analyse cohérente des systemes dynamiques, qu’ils soient continues ,
discrets on mixtes.

Ce document expose les principes de base de cette théorie comperis les dérivées delta et mabla ainsi que
leurs intégrales. associées On analyse et applique les caractéristique fondamentales de ces opérateurs dans
I’étude de certaines equations dynamiques.

Dans le chapitre pratique, un exemple spécifique démontre I'usage des outils théoriques pour résoudre des
modeles mathématiques

Mots clés : échelle de temps, integration dalta , dérivée
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