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Introduction

La théorie des échelles de temps à été introduite par le mathématicien Allemand STEFAN

HIGER en 1988 dans sa thèse de doctorat dans le but d’unifier d’analyse continue et d’analyse

discrète, il a des applications dans tous les domaines nécessitant la modélisation simultanée de

données discrètes et continues.

Une échelle de temps T est un sous ensemble non vide fermé de l’ensemble des nombres rèels

R.

Premièrement : Ce chapitre traite la dérivation dans le contexte des échelles de temps.

Où sont introduit les notions de delta dérivée et de nabla dérivée accompagnées d’une descrip-

tion de leurs Caractéristiques et applications.

chapitre deux : Ce chapitre traite l’intégration sur les échelles des temps Comprenant une

vie d’ensemble de l’intégration delta et nable, ainsi qu’une discussion sur les caractéristiques

essentielles de Ces intégrations.

Chapitre trois : Ce chapitre expose les conclusions majeures de l’étude, ainsi que les résul-

tats initiaux et une application démonstrative illustrant la performance des outils théoriques

élaborés.

iv



CHAPITRE 1 Différentiabilité sur les échelles de

temps

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit quelques définitions et théorèmes, puis on présente les résultats

principaux sur la différentiabilité sur les échelles les temps.

1.2 Définition d’une échelle de temps

Définition 1.1. [9, 10] Une échelle de temps T est un sous-ensemble non vide fermé de

l’ensemble des nombres réels R.

Par exemple, les ensemble R,Z,N et [0, 1] ∪ [2, 3] sont des échelles de temps, tandis que les

ensembles Q,R\Q,C et (0, 1) ne sont pas des échelles de temps.

Définition 1.2. [9] Soit T une échelle de temps. Pour t ∈ T, on dit que :

— L’opérateur de saut superieur σ : T → T par σ(t) = inf{s ∈ T : s > t}.

— L’opérateur de saut inferieur ρ : T → T par ρ(t) = sup{s ∈ T : s < t}.

— La fonction de granulation superieur µ : T → [0,∞) par µ(t) = σ(t)− t.

— La fonction granulation inferieur γ : T → [0,∞) par γ(t) = t− ρ(t).

Example 1.1. considérons l’échelle de temps,

(i) T = N2
0 =

{
n2 : n ∈ N0

}
nous avons :

σ
(
n2
)
= (n+ 1)2 pour n ∈ N et µ

(
n2
)
= σ

(
n2
)
− n2 = (n+ 1)2 − n2 = 2n+ 1.

par conséquent σ(t) = (
√
t+ 1)2 et µ(t) = 1 + 2

√
t pour t ∈ T

ρ(t) = (
√
t− 1)2 et γ(t) = 1− 2

√
t pour t ∈ T

1



Chapitre 1. Différentiabilité sur les échelles de temps

(ii) Pour T = Z = {z : z ∈ Z} on a :

σ(t) = inf{s ∈ Z : s > t}

= inf{t+ 1, t+ 2, t+ 3, . . .} = t+ 1

ρ(t) = sup{s ∈ Z : s < t}

= sup{t− 1, t− 2, t− 3, . . .} = t− 1

Donc, µ(t) = γ(t) = 1.

1.2.1 Classification des points dans une échelle de temps T

Soit t ∈ T, T une échelle de temps.

Définition 1.3. On dit que t est un point dispersé à gauche de T (resp. Un point dispersé à

droite de T), si ρ(t) < t( resp. σ(t) > t).

Définition 1.4. On dit que t est un point isolé s’il est simultanément dispersé à gauche et à

droite .

Définition 1.5. On dit que t est un point dense à gauche de T (resp. un point dense à droite

de T ), si ρ(t) = t( resp. σ(t) = t).

Définition 1.6. On dit que t est dit un point dense s’il est simultanément dense à gauche et

à droite.

Le tableau suivant résume la classification des points dans une échelle de temps.

Points La description

dispersé à gauche ρ(t) < t

despersé à droite t < σ(t)

isolé ρ(t) < t < σ(t)

dense à gauche ρ(t) = t

dense à droite σ(t) = t

dense ρ(t) = t = σ(t)

Maintenant, nous utilisons les définitions précédentes pour déterminer les caractéristiques (ope-

rateur de saut, fonction de granulation) de quelques échelles de temps, indiqués dans le tableau

suivant :

2



Chapitre 1. Différentiabilité sur les échelles de temps

T σ(t) ρ(t) µ(t)

R t t 0

Z t+ 1 t− 1 1

qZ ∪ {0} qt
t

q
(q − 1)t

Nk (1 +
k
√
t)k (

k
√
t− 1)k (1 +

k
√
t)k − t

n

2
t+

1

2
t− 1

2

1

2

Définition 1.7. Soit f : T −→ R une fonction, alors nous définissons la fonction fσ : T −→ R

par :

fσ(t) = f(σ(t)), pour ∀t ∈ T, c− à− d, fσ = f ◦ σ.

Example 1.2. Soient T =
{
t = 2n+2 : n ∈ N

}
, f(t) = t2 + t− 1, alors on a :

σ(t) = inf
{
2l+2 : 2l+2 < 2n+2, l ∈ N

}
= 2n+3 = 2t,

donc fσ(t) = f(σ(t)) = (σ(t))2 + σ(t)− 1

fσ(t) = 4t2 + 2t− 1.

Définition 1.8. Soit T une échelle de temps

— Si T admet un maximum M dispersé à gauche, on définit l’ensemble Tk = T− {M}, si

non Tk = T.

— Si T admet un minimum m dispersé à droite, on définit l’ensemble

Tk = T− {m}, si non Tk = T.

— Soit f : T → R une fonction, on définit la fonction

fσ : T → R ( resp. fρ : T → R) par fσ(t) = f(σ(t)) pour tout t ∈ T

(resp. fρ(t) = f(ρ(t))) ( i.e fσ = foσ ).

— Soit a, b ∈ T tel que a < b, On définie l’intervale [a, b] dans T par :

[a, b] = [a, b]T = {t ∈ T : a ⩽ t ⩽ b}.

Example 1.3. Soit T =

{
1

n2 + 3
: n ∈ N

}
∪ {0}, sup T =

1

4
< +∞, alors :

ρ

(
1

4

)
= sup

{
1

l2 + 3
, 0 :

1

l2 + 3
, 0 <

1

4
, l ∈ N

}
=

1

7

=⇒ TK = T\
] 1
7
,
1

4

]
=

{
1

n2 + 3
: n ∈ N, n ≥ 2

}
∪ {0}

Example 1.4. Soit T = {n : n ∈ N}, alors sup T = +∞ =⇒ Tk = T

Example 1.5. Soit [a, b] un intervale dans T, et soit b un point dense à gauche de T. Alors

supT = b

3



Chapitre 1. Différentiabilité sur les échelles de temps

et puisque b est dense à gauche on a :

ρ(b) = b

Donc

[a, b]k = [a, b]\
]
b, b

]
= [a, b]\∅ = [a, b].

Définition 1.9. Une fonction f : T → R est dite régulière, si sa limite à droite existe en tout

point dispersé à droite de T, et sa limite à gauche existe en tout point dispersé à gauche de T.

Définition 1.10. Une fonction f : T → R est dit rd-continue si elle est continue en tout point

dense à droit de T et si sa limite à gauche existe et est finie en tout point dense à gauche de T.

— On note l’ensemble des fonctions f : T → R qui sont rd-continue sur T par :

Crd = Crd(T) = Crd(T,R)

— On note l’ensemble des fonctions f : T → R qui sont différentiables et ses dérivées sont

rd-continues sur T par C1
rd = C1

rd(T) = C1
rd(T,R)

Théorème 1.1. Soitent f : T → R et g : T → R :

(i) Si f est continue, alors f est rd-continue.

(ii) Si f est rd-continue, alors f est régulière.

(iii) L’opérateur de saut à droit σ est rd-continue.

(iv) Si f est rd-continue (resp.régulière), alors fσ est rd-continue (resp.régulière)

(v) Si f est rd-continue (resp. régulière) et g est continue, alors gof est rd-continue (resp.régulière).

1.3 Delta différentiabilité

Définition 1.11. Soient f : T → R une fonction et t ∈ Tk. On dira que f est ∆-différentiable

en t s’il existe un nombre f∆(t) ∈ R tel que pour tout ε > 0, il existe un voisinage U de t où

∣∣fσ(t)− f(s)− f∆(t)(σ(t)− s)
∣∣ ≤ ε|σ(t)− s|, pour tout s ∈ U

On appelle f∆(t) la ∆-dérivée de f en t.

Si f est ∆-différentiable en t pour tout t ∈ Tk, alors f∆ : Tk → R est appelée la ∆-dérivée de

f sur Tk.

4



Chapitre 1. Différentiabilité sur les échelles de temps

Example 1.6. Soit T une échelle de temps quelconque et soit f(t) = α ∈ R, ∀t ∈ T , nous

preuverons que f∆(t) = 0, ∀t ∈ Tk.

Pour t ∈ Tk, ∀ϵ > 0, il existe δ > 0 tel que s ∈] t− δ, t+ δ[∩T, s 6= σ(t), implique :

|[f(σ(t))− f(s)]− 0[σ(t)− s]|

=|[α− α]− 0[α− α]| = |α− α| ≤ ϵ|σ(t)− s|

Example 1.7. Soit la fonction f : T −→ R définie par f(t) = t.

Pour cet exemple f∆(t) = 1, en effet pour chaque ε > 0 on a∣∣f(σ(t))− f(s)− f∆(t)(σ(t)− s)
∣∣ = ε|σ(t)− s− (σ(t)− s)|

= 0

≤ ε|σ(t)− s|, ∀s ∈ T

Théorème 1.2. Soient f : T → R une fonction et t ∈ Tk.

(i) Si f est ∆-différentiable en t, alors f est continue en t.

(ii) Si f est continue en t et si t est dispersé à droite, alors f est ∆-différentiable en t et

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

µ(t)
(1.1)

(iii) Si t est dense à droite, alors f est ∆-différentiable en t si et seulement si lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
existe et finie. Dans ce cas,

f∆(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
(1.2)

(iv) Si f est ∆-différentiable en t, alors

fσ(t) = f(t) + µ(t)f∆(t) (1.3)

Théorème 1.3. Si f, g : T → R sont ∆-différentiables en t ∈ Tk, alors

(i) f + g est ∆-différentiable en t et

(f + g)∆(t) = f∆(t) + g∆(t)

(ii) Pour tout α ∈ R, αf est ∆-différentiable en t et

(αf)∆(t) = αf∆(t)

(iii) fg est ∆-différentiable en t et

(fg)∆(t) = f∆(t)g(t) + fσ(t)g∆(t)

= f(t)g∆(t) + f∆(t)gσ(t)

5



Chapitre 1. Différentiabilité sur les échelles de temps

(iv) Si g(t)gσ(t) 6= 0, alors f

g
est ∆-différentiable en t et

(
f

g

)∆

(t) =
f∆(t)g(t)− f(t)g∆(t)

gσ(t)g(t)
(1.4)

Définition 1.12. Une fonction f : T → R est dite deux fois dérivable sur Tk2, si sa dérivée

f∆ est différentiable sur Tk2, et on note la dérivée seconde de f par :

f∆(2)

=
(
f∆

)∆
: Tk2 → R

Pour tout n ∈ N∗, on définit la dérivée d’ordre n de f sur Tkn par :

f∆n

=
(
f∆n−1

)∆

On notera l’ensemble des fonctions f : T → R qui sont n fois différentiables et f∆n rd-continues

sur Tkn par :

Cn
rd = Cn

rd(T) = Cn
rd(T,R)

Théorème 1.4. Soit f : R → R une fonction différentiable et g : T → R une fonction ∆-

différentiable.

Alors f ◦ g est ∆-différentiable et on :

(f ◦ g)∆(t) =
{∫ 1

0

f ′ (g(t) + hµ(t)g∆(t)
)
dh

}
g∆(t) (1.5)

Exemples de calcul des dérivées

(i) Si T = R, alors pour t ∈ Tk = R est point dense à droite (σ(t) = t)

f∆(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
= f ′(t)

(ii) Si T = Z, alors pour t ∈ Tk = Z est un point isolé (σ(t) = t+ 1), donc

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

σ(t)− t
=

f(t+ 1)− f(t)

1
= f(t+ 1)− f(t) = ∆f(t)

(iii) Si T = hZ, alors pour t ∈ Tk = hZ est un point isolé (σ(t) = t+ h), donc

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

σ(t)− t
=

f(t+ h)− f(t)

h
= f(t+ h)− f(t) = ∆hf(t)

Définition 1.13. Soient f et g deux fonctions delta-différentiables et supposons fσ est delta-

différentiable, alors

(fg)∆∆ =
(
f∆g + fσg∆

)∆
= f∆∆g +

(
f∆

)σ
g∆ + (fσ)∆ g∆ + (fσ)σ g∆∆

6



Chapitre 1. Différentiabilité sur les échelles de temps

Example 1.8. La fonction (fg)∆ est delta-différentiable si f et g sont delta-différentiables.

(i) Pour une fonction f : Z −→ R on a

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

µ(t)

= f(t+ 1)− f(t), ∀t ∈ T

d’ou
f∆∆(t) =

f∆(σ(t))− f∆(t)

µ(t)

= f∆(t+ 1)− f∆(t)

= f(t+ 2)− f(t+ 1)− f(t+ 1) + f(t)

= f(t+ 2)− 2f(t+ 1) + f(t)

(ii) L’opérateur σ n’est pas continu en général, en effet

Soit T l’échelle de temps définie par :

T =

{
sin

(
π

2(n+ 1)

)
, n ∈ N

}
∪ {0, 1}

Si on pose un = sin
(

π

2(n+ 1)

)
, alors on a

σ (un) = un+1 = sin
(

π

2(n+ 2)

)
−→ 0 6= 1 = σ(0)

donc σ est discontinu au point 0.

Théorème 1.5. [1] (Théorème de la moyenne)

Soit g : [a, b]T −→ R une fonction continue et supposons que g est delta-différentiable sur

[a, b)T . Alors il existe ξ, τ ∈ [a, b)T tel que

g∆(τ) ≤ g(b)− g(a)

b− a
≤ g∆(ξ)

Définition 1.14. Soient T une échelle de temps et g : [a, b]T −→ R une fonction. La fonction

G : T κ −→ R est appelée primitive de g si G∆(t) = g(t) pour tout t ∈ T κ.

1.4 Nabla différentiabilité

Définition 1.15. [8] [3] Soient f : T → R une fonction et t ∈ Tk.

On dira que f est ∇-différentiable en t s’il existe un nombre f∇(t) ∈ R tel que pour tout ε > 0,

il existe un voisinage V de t où∣∣fρ(t)− f(s)− f∇(t)(ρ(t)− s)
∣∣ ≤ ε|ρ(t)− s|, pour tout s ∈ V

7



Chapitre 1. Différentiabilité sur les échelles de temps

On appelle f∇(t) la ∇-dérivée de f en t.

Si f est ∇-différentiable en t pour tout t ∈ Tk, alors f∇ : Tk → R est appelée la ∇-dérivée de

f surTk.

Théorème 1.6. [4] Soient f : T → R une fonction et t ∈ Tk.

(i) Si f est ∇-différentiable en t, alors f est continue en t.

(ii) Si f est continue en t et si t est dispersé à gauche, alors f est ∇-différentiable en t et

f∇(t) =
f(t)− f(ρ(t))

γ(t)
.

(iii) Si t est dense à gauche, alors f est ∇-différentiable en t si et seulement si

lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
existe et finie.

Dans ce cas,

f∇(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s

(iv) Si f est ∇-différentiable en t, alors

fρ(t) = f(t)− γ(t)f∇(t).

Démonstration. (i) Supposons que f est ∇-différentiable en t, alors, pour tout ε > 0 il

existe un voisinage V de t tel que :∣∣(fρ(t)− f(s))− f∇(t)(ρ(t)− s)
∣∣ ≤ ε∗|ρ(t)− s|, pour tout s ∈ V .

Où ,

ε∗ =
ε

1 + 2γ(t) + |f∇(t)|

Par conséquent, nous avons, pour tout s ∈ Vt∩] t− ε∗, t+ ε∗[,

|f(t)− f(s)| =|
(
f(ρ(t)− f(s))− f∇(t)(ρ(t)− s)

−
[(
f(ρ(t)− f(t))− f∇(t)(ρ(t)− t)

]
+ f∇(t)(t− s) |

≤ ε∗|(ρ(t)− s)|+ ε∗|(ρ(t)− t)|+
∣∣f∇(t)(t− s)

∣∣
≤ ε∗

{
γ(t) + |s− t|+ γ(t) +

∣∣f∇(t)
∣∣}

≤ ε∗
{
1 + 2γ(t) +

∣∣f∇(t)
∣∣}

≤ ε.

Donc, f continue en t.

8



Chapitre 1. Différentiabilité sur les échelles de temps

(ii) Si t est dense à gauche, alors γ(t) = 0, et

f(ρ(t)) = f(t)− γ(t)f∇(t) = f(t)

D’autre part, sit est dispersé à gauche . Donc d’après la propriété (ii) du théorème 1.6

on a
f(ρ(t)) = f(t) + γ(t) · f(t)− f(ρ(t))

γ(t)

= f(t)− γ(t) · f(t)− f(ρ(t))

γ(t)

= f(t)− γ(t)f∇(t).

Théorème 1.7. [4, 5, 8] Si f, g : T → R sont ∇-différentiables en t ∈ Tk, alors

(i) f + g est ∇-différentiable en t et

(f + g)∇(t) = f∇(t) + g∇(t).

(ii) Pour tout α ∈ R, αf est ∇-différentiable en t et

(αf)∇(t) = αf∇(t).

(iii) fg est ∇-différentiable en t et

(fg)∇(t) = f∇(t)g(t) + fρ(t)g∇(t).

= f(t)g∇(t) + f∇(t)gρ(t).

(iv) Si g(t)gρ(t) 6= 0, alors f

g
est ∇-différentiable en t et(

f

g

)∇

(t) =
f∇(t)g(t)− f(t)g∇(t)

g(t)gρ(t)

(v) Si f(t)fρ(t) 6= 0, alors 1

f
est ∇-différentiable en t et(

1

f

)∇

(t) = − f∇(t)

f(t)fρ(t)

Définition 1.16. [6] Soient f : T → R et t ∈ (Tk)k = Tk2.

On définit la ∇-dérivée seconde de f ent par :

f∇∇ =
(
f∇)∇ : Tk2 → R

De la même manière, on définit la ∇-dérivée d’ordre n de f par :

f∇n

: Tkn → R, pour tout n ∈ N∗

9



Chapitre 1. Différentiabilité sur les échelles de temps

Dans le théorème suivant, nous donnons une relation entre la ∇-dérivée et la ∆-dérivée .

Théorème 1.8. [7]

(i) Supposons f : T → R est ∆-différentiable sur Tk, alors f est ∇-différentiable en t et

f∇(t) = f∆(ρ(t)), pour tout t ∈ Tk.

tel que σ(ρ(t)) = t si, en plus, f∆ est continue sur Tk alors f est différentiable en t.

(ii) Supposons f : T → R est ∇-différentiable sur Tk, alors f est ∆-différentiable en t et

f∆(t) = f∇(σ(t)), pour tout t ∈ Tk.

tel que ρ(σ(t)) = t si, en plus, f∇ est continue sur Tk alors f est différentiable en t.

Démonstration. La démonstration est similaire à celle donnée par les théorèmes (3.3.9) et

(3.3.10) .

Théorème 1.9. [5] Soit f : R → R une fonction différentiable et g : T → R une fonction

∇-différentiable. Alors f ◦ g est ∇-différentiable et on a :

(f ◦ g)∇(t) =
{∫ 1

0

f ′ (g(t)− hγ(t)g∇(t)
)
dh

}
g∇(t)

Démonstration. La démonstration est similaire à celle donnée par le théorème (3.2.5).

Théorème 1.10. [5] Supposons que v : T → R est strictement croissante et T̃ := v(T) est une

échelle de temps. Soit w : T̃ → R, si v∇(t) et w∇̃(v(t)) existent pour t ∈ Tk, alors

(w ◦ v)∇(t) =
[(

w∇̃ ◦ v
)
v∇

]
(t), pour t ∈ Tk.

Example 1.9. Soit T = N et v(t) = 4t+ 1.

T̃ = v(T) = {4n+ 1 : n ∈ N} = {1, 5, 9, 13, · · · }.

Soit w : T̃ → R est définie par : w(t) = t2. Alors

(w ◦ v)∇(t) = (4t+ 1)2 − [4(t− 1) + 1]2 = 32t− 8

Maintenant, on calcul v∇(t) et w∇̃(t)

v∇(t) = 4t, et w∇̃(t) =
w(t)− w(ρ̃(t))

t− ρ̃
= 2t− 4

Par conséquent , (
w∇̃ ◦ v

)
(t) = w∇̃(v(t)) = 2(4t+ 1)− 4 = 8t− 2

Donc , [(
w∇̃ ◦ v

)
v∇

]
(t) = (8t− 2)4 = 32t− 8 = (w ◦ v)∇(t)

10
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Théorème 1.11. Soit g : T → R est ∆− différentiable et si f : R → R est continument

différentiable, alors ∃c ∈ [t, σ(t)], satisfaisant :

(f ◦ g)∆(t) = f ′(g(c))g∆(t)

Example 1.10. Soient T = Z, f(t) = t3+1, g(t) = t2, on a g : R → R est continue, g : T → R

est delta-différentiable sur Tk, f : R → R est continument différentiable, σ(t) = t+ 1, alors on

a :
g∆(t) = σ(t) + t

(f ◦ g)∆(1) = f ′(g(c))g∆(1) = 3g2(c)(σ(1) + 1) = 9c4

Ainsi c ∈ [1, σ(1)] = [1, 2], aussi (f ◦ g)(t) = t6 + 1

(f ◦ g)∆(t) = σ5(t) + tσ4(t) + t2σ3(t) + t3σ2(t) + t4σ(t) + t5

(f ◦ g)∆(1) = 63 =⇒ 9c4 = 63 =⇒ c4 =
63

9
= 7 donc c =

4
√
7 ∈ [1, 2]
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CHAPITRE 2 Intégration dans les échelles de

temps

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse à la théorie de l’intégral de Riemann dans les échelles de temps.

2.2 Intégration dans les échelles de temps

Afin de décrire les classes de fonctions «intégrables», nous introduisons les deux concepts

suivants.[30, 31, 32, 33]

Définition 2.1. [8] Une fonction f : T → R est dite régulière si sa limite à droite existe (finie)

en tout point dense à droite de t et sa limite à gauche existe (finie) en tout point dense à gauche

de t.

Définition 2.2. [8] Une fonction f : T → R est dite rd-continue si elle est continue en tout

point dense à droite de t et sa limite à gauche existe (finie) en tout point dense à gauche de t.

L’ensemble des fonctions rd-continues f : T → R sera noté par :

Crd = Crd(T ) = Crd(T,R)

L’ensemble des fonctions f : T → R qui sont différentiables et dont la dérivée est rd-continue

est noté par :

C1
rd = C1

rd(T ) = C1
rd(T,R)

Le théorème suivant contient quelques résultats concernant les fonctions rd-continues et régu-

lière.

Théorème 2.1. Supposons que f : T → R.

(i) Si f est continue, alors f est rd-continue.

12
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(ii) Si f est rd-continue, alors f est régulière.

(iii) L’opérateur de saut ∇ est rd-continu.

(iv) Si f est régulé ou rd-continu, alors f∇ l’est aussi.

(v) Supposons que f soit continue . Si g : T → R est régulière ou rd-continu, alors f ◦ g

possède également cette propriété.

Définition 2.3. [8] Une fonction continue f : T → R est dite pre-differentiable avec (région de

différentiation) D , à condition que D ⊂ TK, soit dénombrable et ne contienne aucun élément

de T dispersé à droits et que f soit différentiable en chaque t ∈ D.

Exercice 2.1. Pour chacun des énoncés suivants, déterminer si f est régulé sur T, si f est

rd-continu sur T et si f est pré-différentiable.

Si f est pré-différentiabilité, trouver sa région de différentiabilité D.

(i) La fonction f est définie sur une échelle de temps T et chaque point t ∈ T est isolé.

(ii) Supposons que T = R et

f(t) =


0 si t = 0

1

t
si t ∈ R\{0}

(iii) Supposons que T = N0 ∪ {1− 1/n : n ∈ N} et

f(t) =

0 si t ∈ N

t si t ∈ T− {n0}

(iv) Supposons que T = R et f(t) = |t|, t ∈ R.

(v) Supposons que. T = P1,1 et

f(t) =

0 si t = 2k + 1, k ∈ N0

t− 2k si t ∈ [2k, 2k + 1), k ∈ N0

(vi) Supposons que T = P1,1 et

f(t) = k, t ∈ [2k, 2k + 1], k ∈ N0

Théorème 2.2. Toute fonction régulière sur un intervalle compact est bornée.

Démonstration. Supposons que f : [a, b] → R soit non borné, c’est-à-dire que pour tout

n ∈ N il existe tn ∈ [a, b] avec |f (tn)| > n, puisque il existe une sous-suite convergente

{tnK}K∈N c’est-à-dire

lim
k→∞

tnk
= t0 pour quelque t0 ∈ [a, b]

13
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Notons que t0 ∈ T, puisque {tnK
: K ∈ N} ⊂ T et T est fermé. D’après (1.5), t0 ne peut être

isolé, et il existe soit une sous-suite qui tend vers t0 par le haut, soit une sous-suite qui tend

vers t0 par le bas. Dans tous les cas, la limite de f(t) lorsque doit être finie par régularité, ce

qui est une contradiction.

Remarque 2.1. Si f est régulière ou même si f ∈ Crdet max
a⩽t⩽b

f(t) et min
a⩽t⩽b

f(t) n’existent pas

nécessairement. Voir l’exercice ci-dessus (iii) pour un exemple de fonction rd-continue mais

n’atteignant pas son supremum sur [0, 1].

Le théorème de la valeur moyenne suivant est valable pour les fonctions pré-différentiables et

sera utilisé pour démontrer les principaux théorèmes d’existence des pré-primitives et des primi-

tives plus loin dans cette section. Sa démonstration est une application du principe d’induction.

2.3 Delta Intégration et primitives

Théorème 2.3. [8][Existence de pré-primitives] Soit f une fonction régulière, alors il existe

une fonction f qui est pré-différentialle sur la région de différenciation D telle que F∆(t) = f(t)

est valable pour tout t ∈ D.

Définition 2.4. Supposons que f : T → R est une fonction régulière. Toute fonction F comme

dans le théorème précédent est appelée une Pré-prémitive de f , nous définissons l’intégrale

indéfinié d’une fonction régulière f par∫
f(t)∆t = F (t) + c

où c est une constante arbitraire et F est primitive de f , on définit l’intégrale de Cauchy par∫ s

r

f(t)∆t = F (s)− F (r) pour toute r, s ∈ T

Une fonction F : T → R est appelée une primitive de f à condition F∆(t) = f(t) est valable

pour tout t ∈ Tk

Démonstration. soit ε > 0, par le théorème qui dit q’une une fonction bornée f Sur [a, b] est

∆-intégrable si et seulement pour tout ε > 0, il existe une partition P = a = t0 < t1 < · · · <

tn = b de [a, b) tel que

U(f, p)− L(f, p) < ε (2.1)

appliquant le théorème 2.4 pour f : [ti−1, ti] → R avec i = 1, 2, · · · , n nous obtenons ξi, τi tel

que

(ti − ti−1) f(τi)− f(τi−1) ≤ (ti − ti−1) f(ξi)

14
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Donc en déduit que :
n∑

i=1

(ti − ti−1) f(τi) ≤ f(b)− f(a) ≤
n∑

i=1

(ti − ti−1) f(ξi)

donc

L(f, p) ≤ f(b)− f(a) ≤ U(f, p) (2.2)

D’ou, nous avons L(f, p) ≤
∫ b

a

∆t ≤ U(f, p)

pour toutes les partitions P de [a, b) dans les équations (2.1) et (2.2) implique que∣∣∣∣∫ b

a

f(t)∆t− [f(b)− f(a)]

∣∣∣∣ < ε, car ε c’est arbitraire.

Théorème 2.4 (théorème de la moyenne). Soit f une fonction continue sur [a, b]T et ∆-

différentiable sur [a, b]T , Alors il existe ξ, τ ∈ [a, b]T tels que

f∆(τ) ⩽ f(b)− f(a)

b− a
⩽ f∆(ξ)

Corollaire 2.1. Soit f une fonction continue sur [a, b]T et ∆-différentiable sur [a, b]T , si

f∆(t) = 0 pour tout t ∈ [a, b]T , alors f est une fonction constante sur [a, b]T .

Corollaire 2.2. Soit f une fonction continue sur [a, b]T et ∆-différentiable sur [a, b]T , alors

f est croissante et décroissante sur [a, b] si f∆(t) ≥ 0 et f∆(t) ≤ 0 pour tout t ∈ [a, b]T ,

respectivement.

Théorème 2.5. Toute fonction f rd-continue possède une primitive F sur [t0, t]T , qui vérifier :

F (t) =

∫ t

t0

f(z)∆z, pour tout t ∈ T

Example 2.1. si T = Z et a 6= 1 est une constante alors∫
at∆t =

at

a− 1
+ c

où c est une constante arbitraire. Notez que(
at

a− 1

)∆

= ∆

(
at

a− 1

)
= at

si a, b ∈ T, a < b. Dans ce qui suit, nous désignons [a, b]T := {t ∈ T : a ≤ t ≤ b}.

Théorème 2.6. Tout fonction continue h sur [a, b]T est ∆-intégrable.

Théorème 2.7. Si h ∈ Crd et t ∈ Tk, alors∫ σ(t)

t

h(τ)∆(τ) = µ(t)h(t)
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Théorème 2.8. [8] Si a, b, c ∈ T, α ∈ R et f, g ∈ Crd, alors :

(i)
∫ b

a

[f(t) + g(t)]∆t =

∫ b

a

f(t)∆t+

∫ b

a

g(t)∆t ;

(ii)
∫ b

a

(αf)(t)∆t = α

∫ b

a

f(t)∆t ;

(iii)
∫ b

a

f(t)∆t = −
∫ a

b

f(t)∆t et
∫ a

a

f(t)∆t = 0 ;

(iv)
∫ b

a

f(t)∆t =

∫ c

a

f(t)∆t+

∫ b

c

f(t)∆t ;

(v)
∫ b

a

[αf(t) + g(t)]∆t = α

∫ b

a

f(t)∆t+

∫ b

a

g(t)∆t.

(vi)
∫ b

a

f(σ(t))g∆(t)∆t = (fg)(b)− (fg)(a)−
∫ b

a

f∆g(t)∆t.

(vii) Si |f(t)| ≤ g(t) sur [a, b], alors
∣∣∣∣∫ b

a

f(t)∆t

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

g(t)∆t.

(viii) si f(t) > 0 pour tout t ∈ [a; b], alors
∫ b

a

f(t)∆t ≥ 0

Example 2.2. si T = hz h > 0 alors

∫ b

a

f(t)∆t =

b

h
−1∑

k=
a

h

hf(kh)

Théorème 2.9. Soient a, b ∈ T et f ∈ Crd

(i) Si T = R, alors ∫ b

a

f(t)∆t =

∫ b

a

f(t)dt

où l’intégrale à droite est l’intégrale usuelle de Riemann.

(ii) Si [a, b] ne contient que des points isolés, alors

∫ b

a

f(t)∆t =



∑
t∈[a,b)

µ(t)f(t) si a < b

0 si a = b

−
∑
t∈[a,b)

µ(t)f(t) si a > b

Example 2.3. Soit T une échelle de temps :

(i) Soit a, b ∈ T, on a :

∫ b

a

c∆t = c

∫ b

a

1∆t = c(b− a).

(ii) Calculons
∫ t

0

s∆s sur T :
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— Pour T = R on a :

∫ t

0

s∆s =

∫ t

0

sds =

[
1

2
s2
]t
0

=
1

2
t2.

— Pour T = Z on a :

∫ t

0

s∆s =
t−1∑
s=0

s =
t(t− 1)

2
.

Théorème 2.10. Soit f : R → R une fonction continument différentiable et g : T → R une

fonction ∆-différentiable. Alors (f ◦ g) est delta-différentiable et on a la formule suivante :

(f ◦ g)∆(t) =
{∫ 1

0

f ′ (g(t) + hµ(t)g∆(t)
)
dh

}
g∆(t)

Example 2.4. soit g : Z → R et f : R → R, telles que g(t) = t2, et f(t) = et. Alors

f ′(t) = et

g∆(t) = g(t+ 1)− g(t) = (t+ 1)2 − t2 = 2t+ 1, et

(f ◦ g)∆(t) = g∆(t)

∫ 1

0

f ′ (g(t) + hg∆(t)
)
dh = g∆(t)

∫ 1

0

et
2+h(2t+1)dh

= (2t+ 1)et
2

[
e2t+1

2t+ 1
− 1

2t+ 1

]
= et

2 (
e2t+1 − 1

)
Puisque ( f ◦ g ) est défini sur T = Z, on peut déduire que

(f ◦ g)∆(t) = (f ◦ g)(t+ 1)− (f ◦ g)(t) = e(t+1)2 − et
2

= et
2 (

e2t+1 − 1
)

2.4 ∆-Intégration par partie

Proposition 2.1. Soient f et g deux fonctions pré- différentiable sur [a, b]T , on a :∫ ḃ

a

fσ(t)g∆(t)∆t = [(fg)(t)]t=b
t=a −

∫ b̀

a

f∆(t)g(t)∆t∫ b

a

f(t)g∆(t)∆t = [(fg)(t)]t=b
t=a −

∫ b

a

f∆(t)gσ(t)∆t

Démonstration. D’après les propriétés de la dérivée on a

(fg)∆(t) = f(σ(t))g∆(t) + f∆(t)g(t)

d’où

f(σ(t))g∆(t) = (fg)∆(t)− f∆(t)g(t), (2.3)

intégrons les deux membres de l’égalité (2.3) entre a et b, on obtient∫ b

a

f(σ(t))g∆(t)∆t =

∫ b

a

(fg)∆(t)∆t−
∫ b

a

f∆(t)g(t)∆t

= [(fg)(t)]t=b
t=a −

∫ b

a

f∆(t)g(t)∆t
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Définition 2.5. Soit p : Tk → R, p est dite régressive si elle vérifie :

1 + µ(t)p(t) 6= 0

Remarque 2.2. Pour tout t ∈ Tk, l’ensemble des fonctions régressives et rd-continues est noté

par <.

Définition 2.6. L’ensemble de toutes les fonctions régressives positives est définie par :

<+ =
{
p ∈ < : 1 + µ(t)p(t) > 0, pour tout t ∈ Tk

}
(2.4)

Définition 2.7. Pour h > 0, on définit la transformation cylindrique :

ξh : Ch → Zh, par :

ξh(z) =
1

h
log(1 + zh)

où log est le logarithtme principale,

Zh −
{
z ∈ C : −π

h
: In(z) ≤ π

h

}
,

Ch −
{
z ∈ C : z 6= 1

h

}
.

Pour h = 0, on définit : ξ0(z) = z pour tout z ∈ C

Théorème 2.11. On suppose que p ∈ < et t0 ∈ T un point fixe, alors le problème à valeur

initiale

y∆(t) = p(t)y(t), y (t0) = 1, (2.5)

admet une unique solution dans T, donnée par

y(t) = ep (t, t0) ,

avec

ep (t, t0) = exp
(∫ t

t0

ξµ(τ)(p(τ))∆τ

)
.

Remarque 2.3. Il est clair que

ep (σ(t), t0) = (1 + µ(t)p(t))ep (t, t0) (2.6)

Remarque 2.4. Pour T = R, la fonction exponentielle est donnée par :

ep (t, t0) = exp
(∫ t

t0

p(τ)dτ

)
où t, t0 ∈ R et p : R → R est une fonction continue.
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Remarque 2.5. Pour T = Z, la fonction exponentielle est d̉onnée par :

ep (t, t0) =
τ=t∏
τ=t0

[1 + p(τ)]

où t, t0 ∈ Z, t0 < t et, p : Z → R est une fonction vérifie

p(t) 6= −1 pour tout t ∈ Z.

Théorème 2.12. Soit a ∈ Tk, b ∈ T et L : T×Tk → R est continue en (t, t), pour t ∈ Tk, t > a

et ΣΛ(t,.)est rd− continue dans{a, σ(t)}, on suppose que pour tout ε > 0, ∃U , un voisinage de

t indépendant de τ ∈ [a, σ(t)] tel que :

∣∣L(σ(t), τ)− L(s, τ)− L∆(t, τ )(σ(t)− s)
∣∣ ≤ ε|σ(t)− s|, ∀s ∈ U.

Où f∆ s’appele la dérivée de f par rapport à la 1ière variable, alors on a :

g(t) =

∫ a

a

L(t, τ )∆τ ⇒ g∆(t) =

∫ b

a

L∆(t, τ )∆τ + L(σ(t), τ),

et

h(t) =

∫ t

t

L(t, τ )∆τ ⇒ h∆(t) =

∫ b

t

L∆(t, τ )∆τ − L(σ(t), τ).

Démonstration. On a

g(t) =

∫ t

a

L(t, τ )∆τ, g∆(t) =
g(σ(t))− g(t)

µ(t)
,

ce qui donne

g∆(t) =
1

µ(t)

∫ σ(ı̂)

a

L(σ(t), τ)∆τ − 1

µ(t)

∫ ı

a

L(t, τ )∆τ (2.7)

D’autre part, on a :

L∆(t, τ ) =
L(σ(t), τ)− L(t, τ )

µ(t)
,

d’où

L(σ(t), τ) = µ(t)L∆(t, τ ) + L(t, τ ) (2.8)

Remplaçons (2.8) dans l’équation (2.7), on obtient

g∆(t) =

∫ σ(t)

a

(
L(t, τ ) +

L(t, τ )

µ(t)

)
∆τ − 1

µ(t)

∫ τ

a

L(t, τ )∆τ

=

∫ σ(t)

a

L(t, τ )∆τ +

∫ σ(t)

a

L(t, τ )

µ(t)
∆τ +

∫ a

t

L(t, τ )

µ(t)
∆τ

=

∫ t

a

L∆(t, τ )∆τ +

∫ σ(t)

a

L∆(t, τ ) +
1

µ(t)

∫ σ(t)

t

L(t, τ )∆τ

et comme

19



Chapitre 2. Intégration dans les échelles de temps

∫ σ(t)

t

L(τ)∆τ = µ(t)L(t)

donc, on a

g∆(t) =

∫ t

a

L∆(t, τ )∆τ + µ(t)L∆(t, t) + L(t, t)

ainsi

g∆(t) =

∫ t

a

L∆(t, τ )∆τ + L(σ(t), τ) (2.9)

2.5 Nabla Intégration et primitive

Théorème 2.13. [9, 10] chaque fonction ld-continues a une primitive nabla. En particulier, si

t0 ∈ T, alors F défini par

F (t) :=

∫ t

t0

f(τ)∇τ pour t ∈ T

est une primitive nabla de f .

Théorème 2.14. Si a, b, c ∈ T, λ ∈ Crd, et f, g alors,

(i)
∫ b

a

[f(t) + g(t)]∇t =

∫ b

a

f(t)∇t+

∫ b

a

g(t)∇t ;

(ii)
∫ b

a

(λf)(t)∇t = λ

∫ b

a

f(t)∇t ;

(iii)
∫ b

a

f(t)∇t = −
∫ a

b

f(t)∇t ;

(iv)
∫ b

a

f(t)∇t =

∫ c

a

f(t)∇t+

∫ b

c

f(t)∇t ;

(v)
∫ a

a

f(t)∇t = 0 ;

(vi) Si f(t) > 0 pour tout t ∈ [a, b], alors
∫ b

a

f(t)∇t ≥ 0.

Example 2.5. Example 1.39. Si a, b ∈ T, a < b, et f ∈ Crd.

(i) Si T = R, alors
∫ b

a

f(t)∇t =

∫ b

a

f(t)dt, où le dernier intégral est l’intégrale de Riemman

usuelle.

(ii) Si T = hZ pour certains h > 0, alors

∫ b

a

f(t)∇t =

b
h∑

k= a
h
+1

hf(kh).

20



CHAPITRE 3 Applications

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on va voir l’application de la dérivabilité et l’intégrabilité dans les échelles de

temps sur le problème aux limites suivant :



−(φp(u
∆))∆ = f(t, uσ), t ∈ [a, b]T,

u(a)− a0u
∆(a) =

∫ σ2(b)

a

g1(s)u(s)∆s,

u(σ2(b))− a1u
∆(σ(b)) =

∫ σ2(b)

a

g2(s)u(s)∆s,

(3.1)

où φp(y) = |y|p−2y, y ∈ R, p > 1, [a, b]T est un intervalle d’une échelle de temps T , f :

[a, b]T × R → R est une fonction continue, gi : [a, σ2(b)]T → R+ (i = 0, 1), sont des fonctions

continues et a0 et a1 sont deux nombres réels positifs.

3.2 Résultats Préliminaires

Nous considérons le problème suivant


−(φp(u

∆))∆ = −ĥ(t, uσ), t ∈ [a, b]T,

u(a)− a2u
∆(a) = c,

u(σ2(b)) + a3u
∆(σ(b)) = d,

(3.2)

où ĥ : [a, b]T × R → R est une fonction continue et strictement croissante dans sa deuxieme

variable, a2 et a3 sont des nombres réels positifs, c et d sont des nombres réels.

Lemme 3.1. (Principe de comparaison faible).

Soitent u1, u2 tels que ui ∈ D pour i = 1, 2, et
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
−(φp(u

∆
1 ))

∆ĥ(t, uσ
1 ) ≤ −(φp(u

∆
2 ))

∆ + ĥ(t, uσ
2 ), t ∈ [a, b]T ,

u1(a)− a2u
∆
1 (a) ≤ u2(a)− a2u

∆
2 (a),

u1(σ
2(b)) + a3u

∆
1 (σ(b)) ≤ u2(σ

2(b)) + a3u
∆
2 (σ(b)).

(3.3)

Alors u1(t) ≤ u2(t), pour tout t ∈ [a, σ2(b)]T .

Preuve : Supposons qu’il existe t0 ∈ [a, σ2(b)]T tel que :

w(t0) := u2(t0)− u1(t0) = min
{
w(t) : a ≤ t ≤ σ2 (b)

}
< 0,

et w(t) > w(t0) pour tout t ∈ [t0, σ
2(b)]T .

Nous distinguons les cas suivants

Cas 1.

(i) Si t0 = a et a = σ(a), nous obtenons la contradiction

0 > u2(a)− u1(a) ≥ a2(u
∆
2 (a)− u∆

1 (a)) = 0.

(ii) Si t0 = a et a < σ(a), nous distinguons deux sous-cas :

— Si w∆(t0) > 0, alors par 3.3 nous avons w(a) > 0, ce qui contredit la definition det0.

— Si w∆(t0) ≤ 0 alors w(a) ≥ w(σ(a)), mais cela contredit la definition de t0.

Cas 2.

(i) Si t0 = σ2(b) et σ2(b) > σ(b), nous obtenons la contradiction

0 > u2(σ
2(b))− u1(σ

2(b)) ≥ −a3(u
∆
2 (σ(b))− u∆

1 (σ(b))) = 0.

(ii) Si t0 = σ2(b) et σ2(b) > σ(b) nous distinguons deux sous-cas :

— Si w∆(σ(b)) > 0, alors nous avons w(σ2(b))> w(σ(b)), mais cela contredit definition

de t0.

— Si (w∆σ(b) ≤ 0), alors par 3.3 nous avons w(σ2(b) > 0), ce qui contredit la definition

de t0.

Cas 3.

Si, t0 ∈ [a, σ2(b)]T nous distinguons quatre sous-cas.

Sous-cas 1 : ϱ(t0) = t0 = σ(t0).

(i) Si w∆ (t0) > 0, alors lim
t→t0

w∆(t) = w∆(t0) .Cela implique qu’il existe δ > 0 tel que

w∆(t) > 0 sur (t0 − δ, t0]. Alors w est croissant sur ( t0 − δ, t0].Mais cela contredit la

definition de t0 .
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(ii) Si, w∆(t) < 0 alors lim
t→t0

w∆(t) = w∆(t0) < 0 Cela implique qu’il existe δ > 0

tel que, w∆(t) < 0 sur [t0, t0 + δ), ce qui signifie que w est décroissant sur [t0, t0 + δ).

Mais cela contredit la definition de t0.

(iii) Si, w∆(t0) = 0, alors u∆
1 (t0) = u∆

2 (t0) et donc φp(u
∆
1 (t0)) = φp(u

∆
2 (t0)). Puisque φp est

strictement croissante, nous obtenons :

−φp

(
u∆
2

)∆
(t0) + φp(u

∆
1 )

∆(t0) = lim
t→t0

−φp(u
∆
2 (t)) + φp(u

∆
1 (t))

t− t0
≤ 0.

mais sur ce point, nous avons :

−φp(u
∆
2 )

∆(t0) + ĥ(t0, u
σ
2 ) + φp(u

∆
1 )

∆(t0)− ĥ(t0, u
σ
1 ) ≥ 0.

Cela signifie que :

−φp

(
u∆
2

)∆
(t0) + φp(u

∆
1 )

∆(t0) ≥ ĥ(t0, u
σ
1 )− ĥ(t0, u

σ
2 ).

Puisque u2(t0) < u1(t0) et que la fonction h est strictement croissante dans sa deuxieme

variable, on obtient :

−φp

(
u∆
2

)∆
(t0) + φp(u

∆
1 )

∆(t0) > 0,

ce qui est une contradiction.

Sous-cas 2 : ρ(t0) = t0 < σ(t0).

(i) Si w∆ (t0) > 0, alors lim
t→t+0

w∆(t) = w∆ (t0). Ceci implique qu’il existe δ > 0 tel que,

w∆(t) > 0 sur (t0− δ, t0], ce qui signifie que w est strictement croissante sur (t0− δ, t0].

Mais cela contredit la definition de t0.

(ii) Si w∆ (t0) ≤ 0, alors on a wσ(t0) ≤ w(t0). Mais cela contredit la definition de t0.

Sous-cas 3 : ρ(t0) < t0 = σ(t0).

(i) Si, w∆ (t0 < 0), alors lim
t→t+0

w∆(t) = w∆ (t0). Ceci implique qu’il existe δ > 0 tel que

w∆(t) < 0 sur [t0, t0+δ), ce qui signifie que w est strictement décroissante sur [t0, t0+δ).

Mais cela contredit la définition de t0.

(ii) Si w∆(t0) ≥ 0, alors nous avons :

u∆
1 (t0) ≤ u∆

2 (t0),

ce qui implique que :

φp(u
∆
1 (t0)) ≤ φp(u

∆
2 (t0)).
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D’autre part, nous avons :

w∆(ρ(t0)) =
w(t0)− w(ρ(t0))

t0 − ρ(t0)
< 0,

ce qui signifie que :

u∆
2 (ρ(t0)) < u∆

1 (ρ(t0)).

Cela implique que :

φp(u
∆
2 (ρ(t0))) < φp(u

∆
1 (ρ(t0))).

Nous avons alors :

(φp(u
∆
1 ))

∆(ρ(t0)) =
φp(u

∆
1 (t0))− φp(u

∆
1 (ρ(t0)))

t0 − ρ(t0)

<
φp(u

∆
2 (t0))− φp(u

∆
2 (ρ(t0)))

t0 − ρ(t0)

= (φp(u
∆
2 ))

∆(ρ(t0)).

Cela signifie que :

(
φp(u

∆
1 )

)∆
(ρ(t0)) <

(
φp(u

∆
2 )

)∆
(ρ(t0)).

Comme la fonction du est strictement croissante dans sa deuxieme variable, nous obte-

nons :

−(φp(u
∆
2 ))

∆(ρ(t0)) + ĥ(ρ(t0), u2(t0)) < −(φp(u
∆
1 ))

∆(ρ(t0)) + ĥ(ρ(t0), u1(t0)),

ce qui contredit 3.3.

Sous-cas 4 : ρ(t0) < t0 < σ(t0).

(i) Si w∆(t0) ≤ 0, alors wσ(t0) ≤ w(t0). Ce qui contredit la definition de t0.

(ii) Si w∆(t0) > 0, alors nous avons :

u∆
1 (t0) < u∆

2 (t0),

ce qui implique que :

φp(u
∆
1 (t0)) < φp(u

∆
2 (t0)).

D’autre part, nous avons :

w∆(ρ(t0)) =
w(t0)− w(ρ(t0))

t0 − ρ(t0)
< 0,

ce qui signifie que :

u∆
2 (ρ(t0)) < u∆

1 (ρ(t0)).
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Cela implique que :

φp(u
∆
2 (ρ(t0))) < φp(u

∆
1 (ρ(t0))).

Nous avons alors :

(φp(u
∆
1 ))

∆(ρ(t0)) =
φp(u

∆
1 (t0))− φp(u

∆
1 (ρ(t0)))

t0 − ρ(t0)

<
φp(u

∆
2 (t0))− φp(u

∆
2 (ρ(t0)))

t0 − ρ(t0)

= (φp(u
∆
2 ))

∆(ρ(t0)).

Ce qui signifie que

(φp(u
∆
1 ))

∆(ρ(t0)) < (φp(u
∆
2 ))

∆(ρ(t0)).

Comme la fonction est strictement croissante dans sa deuxieme variable, nous obtenons

−(φp(u
∆
1 ))

∆(ρ(t0)) + ĥ(ρ(t0), u1(t0)) > −(φp(u
∆
2 ))

∆(ρ(t0)) + ĥ(ρ(t0), u2(t0)).

Cela contredit 3.3.

Remarque 3.1. La preuve du lemme 1 est une generalisation de celle du lemme 3.4 dans [11].

Définition 3.1. Nous disons que α ∈ D est une sous-solution de 3.2 si


−(φp(α

∆))∆ ≤ −ĥ(t, ασ), t ∈ [a, b]T ,

α(a)− a2α
∆(a) ≤ c,

α(σ2(b))− d2α
∆(σ(b)) ≤ d.

Définition 3.2. : Nous disons que β ∈ D est une sur-solution de 3.2 si

−(φP (β
∆))∆ ≥ −ĥ(t, βσ), t ∈ [a, b]T ,

β(a)− a2β
∆(a) ≥ c,

β(σ2(b))− b2β
∆(σ(b)) ≥ d.

Nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 3.1. Supposons que α et β sont des sous et sur-solutions du problème 3.2 telles que

α(t) ≤ β(t), pour tout t ∈ [a, σ2(b)]T. Alors le problème 3.2 a une solution unique u ∈ D telle

que :

α(t) ≤ u(t) ≤ β(t), pour tout t ∈ [a, σ2(b)]T.
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Démonstration. En utilisant une preuve similaire à celle du Théorème dans [11], nous pou-

vons prouver que ce problème (2) admet au moins une solution et par le lemme 1, il s’ensuit

que ce problème admet une solution unique.

3.3 Résultat principal

Nous considérons le problème suivant :

−(φP (u
∆))∆ = f(t, uσ), t ∈ [a, b]T,

u(a)− a0u
∆(a) =

∫ σ2(b)

a

g1(s)u(s)∆s,

u(σ2(b))− a1u
∆(σ(b)) =

∫ σ2(b)

a

g2(s)u(s)∆s,

(3.4)

où f : [a, b]T × R → R est une fonction continue,

gi : [a, σ
2(b)]T → R+ sont des fonctions continues (i = 0, 1) et a0 et a1 sont deux nombres réels

positifs.

Définition 3.3. Nous disons que u ∈ D est une solution de 3.4 si elle satisfait 3.4.

Définition 3.4. Nous disons que u ∈ D est une solution inférieure de 3.4 si :



−(φP (u
∆))∆ ≤ f(t, uσ), t ∈ [a, b]T,

u(a)− a0u
∆(a) ≤

∫ σ2(b)

a

g1(s)u(s)∆s,

u(σ2(b))− a1u
∆(σ(b)) ≤

∫ σ2(b)

a

g2(s)u(s)∆s.

Définition 3.5. Nous disons que u ∈ D est une solution supérieure de 3.4 si

−(φP (u
∆))∆ ≥ f(t, uσ), t ∈ [a, b]T,

u(a)− a0u
∆(a) ≥

∫ σ2(b)

a

g1(s)u(s)∆s,

u(σ2(b))− a1u
∆(σ(b)) ≥

∫ σ2(b)

a

g2(s)u(s)∆s.

Sur la non-linéarité f , nous imposerons la condition suivante :

(H) Il existe une fonction continue h : R → R strictement croissante telle que : s 7→ f(t, s) +

h(s) est croissante pour tout t ∈ [a, b]T

Le principal résultat de ce travail est le théorème suivant.

Théorème 3.2. Supposons que l’hypothèse (H) soit satisfaite et que u et u soient une sous-

solution et sur-solution respectivement pour le problème 3.4 et telle que u ≤ u dans [a, σ2(b)]T.
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Alors le problème 3.4 a une solution minimale u∗ et une solution maximale u∗ telle que pour

chaque solution u de 3.4 avec u ≤ u dans [a, σ2(b)]T, nous avons :

u∗ ≤ u ≤ u∗ dans [a, σ2(b)]T

Pour la preuve de ce théorème, nous avons besoin d’un lemme préliminaire. Soit w,w ∈ D tel

que u ≤ w ≤ w ≤ u dans [a, σ2(b)]T, et nous considérons les problèmes suivants :



−(φP (u
∆))∆ + h(uσ) = f(t, wσ) + h(wσ), t ∈ [a, b]T,

u(a)− a0u
∆(a) =

∫ σ2(b)

a

g1(s)w(s)∆s,

u(σ2(b)) + a1u
∆(σ(b)) =

∫ σ2(b)

a

g2(s)w(s)∆s.

(3.5)

Et



−(φP (u
∆))∆ + h(uσ) = f(t, wσ) + h(wσ), t ∈ [a, b]T,

u(a)− a0u
∆(a) =

∫ σ2(b)

a

g1(s)w(s)∆s,

u(σ2(b)) + a1u
∆(σ(b)) =

∫ σ2(b)

a

g2(s)w(s)∆s.

(3.6)

Lemme 3.2. Soit w et w une solution inférieure et supérieure respectivement pour le problème

3.4 et supposons que (H) est satisfait. Alors il existe une solution unique u et de 3.5 et 3.6 tel

que :

u ≤ w ≤ u ≤ ≤ w ≤ u dans [a, σ2(b)]r.

Démonstration. La preuve sera donnée en plusieurs étapes :

Étape 1 : w est la solution inférieure de 3.5. Soit t ∈ [a, b]r, nous avons :
−(φp(w

∆))∆ + h(wσ) ≤ f(t, wσ) + h(wσ),

≤ f(t, wσ) + h(wσ).

Cela signifie que :

∀t ∈ [a, b]r, −(φp(w
∆))∆ + h(wσ) ≤ f(t, w) + h(w). (3.7)

D’autre part, nous avons :
w(a)− a0w

∆(a) ≤
∫ σ2(b)

a

g1(s)w(s)∆s,

≤
∫ σ2(b)

a

g1(s)w(s)∆s.

C’est-à-dire :

w(a)− a0w
∆(a) ≤

∫ σ2(b)

a

g1(s)w(s)∆s. (3.8)

27



Chapitre 3. Applications

De même, nous avons :

w(σ2(b)) + a1w
∆(σ(b)) ≤

∫ σ2(b)

a

g2(s)w(s)∆s. (3.9)

Alors par 3.7, 3.8 et 3.9, il s’ensuit que w est une solution inférieure de 3.5.

Étape 2 : w est la solution supérieure de 3.5. Soit t ∈ [a, b]r, nous avons :
−(φp(w

∆))∆ + h(wσ) ≥ f(t, wσ) + h(wσ),

≥ f(t, wσ) + h(wσ).

Cela signifie que :

∀t ∈ [a, b]r, −(φp(w
∆))∆ + h(wσ) ≥ f(t, wσ) + h(wσ). (3.10)

Nous avons également :

w(a)− a0w
∆(a) ≥

∫ σ2(b)

a

g1(s)w(s)∆s. (3.11)

De même, nous avons :

w(σ2(b)) + a1w
∆(σ(b)) ≤

∫ σ2(b)

a

g2(s)w(s)∆s. (3.12)

Alors par 3.10,3.11 et 3.12, il s’ensuit que w est une solution supérieure de 3.5.

Par les Étapes 1 et 2 et puisque la fonction (t, u) → f(t, u) + h(u) est continue et strictement

croissante, par le Théorème 8 il en découle l’existence d’une solution unique u de 3.5 telle que

w ≤ u ≤ w dans [a, σ2(b)]r.

De même, nous pouvons prouver que le problème 3.6 admet une solution unique telle que

w ≤ û ≤ w̄ dans [a, σ2(b)]T

et en utilisant une preuve similaire à celle du Lemme 3.1, nous avons ũ ≤ û dans [a, σ2(b)]T

Preuve du Théorème 3.2

La preuve sera donnée en plusieurs étapes.

Nous prenons u0 = u, ū0 = ū et définissons les suites (un)n∈N et (ūn)n∈N par



(−φp(u
∆
n+1))

∆ + h(uσ
n+1) = f(t, uσ

n) + h(uσ
n), t ∈ [a, b]T,

un+1(a)− a0u
∆
n+1(a) =

∫ σ2(b)

a

g1(s)un(s)∆s,

un+1(σ
2(b)) + a1u

∆
n+1(σ(b)) =

∫ σ2(b)

a

g2(s)un+1(s)∆s,

(3.13)

Et
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

(−φp(ū
∆
n+1))

∆ + h(ūσ
n+1) = f(t, ūσ

n) + h(ūσ
n), t ∈ [a, b]T,

ūn+1(a)− a0ū
∆
n+1(a) =

∫ σ2(b)

a

g1(x)ūn(s)∆s,

ūn+1(σ
2(b)) + a1ū

∆
n+1(σ(b)) =

∫ σ2(b)

a

g2(s)ūn(s)∆s,

(3.14)

Étape 1 : Pour tout n ∈ N, on a

u ≤ un ≤ ūn+1 ≤ ūn ≤ ū dans [a, σ2(b)]T

i) Pour n = 0, on a :

− (φp(u
∆
1 ))

∆ + h(uσ
1 ) = f(t, uσ) + h(uσ), t ∈ [a, b]T,

u1(a)− a0u
∆
1 (a) =

∫ σ2(b)

a

g1(s)u(s)∆s,

u1(σ
2(b)) + a1u

∆
1 (σ(b)) =

∫ σ2(b)

a

g2(x)u(s)∆s,

(3.15)

Et



− (φp(ū
∆
1 ))

∆ + h(ūσ
1 ) = f(t, ūσ) + h(ūσ), t ∈ [a, b]T,

ū1(a)− a0ū
∆
1 (a) =

∫ σ2(b)

a

g1(s)ū(s)∆s,

ū1(σ
2(b)) + a1ū

∆
1 (σ(b)) =

∫ σ2(b)

a

g2(s)ū(s)∆s.

(3.16)

Puisque u et ū sont des sous-solutions et sur-solutions du problème 3.5, alors par le

lemme 4.1, il s’ensuit que

u ≤ u0 ≤ u1 ≤ ū0 ≤ ū dans [a, σ2(b)]T

ii) Supposons que, pour un nombre fixe de n > 1, nous ayons :

u ≤ un−1 ≤ un ≤ ūn ≤ ūn−1 ≤ ū, dans [a, σ2(b)]T,

u ≤ un−1 ≤ un ≤ ūn ≤ ūn−1 ≤ ū dans [a, σ2(b)]T

et nous montrons que :

u ≤ un ≤ un+1 ≤ ūn+1 ≤ ūn ≤ ū dans [a, σ2(b)]T

Si t ∈ [a, b]T, t ∈ [a, b]T, on a :
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−(φp(ū
∆
n+1))

∆ + h(ūσ
n+1) = f(t, ūσ

n−1) + h(ūσ
n−1). (3.17)

Puisque ūn+1 ≤ ūn et en utilisant l’hypothèse (H), nous obtenons :

f(t, uw
n−1) + h(uw

n−1) ≥ f(t, uw
n ) + h(uw

n ). (3.18)

Par 3.17 et3.18, il s’ensuit que :

∀t ∈ [a, b]T, −(φp(u
∆
n ))

∆ ≥ f(t, uw
n ). (3.19)

D’autre part, nous avons :

un(a)− a0u
∆
n (a) =

∫ σ2(b)

a

g1(s)un−1(s)∆s

≥
∫ σ2(b)

a

g1(s)un(s)∆s.

C’est-à-dire :

un(a)− a0u
∆
n (a) ≥

∫ σ2(b)

a

g1(s)un(s)∆s, (3.20)

et
un(σ

2(b)) + a1u
∆
n (σ(b)) =

∫ σ2(b)

a

g2(s)un−1(s)∆s

≥
∫ σ2(b)

a

g2(s)un(s)∆s.

C’est-à-dire :

un(σ
2(b)) + a1u

∆
n (σ(b)) ≥

∫ σ2(b)

a

g2(s)un(s)∆s. (3.21)

Alors par 3.19,3.20 et 3.21, il s’ensuit que un est une solution supérieure de 3.4.

De même, nous pouvons prouver que un est une solution inférieure de 3.4.

Alors, par le lemme 4.1, il existe une solution unique un+1 et un+1 de 3.13 et 3.14 telles

que :

u ≤ un ≤ un+1 ≤ un+1 ≤ un ≤ u dans [a, σ2(b)]T.

Par conséquent, nous avons :

∀n ∈ N, u ≤ un ≤ un+1 ≤ un+1 ≤ un ≤ u dans [a, σ2(b)]T.

Étape 2 : il existe une constante positive C1, indépendante de n ∈ N, telle que :

∥∥u∆
n

∥∥
0
≤ C1,
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pour tout n ∈ N.

Soit n ∈ N et t ∈ [a, σ(b)]T.

Puisque un est continue sur [a, σ2(b)]T et u∆
n est continue sur [a, σ2(b))T, alors par le 1.6,

il existe ξ(n), τn ∈ [a, σ2(b)) tels que :

u∆
n (τn) ≤

un (σ
2(b))− un (a)

σ2(b)− a
≤ u∆

n (ξn) .

Nous avons alors :

φp(u
∆
n+1)(t) = φp(u

∆
n+1)(τn) +

t∫
τn

(f(τ, uσ
n(τ)) + h(uσ

n(τ))− h(uσ
n(τ)))∆τ

≤ φp

(
un (σ

2(b))− un (a)

σ2(b)− a

)
+

t∫
τn

(f(τ, uσ
n(τ)) + h(uσ

n(τ))− h(uσ
n(τ)))∆τ

≤ 1

(σ2(b)− a)p−1
φp

(
u
(
σ2(b)

)
− u (a)

)
+K,

où

K = (M1(f) + 2M2(h)) (σ(b) − a) ,

avec

M1(f) := max {f(t, u) : t ∈ [a, b]T , u ≤ u ≤ u} ,

et

M2(h) := max {|h(u)| : u ≤ u ≤ u}

.

Ensuite, si nous mettons :

C̃1 :=
1

(σ2(b)− a)p−1
φp

(
u
(
σ2(b)

)
− u (a)

)
+ (M1(f) + 2M2(h)) (σ (b)− a) ,

nous obtenons :

∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, σ (b)]T , φp(u
∆
n+1)(t) ≤ C̃1.

implique :

∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, σ (b)]T , u∆
n+1(t) ≤ C̃1

− 1
p−1 . (3.22)
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De même, nous avons :

∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, σ (b)]T , φp(u
∆
n+1)(t) ≥ C̃2, (3.23)

où :

C̃2 :=
1

(σ2(b)− a)p−1
φp

(
u
(
σ2(b)

)
− u (a)

)
+ (m1(f) + 2m2(h)) (σ(b)− a) ,

avec :

m1(f) := min {f(t, u) : t ∈ [a, b]T , u ≤ u ≤ u} ,

Et :

m2(h) := min {|h(u)| : u ≤ u ≤ u} .

Ensuite, par 3.23, nous obtenons :

∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, σ (b)]T , u∆
n+1 (t) ≥

∣∣∣C̃2

∣∣∣ 2−p
p−1

C̃2. (3.24)

Maintenant, si nous mettons :

C1 := max
(
C̃

1
p−1

1 ,
∣∣∣C̃2

∣∣∣ 1
p−1

, max
t∈[a,σ(b)]T

∣∣u∆ (t)
∣∣) ,

alors par 3.22 et 3.24, nous avons :

∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, σ (b)]T , max
t∈[a,σ(b)]T

∣∣u∆
n (t)

∣∣ ≤ C1.

Étape 3 : Il existe une constante positive C3, indépendante de n ∈ N, telle que :

∣∣u∆
n

∣∣
0
≤ C3,

pour tout n ∈ N.

La preuve est similaire à celle de l’étape 2. Elle est donc omise.

Étape 4 : La suite
(
u∆
n

)
n∈N est équicontinue sur [a, σ(b)]T.

Soit ε > 0 et t, s ∈ [a, σ(b)]T tels que t < s, alors pour chaque n ∈ N, nous avons :

∣∣φp(u
∆
n+1)(s)− φp(u

∆
n+1)(t)

∣∣ ≤ (M1(f) + 2M2(h)) |s− t| .

Si l’on place K1 = M1(f) + 2M2(h), on a :

∣∣φp(u
∆
n+1)(s)− φp(u

∆
n+1)(t)

∣∣ ≤ K1 |s− t| .
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Si nous choisissons |s− t| < ε

K1 + 1
, on obtient :

∣∣φp(u
∆
n+1)(s)− φp(u

∆
n+1)(t)

∣∣ < ε.

Par conséquent, la suite
(
φp

(
u∆
n+1

))
n∈N est équicontinue sur [a, σ(b)]T.

Puisque l’application φ−1
p est un homéomorphisme croissant de R sur R, on en déduit que :

∣∣u∆
n (s)− u∆

n (t)
∣∣ = ∣∣φ−1

p (φp(u
∆
n+1)(s))− φ−1

p (φp(u
∆
n+1)(t))

∣∣ ,
que la suite

(
u∆
n

)
n∈N est équicontinue sur [a, σ(b)]T. La preuve de l’étape 4 est complète.

Étape 5 : La suite
(
u∆
n

)
n∈N est équicontinue sur [a, σ(b)]T.

La preuve est similaire à celle de l’étape 4. Elle est donc omise.

Étape 6 : La suite (un)n∈N converge vers une solution maximale de 3.4

Par les étapes 1, 2 et 4, nous avons que (un)n∈N est uniformément bornée dans C1([a, σ(b)]T)

et u∆
n équicontinue sur [a, σ(b)]T. Alors par le théorème d’Ascoli-Arzelà, il existe une sous-suite

unj
de (un)n∈N qui converge dans C1([a, σ(b)]T).

Laisser :

u := lim
nj→+∞

unj
.

Alors

u∆ = lim
nj→+∞

u∆
nj
.

Mais en vertu de l’étape 1, la suite (un)n∈N est décroissante et bornée inférieurement, alors la

limite ponctuelle de cette suite existe et elle est notée u. Nous avons donc u = u, et, de plus,

toute la suite converge dans C1([a, σ(b)]T) vers u.

Si t ∈ [a, b]T, on a :

−φp(u
∆
n+1)(t) = φp(u

∆
n+1)(a) +

∫ t

a

(
f(τ, uσ

n(τ)) + h(uσ
n(τ))− h(uσ

n+1(τ))
)
∆τ.

Maintenant, lorsque n tend vers +∞, on obtient :

(
f(τ, uσ

n(τ)) + h(uσ
n(τ))− h(uσ

n+1(τ))
)
→ f(τ, uσ

∗ (τ)).

Nous avons également :

∃K2 > 0, ∀n ∈ N, ∀τ ∈ [a, b]T, |f(τ, uσ
n(τ)) + h(uσ

n(τ))− h(uσ
n+1(τ))| ≤ K2.
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Par conséquent, par le théorème 5, on a

−φp(u
∆)(t) = φp(u

∆)(a) +

∫ t

a

f(τ, uσ
∗ (τ))∆τ.

On obtient donc :

∀t ∈ [a, b]T,−
(
φp(u

∆)
)∆

= f(t, uσ
∗ ). (3.25)

De plus, par le théorème 5, nous avons :

u∗(a)− a0u
∆
∗ (a) =

∫ b

a

g1(s)u∗(s)∆s, (3.26)

et :

u∗(σ
2(b)) + a1u

∆
∗ (σ

2(b)) ≤
∫ b

a

g2(s)u∗(s)∆s. (3.27)

Alors par 3.25,3.26 et 3.27, il s’ensuit que u∗ est une solution du problème suivant :


−(φp(u

∆
∗ ))

∆ = f(t, uσ
∗ ), t ∈ [a, b]T,

u∗(a)− a0u
∆
∗ (a) =

∫ b

a

g1(s)u∗(s)∆s,

u∗(σ
2(b)) + a1u

∆
∗ (σ

2(b)) ≤
∫ b

a

g2(s)u∗(s)∆s.

(3.28)

Nous prouvons maintenant que si u est une autre solution de 3.4 telle que : u ≤ u ≤ u dans

[a, σ2(b)]T.

puis u ≤ u∗ dans [a, σ2(b)]T. Puisque u est une solution inférieure de (5), alors par l’étape 1,

nous avons :

∀n ∈ N, u ≤ un.

Avec n → +∞, on obtient :

u ≤ lim
n→+∞

un = u∗.

Ce qui signifie que u∗ est une solution maximale du problème 3.4.

Étape 7 : La suite
(
un

)
n∈N converge vers une solution minimale u∗ du problème (5). La preuve

est similaire à celle de l’étape 6, et est donc omise.

La preuve de notre résultat est complète.

34



Chapitre 3. Applications

3.4 Exemple

Nous appliquons le résultat précédent au problème suivant :


−(φp(u

∆))∆ = λ1(u
σ)k1 − (uσ)k2 +M dans [0, 10]T,

u(0) = 0,

u(σ2(10)) =

∫ σ2(10)

0

g1(s)u(s)∆s,

(3.29)

où k1 > 0, k2 > k1, λ1 et M sont des paramètres réels positifs, g1(s) = ks, où k est un paramètre

réel positif.

Cas 1 : Si T = R, on a


−(φp(u

′))′ = λ1u
k1 − uk2 +M dans [0, 10],

u(0) = 0,

u(10) =

∫ 10

0

g1(s)u(s)ds.

(3.30)

Théorème 3.3. Supposons que 0 < k ≤ 1

50
, alors le problème 3.30 admet une solution maxi-

male u∗ et une solution minimale u∗.

Démonstration. On pose (u, u) = (Φ1,Φ2), où Φ1(t) = 0 pour tout t ∈ [0, 10] et Φ2(t) = L

pour tout t ∈ [0, 10].

Tout d’abord, il est facile de vérifier que Φ1 est une solution inférieure de 3.30 . Maintenant,

Φ2 est une solution supérieure de 3.30 si nous avons :


−(φp(Φ

′
2))

′(t) ≥ λ1Φ
k1
2 (t)− Φk2

2 (t) +M dans [0, 10],

Φ2(0) = L ≥ 0,

Φ2(10) = L ≥
∫ 10

0

g1(s)Φ2(s)ds.

C’est-à-dire : 
0 ≥ λ1L

k1 − Lk2 +M dans [0, 10],

Φ2(0) = L ≥ 0,

Φ2(10) = L ≥ 50kL.

Puisque k2 > k1, alors si nous choisissons L suffisamment grand et k ≤ 1

50
, nous obtenons que

Φ2 est une solution supérieure de 3.30 et par conséquent par le Théorème 9, il s’ensuit que le

problème 3.30 admet une solution maximale u∗ et une solution minimale u∗.
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Cas 2 : Si T = N, on a :


−(φp(u

∆))∆(t) = λ1u
k1(t+ 1)− uk2(t+ 1) +M dans [0, 10]N,

u(0) = 0,

u(12) =

∫ 12

0

g1(s)u(s)∆s.

(3.31)

Théorème 3.4. Supposons que M > 3 et 12e−12∑11
i=0 i

2e−i
≤ k ≤ 1

60
, alors le problème 3.31 admet

une solution minimale u∗ et une solution maximale u∗.

Démonstration. On pose (u, u) = (Φ3,Φ4), où Φ3(t) = te−t pour tout t ∈ [0, 12]N et Φ4(t) =

L pour tout t ∈ [0, 12]N.

Premièrement, Φ3 est une solution inférieure du problème 3.31, si nous avons :


−(φp(Φ

∆
3 ))

∆(t) ≤ λ1Φ
k1
3 (t+ 1)− Φk2

3 (t+ 1) +M

Φ3(0) ≤ 0,

Φ3(12) ≤
∫ 12

0

g1(s)Φ3(s)∆s.

dans [0, 10]N.

C’est-à-dire :


−(φp(Φ

∆
3 ))

∆(t) ≤ λ1(t+ 1)k1e−k1(t+1) − (t+ 1)k2e−k2(t+1) +M

Φ3(0) = 0 ≤ 0,

Φ3(12) = 12e−12 ≤ k
11∑
i=0

i2e−i,

dans [0, 10]N.

où : (
φp(Φ

∆
3 )

)∆
(t) = φp (Φ3(t+ 2)− Φ3(t+ 1))− φp (Φ3(t+ 1)− Φ3(t)) .

Depuis :

−(φp(Φ
∆
3 ))

∆(t)− λ1(t+ 1)k1e−k1t + (t+ 1)k2e−k2t < 3, pour tout t ∈ [0, 10]N.

Si nous choisissons M > 3 et k ≥ 12e−12∑11
i=0 i

2e−i
, on obtient que Φ3 est une solution inférieure du

problème 3.31.

De même, Φ2 est une solution supérieure de 3.31,si nous avons :


−(φp(Φ

∆
2 ))

∆(t) ≥ λ1Φ
k1
2 (t+ 1)− Φk2

2 (t+ 1) +M dans [0, 10]N,

Φ4(0) ≥ 0,

Φ2(0) ≤ 0Φ2(12) ≥
∫ 12

0

g1(s)Φ3(s)∆s.
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C’est-à-dire :



0 ≥ λ1L
k1 − Lk2 +M dans [0, 10]N,

Φ2(0) = L ≥ 0,

Φ2(12) = L ≥ kL

11∑
i=0

i = 66kL.

Puisque k2 > k1, alors si nous choisissons L suffisamment grand et k ≤ 1

66
, nous obtenons que

Φ4 est une solution supérieure de 3.31 et par conséquent, par le Théorème 9, il s’ensuit que le

problème 3.31 admet une solution maximale u∗ et une solution minimale u∗.
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Conclusion

Dans ce mémoire, intitulée Échelles de temps, nous avons abordé trois chapitres. Le premier

chapitre traitait de la théorie des échelles temporelles en termes de différenciation et

présentait des concepts de base tels que delta et Nabla. Quant au deuxième chapitre, il

s’intitulait Intégration dans les échelles temporelles, où nous avons présenté les définitions de

l’intégration des delta et Nabla et les règles qui leur sont associées. Le troisième chapitre était

une application qui prouve ce que nous avons discuté dans les deux chapitres précédents, et

ainsi nous avons ouvert la voie pour les recherches futures et les efforts dans ce domaine
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Abstract

this research focuses On examining time scale theory, an integrating mathematical framework that facili-

tatly the consistent analysis of dynamical systems, whether Continuous, discrete, or mixed this memory

present the basic principles of this theory, including delta and nabla derivatives and their associated inte-

grals.

the fundamental characteristics of these operators are analyzed and applied in the study of selected dyna-

mical equations. in the practical chapter, a specific excemple demonstrates the use of theoretical tools to

solve mathematical models.

Keywords : time scales, delta derivature nable derivature, integration

Résumé

ce travail de recherche se focalise sur l’examen de la théorie des échelles de temps, une stucture mathé-

matique integratrice qui facilite. l’analyse cohérente des systèmes dynamiques, qu’ils soient continues ,

discrets on mixtes.

Ce document expose les principes de base de cette théorie comperis les dérivées delta et mabla ainsi que

leurs intégrales. associées On analyse et applique les caractéristique fondamentales de ces opérateurs dans

l’étude de certaines equations dynamiques.

Dans le chapitre pratique, un exemple spécifique démontre l’usage des outils théoriques pour résoudre des

modèles mathématiques

Mots clés : échelle de temps, integration dalta , dérivée

ملخص
ݿިاء ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭ܝ٭۰، ఋዳዧَޙ۰݄ اৎ৊ٺ݄؇ݿ۹ اܳٺ༲ܹ٭ܭ ዝ๎฽ܭ Ⴄၽّܹ݁٭۰ ل؇ݪ٭۰ ر ྲྀྡྷ٭۰ و ݆݁ෑෂا ݁گ٭؇س ل۰ َޙݠ دراݿ۰ আॻ༟ اܳٴۜت ۱ڍا ஼ߵணߌ
ఈఃً؇َو دܳٺ؇ ݁ލٺگ؇ت ዻዧذ ሒᇭ ؇ஓ୾ . ل۰ اܳٷޙݠ ୒ୖڍه ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ٴ؇دئ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ཷྥٷ؇ول ෛ੼ٺܹޚ۰ أو ᄭᄥ݁ٷڰݱ أو ݁ފٺ݄ݠة ೑಻Ⴄ၍
ا਍ಱᄴᄟ؇݁ܝ٭۰. اৎ৊أ؇د৖৑ت ًأݥ دراݿ۰ ሒᇭ ّޚٴ٭گ۳؇ اৎ৊ލ؞ఈఃت ୒ୖڍه ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اࠍ੅ݱ؇فݧ ොູܹ٭ܭ .لࡤࡲ ؇ዛኞ اৎ৊ݠਊಾޚ۰ واܳٺఈః݁Ⴄၽت

ل؇ݪ٭۰. ීෂا اࡺ࢕ࢦ؇ذج ࠍ੆ܭ ل۰ اܳٷޙݠ اݿٺ༱ڎام ො੼ڎد ݁ټ؇ل ༃لިࡵ ঌॻ݄اܳأ ྾ཏاܳگ ሒᇭو

. اܳٺႤၽ݁ܭ ، ఈఃً؇َ ݁ލٺگ۰ دܳٺ؇ ݁ލٺگ۰ - اෑෂ݁ٷ٭۰ اৎ৊گ؇྘཯ݴ المفتاحية: الكلمات
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