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INTRODUCTION

Les équations différentielles fractionnaires sont utilisées pour modéliser des
phénomenes tels que la diffusion des fluides, la propagation des ondes, la
croissance de populations, les processus de filtration, I'analyse des signaux, la

dynamique de marche, etc.

Les équations différentielles fractionnaires peuvent étre classées selon
différents criteres : linéaires ou non-linéaires, a coefficients constants ou
variables, a une ou plusieurs variables, etc. La résolution de ces équations peut
étre réalisée a l'aide de différentes méthodes, telles que la méthode de
variation de la constante, la méthode de Laplace, la méthode de la transformée
de Fourier, décomposition d'Adomian ou la méthode de la perturbation

d'homotopie.

Ce mémoire consiste a étudier I'existence et I'unicité des solutions pour
I’équation différentielle fractionnaire de type Hadamard, avec des conditions
non locales .Notre approche est basé sur la théorie du point fixe de Banach, le

théoreme de Schafer et I'alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Ce mémoire est composé de 3 chapitres. Il est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré a des notions —préliminaires concernant

notations et définitions, les espaces fonctionnels (espace de Hilbert, espace de



Sobolev, espace de Holder ...), les fonctions spéciales, la transformation de
Laplace, la dérivée et I'intégrale de Riemann-Liouville, I'intégrale fractionnaire

au sens de Hadamard et I’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Le deuxieme chapitre est consacré a |’existence et I'unicité pour les équations

différentielles fractionnaires avec la dérivée de Hadamard.

Notre approche est basée sur les théories du point fixe de Banach, Schafer, et

I"alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Le troisieme chapitre est consacré a des exemples illustrant I'applicabilité des

conditions imposées.



Chapitre 1 : Notions préliminaires

Chapitre 1

Dans ce chapitre nous allons donner quelques notions de base sur le calcul

fractionnaire et sur les espaces fonctionnels.

1.1 Notions préliminaires sur les espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de Lebesgue:
1.1.1.1 Définition :

Soit Q un ouvert de R" a frontiére réguliére et p = 1 on définit I'espace de

Lebesgue LP(Q ) par:

1

p
LP(Q) =1 f:Q —» R mesurable et <j |f|pdx> < ©
Q

On le muni de la norme suivante :

1
p
IIfIIme)=<j Iflde> , p =1
QO

e Quand p =2, cette norme provient du produit scalaire :

(F Dy = | FaC0ax
e Quandp=t+cona:
1fll i@y = inf{C : [f()| < C ,vx €0}
1.1.1.2 Définition :

Si on note d@ la mesure superficielle sur I' induite par la mesure de Lebesgue

dx, on définit LP(I" ), 1< p < oo comme I'ensemble des applications f:I' - R
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telles que |f|? soit intégrable sur I' . C'est un espace de Banach muni de la

norme :

|

p
nfmmf>=<f VGﬂPdo)
r
Qui est réflexif si 1< p < o0,

1.1.1.3 Convergence dominée de Lebesgue:

Soit (f;,),, une suite de fonction de L() ) convergeant presque partout vers
une fonction mesurable. On suppose qu’il existe f € L1((Q), telle que pour tout

n=>1:

lim ||f, = fllir@y =0, lim f fndxzj fdx,vVx €l
no+oo Q Q

n—-+oo

1.1.2 Espace de Hilbert:
1.1.2.1 Définition :

Soit H un espace vectoriel.Un produit scalaire (u,v) est une forme bilinéaire
de H X H dans R, symétrique, définie positive. Rappelons qu’un produit

scalaire vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
(w, )] < (ww) 2(v,v) 2 Vu,v €H

. 1
Rappelons aussi que [|u|| = (u, u) /2 est une norme.

1.1.2.2 Définition :

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit

. . 1/
scalaire{u, v), et qui est complet pour la norme {(u, u) /2.

4
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1.1.2.3 Exemple fondamental :

L’espace L2(Q ) muni du produit scalaire :
(u,v) = j u(x)v(x) dx
Q
est un espace de Hilbert.

» Inégalité de Holder :
Soient € LP(Q),et g € LP'(2) ou p' est I'exposant conjugué de p, i.e % +

1
= lavecl <p <e.Onaf.g €L:(Q)et[fIfg| <IIfllrllgle .

1.1.3 Espaces de fonctions différentiables (les espaces C*(Q)):

1.1.3.1 Définition :

Soit Q un ouvert de R™. On désignera c°(Q)) (resp c'(Q)) ) 'espace des
fonctions continues (resp continument différentiable), () a valeur complexe

puis, pour € N,k > 2, on pose:

0
c“(Q) = {u e cF1(Q ),—u Q= 1,....,n}

oxi

C’est I'espace des fonctions k fois continument différentiable sur Q a valeur

dans C. On notera :

Q) = ﬂ @
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L’espace des fonctions indéfiniment différentiable sur Q. Pour designer les

dérivées partielles d’ordre supérieur a 1.

1.1.4 Espace de fonctions tests:

1.1.4.1 Définition :

L’espace des fonctions tests est un espace des fonctions C*, a support compact

Inclus dans un ouvert Q de R™ est noté ().

1.1.5 Espace de Holder :
Soit a€ (0,1)

> L’espace de Holder ¢®*(Q) est I'espace des fonctions continues, muni

de la norme:

lutx) —u@)|
Ul|coa = sup|u(x)| + su
” ”CO @ xegl ( )l x:#yle)ﬂ |.’X,' - Y|a

> L’espace de Holder c>“(Q) est I'espace des fonctions de classe C?,
dont Du et D?u appartiennent a c®%(Q ). On munit ¢>*(Q) dela

norme définie par :

[u(x)—u®)|
lullcoacqy = llullczqy + sup ———=
cr = Il T e

Ou Du et D?u désignent respectivement la dérivée d’ordre 1 et la

dérivée d’ordre 2 de u.
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1.1.6 Espace de Sobolev :

1.1.6.1 Définition :

Soit Q un ouvert de R™, un multi-indice de longueur ||

e On appelle espace de fonctions test sur Q noté D(Q) = C:°(Q),
I’ensemble des fonctions de classe C* a support compact sur Q.

e Ondit qu’une fonction u € L},.(Q) localement intégrable sur Q est a-
ieme dérivable au sens de distributions, si pour toute fonction @ €

D(Q):
j (D“u)(bdx=(—1)|“|j u(D*¢p)dx
Q Q

On note alors v, = D%u la a-ieme dérivée au sens des distributions de u.

1.1.6.2 Définition :

Soient p = 1,m € N. On définit I'espace de Sobolev WP () par:

wm™P(Q) ={u € LP(Q),D%u € LP(Q),Va € N", |a| < m}

1.1.6.3 Remarque :
v Pourm =0, W°P(Q) = LP(Q).

v’ Pourm =1, 'espace W1P(Q) est défini par :

391,97 .- gn € LP(Q)
dg
W) =4ue LP(Q)/j u—dx = —f gipdx

pour toute @ € C°(Q) et touti =1..,n

7
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v Pourp = 2,I'espace W™2(Q) est particulierement noté par H™((),

on lappelle parfois espace de Sobolev d’ordre m.

1.2 Notions préliminaires sur le calcul fractionnaire :

L’'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma
d’Euler. Elle prolonge la fonction factorielle aux nombres réels et aux nombres

complexes.

1.2.1 Fonction Gamma :

1.2.1.1 Définition :

Elle est définie par :

re) = f0°°e-t tZ-1dt , Pour R(Z)>0

1.2.1.2 Propriétés :
e Une propriété importante de la fonction de Gamma I'(Z) est la relation

de récurrence suivante :

rEZ+1= 2rz)

En effet :

(o] (o]

e ttZ- 141 gt =f e tt? dt
0

r(z+1)=j

0

= [-t%etT + Zf e tt?1dt = Z2r(2)
0

1.2.1.3 Remarque :
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La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle :

vne N* I'(n+1) =n!

Vv n € N* On peut démontrer :

I'm+1)=nl'(n)=nnh—-DI'n—-1=n(n—1)(n—2)(n—3) ... =n!

1.2.1.4 Exemple:

re)=1r@) = 1!
r'(5) = 4r(4) = 43.2.1r(1) = 4!

e La dérivée de la fonction Gamma sur R} est :

r'z)=r2).v()

Y (2Z) est appelée la fonction digamma, et elle est la dérivée logarithmique de

Gamma et elle est définit comme :

Ir'(2)
r(2)

W(Z) = %mr(z) -

Elle est définie pourtout Z € C\ {o,—1,-2,... }.

1.2.2 La fonction Beta :

1.2.2.1 Définition :

La fonction Beta est définie par :

1 r r
B, q) = fo -1 — -1 dt = %

1.2.2.2 Propriétés :
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1L B(p.@) =pBq,p).
2. Bp,q) =B+ 1,9) + B q+ 1.

3. Bp.a+ 1) =B +1,9) =--Fp,q).

4. La dérivée de la fonction Beta est donnée par :

I'ey '+ Q)>

9
%ﬁ(p,q) =ﬁ(p,q)<r(p) “Tota)

1.2.3 La fonction Mittag-Leffler :

1.2.3.1 Définition :

La fonction de Mittag-Leffler est définie par :

+00 Zk
=St
a(Z) I'(ak +1)
k=0
Avec a> 0, et Z € (.

La fonction généralisée de Mittag-Leffler est donnée par :

+00 ok
s D= D T )

Avec o> 0, et B> 0.

1.2.3.2 Exemple :

+ 0o

Zk Zk

_z L _ .z
|
i rk+1 e k!

Ei(Z) =E1(2) = =€

— gk  Zk
EZ(Z) = Ez,l(Z) = Zm = Zz—k' = COSh\/E
k=0 k=0

10
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1.2.4 La transformation de Laplace :

e Soit F(s) latransformée de Laplace d’une fonction f(t), est définie par :

F(s) = L(f () = f e~StF(6)dt
0

e f(t) est la fonction originale qui peut etre obtenue par la transformée

inversée de F(s) de Laplace:

c+ioo

f(t) =L"1F(s) = j e StF(s)ds avec ¢ = Re(s) >0

Cc—1l00

e Latransformée de Laplace du produit de convolution deux fonctions f
et g s’écrit sous la forme: L(f(t) * g(t),s) = F(s)G(s).
a) Latransformée de Laplace d’une dérivée d’ordre entier est :

n-1

LI 1) = "F(s) = ) s™Rf% (0)

k=0
= S"F(s) = ) TR (0)
k=0

b) La transformée de Laplace de la fonction t™ ! est :

L[tP7](s) =T(p)s7?

11
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1.2.5 La dérivée et I'intégrale de Riemann- Liouville :

1.2.5.1 Définition (dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville) :

La dérivée d’ordre @ > 0 au sens de Riemann-Liouville pour une fonction
donnée f: R* —» R est définie par:

1 d
DUf() = (5

I'n—a) dt njo (¢ =) f (s)ds

Icin = [a] + 1 et [a] est |a partie entiére de a. Sia € ]0,1[ alors:

1

d [t )
DY =t @ jo (¢ — 5)"f (s)ds

1.2.5.2 Exemple :

Calculons D*t* pour A > —1, nous trouverons :

papa_ _LO+D

= tA a>01>-1>
TA—a+ 1) *

On particuliersi A =0 alors:

-

D*t* =D = —
'l-—oa)

1.2.5.3 Définition (intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville) :

Soit f:[a,b] = R on appelle I'intégrale de Riemann-Liouville de f:

1 a
UENO = 775 f (¢ — )T 1f(s)ds

12
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1.2.5.4 Proposition (formule de semi-groupe) :

Soit f € C°([a, b]), pour a, B complexes tels que Re(a) > 0 et Re(B) > 0

ona:
18 (15f) =18+

Pour Re(a) > 1,0na %Igf = J&71f,

Et pour Re(a) > 0,0n a ali_)rgl(lg‘f)(t) = f(t).

1.2.6 Latransformation de Laplace de la dérivée de Riemann :

L'intégrale de Riemann-Liouville peut notamment s’écrire comme le produit de

Convolution des fonctions g(t) et f(¢t) :

a—1

I'(a)

t(t — )% 1

ol f(t) = _[0 Wf(f)df = <

)f(t)

La transformée de Laplace de la fonction g(t) = t*~! est donnée par :
G(s) = L{t* 1} =T(a)s™ ¢

En utilisant la formule de la transformée de Laplace de convolution, on obtient

la transformée de Laplace de I'intégrale aux sens de Riemann-Liouville :

L{FLDEF ()} = L{CDEF ()} = s F(s)

Pour obtenir la transformée de Laplace de la dérivée aux sens de Riemann-

Liouville de la fonction f(t), posons D% = g™(t)

13
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Ce qui entraine :

g(t) =10 “)f(t) )J t—)" " If(Ddr,n—1<a<n

L’utilisation de la transformée de Laplace de la dérivation d’ordre entier

conduit a:

n-—1

WDEF(E) = 57G() = ) 55 g™ FD(0) ou G(s) = s"OF(s)

=0

&

A partir de la définition de la dérivée de Riemann-Liouville, il vient que :

n—-k-1

g(n—k—l)(t) — T

D;OF () = (DETFTf(E)

Ou ,Dff(t) estla dérivée d’ordre a, qui peut s’écrire sous la forme suivante :

B 1 L f@
bif(®) = E(m a)a(t—r)“dr>

1.2.7 L’intégrale fractionnaire au sens de Hadamard :
1.2.7.1 Définition :

L’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre r pour une fonction

h:[1,4+oo[ - R est définie par:

-1

HIrh(t) = %Lt (logg)r %ds,r >0

A condition que I'intégrale existe.

14
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1.2.7.2 Définition (dérivée fractionnaire de Hadamard) :

Pour une fonction h donnée sur 'intervalle[1, +oo[, la dérivée fractionnaire de

Hadamard de h est définie par :

d n .t t n—r—lh S
Hprh(t) = ) f (10gg) %ds,n —1<r<n
1

—_— t_
'n—r) ( dt
Icin = [r] + 1, et [r] désigne la partie entiére inférieure de r et,

log(.) = log.(.).

1.2.8 Théoreme (théoreme de Schaefer):
Soit X un espace de Banach, et N: X = X un opérateur completement continu,

si 'ensemble :
E(N) ={x € X:x = ANx.Pour.A € [0,1]}

est fermé, alors N a des points fixes.

1.2.9 Théoreme (alternative non linéaire de Leray-Schauder pour les
applications a valeur unique) :

Soit E un espace de Banach, C un sous-ensemble fermé et convexe de E, U un
sous-ensemble ouvert de C, et 0 € U supposons que N: U — C soit une
application continue et compacte (c’est a dire que, N(U) soit un sous-

ensemble relativement compact de C), alors :
Soit: N aun point fixe dans U.

Ou Il existe unx € AU etun A € [0,1], pour lesquels x = AN (x).

15



Chapitre 2 : I'existence et I'unicité pour les équations différentielles fractionnaires avec la
dérivée de Hadamard

Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous étudions I'existence et I'unicité de solutions pour
I’équation différentielle fractionnaire de type Hadamard, satisfaisant une

condition limite de Dirichlet et une condition limite non locale donnée par :
Hpry(t) = f(t,y(t)) pourt €] =[1,T],1<r<2........(1)

y)=0,y(M) =g») «veoeen.. (2)

Tel que:
HpT désigne la dérivée fractionnaire de type Hadamard d’ordre r.
f(t,y):] X R = R est une fonction continue.

g : R—> R estune fonction continue.

2.1 Théoreme de point fixe

2.1.1 Arzela -Ascoli :

Soit A un sous ensemble de C(J, E), A est relativement compact dans C(J, E)
si et seulement si les conditions suivantes sont remplies :

e |’ensemble A est borné c’est a dire :
k>0 ||f(W)||<k,VxeE]JetVfEA
e L’ensemble A est équicontinu c’est a dire :

Ve>0,36>0:t; —t,| <= |f(t) —f(t)]l < ¢
pour toutt; ,t, € Jettout f € A

16



Chapitre 2 : I'existence et I'unicité pour les équations différentielles fractionnaires avec la
dérivée de Hadamard

e Pourtout x €] I'ensemble {f(x), f € A} C E est relativement

compact.

2.1.2 Mazur
2.1.21 Théoréme :

Soit {X,,} une suite faiblement convergente vers X dans un espace de
Banach E. Alors, il existe une suite de combinaisons convexes d’éléments de

{X,.} qui converge fortement vers X.

2.1.3 Applications ensemblistes
Soient X et Y des espaces métriques.

e A une application ensembliste (également appelée application
multivaluée) F: X — Y est une application qui associe a tout x € X un
sous-ensemble F(x) appartenanta.

e Legraphede F est le sous-ensemble du produit X X Y défini par :

Graph(F):={(x,y) e X X Y|y € F(x)}
e Une application multivaluée F: X - P(X) est convexe (fermée) si F(X)

est convexe (fermée) pour tout x € X.

e F aun point fixe s'il existe x € X tel que x € F(x).

17
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dérivée de Hadamard

2.1.4 L’ensemble des sélections
2.1.4.1 Définition

Soient X et Y des ensembles non videset F: X —» P(Y), alors :

1) L'opérateur univoque f: X = Y est appelé une sélection de F si et
seulement si f(x) € F(x), pour tout x € X.
2) L'ensemble des sélections de F est défini par :

= {V € L'(J,R):V(t) € F(t,y(t)) presque partout t € ]}
2.2 Principaux résultats:

2.2.1 Définition

Une fonction y € C1([1,T],R) est dite solution de (1) et (2), si y satisfait

I'équation “DTy(t) = f(t, y(t)) sur] et les conditions (2).

Pour I'existence de solutions au probleme 1-2, nous avons besoin du lemme

auxiliaire suivant :

2.2.2 Lemme:

Soit h:[1,+) — R une fonction continue. Une fonction y est une solution

de I’équation intégrale fractionnaire :

r—1

y(t) = %f: (logg h(s)ds

(logt)™!

T T r—1
- Tog Ty [ (y) —— (10g;> h(s)ds] e (3)

F()
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Si et seulement si y est une solution de I'équation intégrale fractionnaire :
Hpry(t) = h(t) pourt €] =[1,]],1<r <2.... (4)
y(1) =0,y(T) =9g) ........(5)
2.2.3 Preuve:

En appliquant I'intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre r aux deux cotés

de (4) nous avons :
y(t) = C;(logt)™™* + C,(logt)" "2 + “I"h(t) ........(6)

Dey(1l) =0onacC,=0etdey(t) =g(y)

1

C1 = Tog )1 l9(y) — "I"h(T)]

Nous obtenons donc I’équation (3).

Il convient de noter que le probléme (1) et (2) a une solution, si et seulement si
I"operateur :
r—1

1 tl t ds
)© =505 | (0g7)  FeyenT

log )71 J
((lc())gg’lt"))r 1[ ) = r(r )_f " f(S;y(S))?S] ...... (7)
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a des points fixes dans C(J, R).

Dans les sous-sections suivantes, nous démontrons |’existence, ainsi que les

résultats d’existence et d’unicité, pour le probleme aux limites 1 et 2 en

utilisant divers théoremes de point fixe.

2.3 L’existence et 'unicité qui résultent du théoréme du point fixe de
Banach:

2.3.1 Théoreme::

Supposons que les hypotheses suivantes soient vérifiées.

e |l existe une constante k > 0, telle que :

If(t,u) — f(t,u")| < klu—u"| pourt € Jetu,u* € R
e |l existe une constante k* > 0, telle que :
lg(u) — gw™)| < k*|lu — u*| pour chaque u,u* € R

Si

2k(log )"
T B

['(r+1)

Alors le probléme (1)-(2) a une solution unique sur[1,T].
2.3.2 Preuve:

Transformez le probléme (1)-(2) en un probléme de point fixe, ou I'opérateur

N est défini comme dans (7).
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En appliquant le principe de contraction de Banach, nous allons montrer que N

est une contraction, soient,y € C([1,T],R), alors pour chaque t € J, nous

avons .
|[(Nx)(t) — (Ny) (@)
<o | (1o82) 152 = sy E
BRYGOPFA 85 ’ 24 S
(ogt)™™*
Tog )1 [Ig(x) gl
1 T t r—1 d
iy ) (ogg) 15 20) = fsye)I
2 (T, T\! d
<t ), (leg) () = Flay@) T
+1g(x) — gy
2k(logT)" |
< [m k ]||X—Y||oo
Ainsi

2k(logT)"
INOR) = VOl < [ BT + 1 = 1

On en déduit que N a un point fixe qui est une solution unique du probléme.

2.4 Résultat d’existence via le théoreme du point fixe de Schaefer :

2.4.1 Théoreme:
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Supposons que :

e Llafonction f:[1,T] X R - R est continue.

e || existe une constante M > 0, telle que :
|f(t,u)| < M pourt €] et chaqueu € R
e |l existe une constante M* > 0, telle que :
lg(w)| < M* pour chaque u € R
Alors le probléme (1)-(2) a au moins une solution sur[1,T].

2.4.2 Preuve:

Nous utiliserons le théoreme du point fixe de Schaefer pour prouver que N

défini par (7) a un point fixe. La preuve sera donnée en plusieurs étapes.

> Etape1: N est continue.

Soit {y,} une suite telle que y,, = y dans (J, R), alors pour chaque t € J:

22



Chapitre 2 : I'existence et I'unicité pour les équations différentielles fractionnaires avec la
dérivée de Hadamard

|((Ny») (©) = (Ny) (O]

1 t t r—1 d
<t ). (ogg)  1(sm() = ey T

(logt)™!
W [|g()’n) - gl
1 T t r—1 d
+ioy ) (logg)  1F () = (s y@)
2 (T T\ 1

d
X supseps,r1|f (s, 7.(8)) — f(s,¥(s))| ?S

+ suplg () — gl

2(logT)"

< mllf(-,yn(-) =Yl

Hlgn) — 9l
Et puisque f et g sont continues nous avons :

INDR) =Nl = 0 n— oo

> Etape 2 : N Transforme des ensembles bornés en ensembles bornés dans
C([1,T],R) . en effet, il suffit de montrer que pour tout u* > 0, il existe
une constante positive [ telle que, pour tout y € B~ = {y €

CALTLR):lylle < p*} ona|IN()lle <1 donc:
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1 T

£\" 1 ds
INOYOI < 1g +75 f; (log?) I (s ¥(9)I %

t

1 | t\" 1 ds
) ) (og;) If(sy()l—

(logT)"
< * - °2 7
<M"'+2M CF)

Ainsi
(logT)"
< * —_—
INOW |l < M* + 2M eI l
> Etape 3

N Transforme des ensembles bornés en ensembles équicontinus de
C([1,T],R). Etsoit t;,t, € ], t; < t; et By~ un ensemble lié de C([1,T],R)

a I'étape.

e Etsoity € B+, alors:

IN(y)(t,) = N(y)(t)]| < %Ltl [(log%>r_1 — (logt_l)r_ll

S

ds
X If (s, 9()| —

r—1 d
v (1082) IfGs )
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(logt,)" ! — (logt,)" 1 1 (T Tl ds
TorTy (|g<y)|+m (o) sy )
- M t1 | t, r—1 | t ™11 ds
NG AT
M (b t,\" 1 ds
ooy ) (osg)  Vey@IT
(logt,)"" 1 — (logt;)" 1 . M (T T\"tds
* QogT)1 X (M o (l°g§) ?)
M
< T+ D) [(log t;)" — (logty)"]
(logt,)™™* — (logty)™ '/ | M -
(logT)r1 (M * '(r+1) (logT) )

Lorsque t; — t,, le membre de droite de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro.

En conséquence de I'étape 1 a I'étape 3, ainsi que du théoreme d’Arzela-Ascoli,

nous pouvons conclure que N est continue et complétement continue.

> Etape 4 : Bornes a priori

Il reste a montrer que I'ensemble :

e={yeC(,R):y =AN(y) pour 0 < 1 < 1}

est borné, maintenant :

1

1 [t t\"~ ds
y“)”[ﬁ J, (og) 1yl
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(logt)™1 1 (T T\ 1 ds
+W<Q(J’) _mL (108§> f(S'Y(S))?>]

Pourd € [0,1], soit y tel que pourtoutt € [1,T]:

T

N < 2o (10 Z)Hfﬂw
YIROT= 210y ), %8

<2— r *
_ZF(r+1)(logT) + M

Alors

INOD) e < (logT)" + M* := R

M
r'r+1)

Ceci montre que I'ensemble € est borné .En conséquence du théoreme du
point fixe de Schaefer, nous en déduisons que N a un point fixe qui est une

solution du probléme (1)-(2).

2.5 Résultat d’existence via I’alternative non linéaire de Leray-
Schauder:

2.5.1 Théoreme:

Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées.

> llexiste @ € L'(J,R,) et 1:[0,00) — [0, ) continues et

décroissantes telles que :
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If (t, W) < ¢ (OY(Jul) pourt € ] et tout u € R
> |l existe *:[0,00) — [0, 0) continues et décroissantes telles que :
lg(w)| < Y*(Jul) pour toutu € R
> |l existe un nombre M* > 0, tel que :

Ml
26O (1) + 4 (M)

Donc le probléme (1)-(2) a au moins une solution sur [1,T] .

2.5.2 Preuve:

Nous utiliserons I’alternative non linéaire de Leray-Schauder pour prouver que
N tel que défini par (7) a un point fixe. Comme le montre le théoreme 3.2,
nous voyons que l'opérateur N est continu, uniformément borné et
équicontinu, et donc par le théoreme d’Arzela-Ascoli, N est completement

continu.

Pour A € [0,1], soit y pourtoutt € [1,T]:

T T r—1

< 2 1 ds i
YO <oy | (l08) AR +w D

< 20l el B (T) + Y I oo

Ainsi
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(IO -,
29NNl “y (D) + 9T s~

Alors il existe M* tel que ||(V) |l #= M™.
Soit :
By-={y € C(IL T, R): [Nl < M}

L'opérateur N est continu et completement continu. Du choix de By, il
n’existe pas de y € dB)- tel que y = AN(y), pour un certain 1 € (0,1).
Comme conséquence de I'alternative non linéaire de type Leray-Schauder, on

en déduit que N a un point fixe y € B+, qui est une solution du probleme.
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Chapitre 3

Dans ce chapitre, nous présentons quelques exemples pour illustrer nos
résultats.
3.1 Exemple 1:

Nous considérons le probleme aux limites de I’équation différentielle

fractionnaire

3
H= _ .
Dzy(t) = 7 g Siny pour te[l,e]l ety ER, ......... (8)
n
y(1)=0,y(T) = Z Ciy(t) v v v e (9)
i=1

Ooul<t; <t <--<t,<letc,i=1,..,nsontdes constantes positives

avec :
n
1
. Ci<§
i=1
Ici
r =5 =e
Donc :
_ 1
fE| = |gsiny| <3
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Et nous avons:

1
lg)| < 5

. 1 1
Choisissons M = 5 et M* = 5 +housavons:

s _8+3vm

1
logT)" +M*<2—12 4 -=—"—"*_
oeD (Gl +1) 3 2n

N <2 M
INOD) e < m

Et donc N est borné, alors d’apres le théoreme 3.2, le probléeme (8)-(9) a une

solution sur[1, e].

3.2 Exemple 2 :

On considere le probleme aux limites pour I’équation différentielle

fractionnaire :

2

3 y
pzy(t) = (log t)zm pourt € [1,elety € R, ......... (10)
n
y(1) = 0,y(T) = 2 Y (ts) .. (11)
i=1
Oul<tyu <t <<ty <letg,i=1,......,nsontdes constantes

positives avec

i_

i=1

/‘\
NIU‘I
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Ici
T—E, =e
Et
yZ
t, = (logt)? —
|f (t,y)| = (logt) e
Et
n
lgW)| = z ¢y (L)
i=1
Donc :
2
£(6.)] = |Gog ) =2—| < (logt)* < Iyl
i & Byl + 1|~ 8" gV

Nous avons aussi :

n

1
9COI < ) e lxl < —e I
=1 r(3)

Choisissons

! 2. 2 r(3)

Y(yD =21yl ¢r(6) = (logt)?et [Z¢y(e) = —=-

8 (3)

2
Nous avons :
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>1

M B 1 _ﬁ
2p(M)I%ps(e) + 9 (M)  T(3) + 1 2

w(z) i)

Est satisfaite, alors d’apres le théoreme 3.3, le probleme (10)-(11) a une

solution sur [1, e].
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