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Introduction

Dans les domaines de 'ingénierie et des sciences, les systemes dynamiques sont un
modele mathématique utilisé pour décrire I'évolution de I'état d'un systeme donné au
cours du temps continu ou discret. En fait, ils constituent le cadre de base utilisé pour
modeéliser, controler et analyser une grande variété de systémes et de phénomenes [7, 25].

En outre, un systéme dynamique peut étre décrit par une équation différentielle or-
dinaire ou une équation différentielle fractionnaire ot la modélisation et la simulation
mathématiques du systeéme et des processus ciblés sont basées sur la description de leurs
propriétés en termes de dérivation fractionnaire [11, 17, 36]. Ce type de calcul est une ex-
tension du calcul différentiel et intégral classique, puisqu'’il permet d’utiliser des ordres
non entiers. Cette méthode est particulierement utile pour étudier des systemes qui pré-
sentent des comportements a mémoire ou des phénomenes, que les modeles classiques
ne peuvent pas représenter avec précision.

Dans ce contexte, les équations de ce type d'un systeme écrit sous la forme [19, 20]

LoD%a;y(t) =u(1),
ce modele mathématique représente par une représentation d’état qui s’écrit sous la forme

D%x(t) =Ax(t)+Bu(t)
y(8) =Cx (1) + Du(1)

ol D® la dérivées fractionnaire au sens de Caputo, u € R™ est le vecteur colonne d’en-
trée, x € R" est le vecteur colonne d’état, y € R” est le vecteur colonne de sortie, A € R"*"
est la matrice d’état, B € R est la matrice d’entrée, C € RP*" est la matrice de sortie,
D € RP*" est la matrice Transmission directe.

Cependant, il existe plusieurs autres types de représentation des systémes dynamiques,
parmi lesquels la représentation de la fonction de transfert apparait. Dans les domaines
de l'ingénierie, une fonction de transfert d'un systéme de controle est une fonction ma-
thématique, obtenue par simple manipulation algébrique d'une équation différentielle
qui illustre le systeme [7]. Il représente le rapport entre la sortie du systeme dynamique et
son entrée dans le domaine de Laplace avec les conditions initiales nulles [7]

G()=g4g, seC.

La théorie du controle est une branche plus large dans les domaines des mathéma-
tiques et de I'ingénierie, parmi sous outils, on peut trouver I’énergie de la réponse impul-
sionnelle, connue sous le nom de norme /%, qui joue un réle important dans la théorie
des systemes dynamiques. La norme ./, apparait souvent dans la théorie du controle et
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peut étre utilisée pour mesurer la précision d'une approximation rationnelle d'une fonc-
tion de transfert et vice versa [1, 37, 38]. Elle est définie pour une fonction de transfert
stable, causale et propre et peut étre calculé par

1 +00
IGI%,, = f Giw)G* (jw) dw,
-0

S 2n
ou G* est la fonction transposée de la fonction G.

Dans ce travail, nous avons illustré I'application de la fonction de transfert d’ordre
fractionnaire a I’objectif de calculer I'énergie de la réponse impulsionnelle, sous certaines
conditions par une méthode approche qui est basée sur lareprésentation en espace d’état,
des matrices de transformation, et des transformations intégrales. Ce mémoire suit la
structure suivante :

Le premier chapitre : est consacré a la présentation du notions de base du calcul frac-
tionnaire, Dans ce chapitre, la premiere section présente les bases du calcul fractionnaire,
suivi par, les transformations intégrales, notamment les transformations de Laplace et de
Mellin. Enfin, quelques notions de complément de Schur sont présentées.

Le deuxiéme chapitre : ce chapitre contient deux sections. La premiére section, présente
les outils de bases de controle théorie, notamment les systemes dynamiques, la fonction
de transfert et la norme /. La deuxiéme section est consacré a la présentation d'une
méthode approchée pour calculer la norme #, pour une fonction de transfert d’ordre
fractionnaire.

le troisiéme chapitre : le dernier chapitre présente deux d’exemples numériques pour
montrer |'efficacité du méthode.



Chapitre 1

Outils Fonctionnels

1 Introduction

Le but de ce chapitre est d'introduire les outils nécessaires qui seront utilisés dans le
reste du travail. Dans la premiére section, nous exposons les concepts de base du calcul
fractionnaire telles que les fonctions d’Euler, les intégrales d’ordre fractionnaires et les
dérivées d’ordre fractionnaires. La deuxieme partie de ce chapitre, contient les définitions
et quelques théoremes et propriétés sur les deux transformations intégrales transformé
de Laplace et transformé de Mellin.

2 Calcul fractionnaire

Depuis plus de trois siecles, le calcul fractionnaire a suscité 'intérét de nombreux
mathématiciens renommés tels que Riemann, Liouville et Caputo [32, 3]. 1l s’agit d'une
théorie portant sur les intégrales et dérivées d’ordre réel ou complexe arbitraire. Actuelle-
ment, divers domaines tels que la mécanique, 1'électrotechnique, la physique et d’autres
encore font usage du calcul fractionnaire [3, 19, 33, 40]. Toutefois, ces dernieres années,
I'application du calcul fractionnair en biomédecine et biologie a été observée, comme le
soulignent Ionescu et al [17]. Par ailleurs, la théorie du controle des systemes dynamiques
évoque l'apparition de la dérivée fractionnaire lorsque le systeme contrdlé et le contro-
leur sont représentés par une équation différentielle fractionnaire [3]. (Nous allons don-
ner quelques exemples dans la section consacrée au systeme dynamique). Il convient de
noter que le calcul fractionnaire peut étre considéré comme généralistion de |'intégration
et de la différenciation aux valeurs non entieres, grace a 'opérateur D‘;,[, ol a et t repré-
sentent les bornes de I'opération et a € R correspond a I’ordre fractionnaire et il est défini
comme [3] :

de
« % a>0,
a,t— 1 a=0,

fat(d‘r)"‘ a<0,

Dans cette premiere section du chapitre 01, nous présenterons les outils les plus fréquem-
ment utilisés dans le calcul fractionnaire.

Pour commencer, rappelons les deux fonctions les plus importantes en calcul frac-
tionnaire : la fonction Gamma et la fonction Béta, toutes deux introduites par le mathé-
maticien suisse Leonhard Euler au 18e siecle.



2. CALCUL FRACTIONNAIRE

2.1 Fonctions d’Euler
Fonction Gamma

Définition 1.1 [19] la fonction Gamma d’Euler, notée par I est définie par l'intégrale sui-
vante:

Ix) :f *tetdr (1.1)
0

avec x € C et Re(x) > 0.

Exemple 1.1 D’apres la définition (1.1) et pour x = %, on trouve

o0
F(l) :f 3etdt
2 0

t=0 = y=0,
Enposant, y=vt= y*=tetdt=2ydy avec
[=00 = y=o0.

f t_%e_tdtzzf eV dy.
0 0

Grdce a l'intégrale de Gauss [13], on détermine la valeur de F(%),

Ainsi,

-

Propriétés 1.1 [19] La fonction Gamma possede plusieurs propriétés, dont les deux plus
importantes sont les suivantes :
— La fonction Gamma est vérifié la relation récurrence :

I'x+1)=x[(x),VxeC tel que Re(x) >0 (1.2)
— La fonction Gamma est une généralisation de la fonction factorielle, et cela signifie :

In=((n-1)!, VneN*

Exemple 1.2 D’apres I'égalité (1.2) et pour x = %, ona
i@ = 3G,

_ Vx

= 5.

Fonction Béta

Définition 1.2 [19] La fonction Béta est définie pour tous les nombres complexes a et b par :

1
B(a, b) :f 11 - 0P ldr, R(a) > 0,R(b) > 0.
0
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Relation entre la fonction Béta et la fonction Gamma

La fonction Béta peut étre définie en fonction de la fonction Gamma, et cette relation
est donnée par la proposition suivante.

Proposition 1.1 [19] Pour tous a,beC,

I{a)I(b)
B(a, b) = m, §R(a) >0, §R(b) > 0.

Remarque 1.1 [19] La fonction Béta est symétrique :

B(a,b)=B(b,a).

2.2 Intégrale d’ordre fractionnaire

Lintégrale fractionnaire est I'un des outils fondamental du calcul fractionnaire. Dans
cette partie, nous présenterons. Il existe plus d'une définition d'une intégrale fraction-
naire, y compris celle proposée par Riemann-Liouville et I'autre selon Weyl [29]. Dans ce
qui suit , nous décrirons celle développées par Bernard Riemann et Joseph Liouville, ap-
pelées intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.

Définition 1.3 [20, 32] Soit f € L;a, b].
— Lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche dordre a € R* est définie
par:
L
I~ Ja (t-1)*!

- Lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d'ordrea € R* est définie par :

o 1 b fo
D% =1%, f(f)= o ft —pmrdn i<h

D;f‘,tzlgwf(t): dt, t>a,

Passons au calcul de I'intégrale fractionnaire Riemann-Liouville d'une des fonctions élé-
mentaire comme illustré dans I’exemple suivant.

Exemple 1.3 Soit la fonction t — t*, avec t >0, u> -1 eta < 0.

1 [ o
Ig’tﬂl:mjo (t-1“'t'dr. (1.3)

Pour évaluer l'intégrale (1.3), on passe par le changement de variable.

1=0 = y=0,
Onposet=ty=dt=tdy,et
=t = y=1
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Alors l'intégrale (1.3) devient :

a
IO,ttu

1
1 —a-1 u
) =) () eay,

1
_ 1 —a=1 (7 _ )% pop

1
_ OTH _ —-a—1 v
- F(_a)j(; (1 y) y dy’

= F;:T)B (—(x, M+ 1) ,

Iu+1) [ooHu
I (~a+p+1) )

En particulier, si p = 0, l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d'une fonction

constanteK d’ordrea < 0 est : K

I'—a+1) g

Ig,tK = -«

Comme on le sait, I'intégration est I'inverse de la dérivation. Dans le cadre du cal-
cul fractionnaire, il existe diverses définitions de la dérivée fractionnaire. Les définitions
les plus couramment utilisées sont la définition de Riemann-Liouville et celle de Caputo.
Nous allons présenter dans la suit, les deux définitions et la relation entre eux.

2.3 Dérivées d’ordre fractionnaires

Commencons par la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, cette der-
niere a joué un role important dans le développement de la théorie des dérivées fraction-
naires et intégrales et de ses applications en mathématiques pures.

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4 [20, 32, 34] Soita e R}, etn—1<a < n,neN*. La dérivée fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville d'ordre o de la fonction continue f est définie par :

n

_L d
[n-wdr"

d
rLDy f (1) = ( OIg_“f)(t)— f(t 0" f(ndT, t>0 (1.4)

Remarque 1.2 D’apres la définition (1.4)
— Pour a=0, on trouve

0
wDY (1) = m)dtf feodt=15 0=

— Pour =1, on obtient

D} f(t)—id—zftf( )d —if(t)—f’(t)
R0, ]\ =Toy g J, V4T g =S
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Exemple 1.4 On considere la fonction constante f(t) =K, K € R*. Utilisons (1.4) pour cal-
culer la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction constante d’ordre
o, avecn—1<a<n,neN*.

t
o _ 1 dar _ yh—a-1
RLDO’IK T -l - dtnj(; (t-1) Kdt, t>0,
— K ar e«

(n-o) I (n-oy at”
En dérivant n fois la fonction t — t"*~%, on obtient,

P S
0T M-

r.D -

En générale, la dérivée fractionnaire d'une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville d’ordre a n’est pas nulle, et c’est I'un des inconvénients du dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville, pour remédier a cet inconvénient, Caputo a proposé une
nouvelle définition au 20éme siecle[4].

Dans l'utilisation de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo pour la résolution des
équations différentielles, il n’est pas nécessaire de spécifier les conditions initiales d’ordre
fractionnaire car elles ont la méme forme que les équations différentielles en ordre com-
plet. Pour ces raisons, la définition de Caputo décrite ci-dessous sera utilisée tout au long
de ce mémoire.

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.5 [20, 32, 34] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d'ordre «, tel que
n—1<a<n, neN* delafonction f continue est donnée par :

a _; ! _ \h—a-1 ¢(n)
cDo,[f(t)—F(n_a)fO (-1 " dr, t>0, (1.5)

mp - d" [
avec, f'V(t)= Tt
Remarque 1.3 La dérivée fractionnaire d’'une fonction constante au sens de Caputo d’'ordre
o est nulle.

Relation entre la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et la dérivée frac-
tionnaire au sens de Caputo

Dans les conditions initiales homogénes, les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville
et de Caputo sont équivalents, et cela signifie que la dérivée fractionnaire au sens de
Caputo peut étre exprimée en fonction de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville [32], comme décrit ci-dessous :

o o n-1 tk—(x @
rDS, f(D) = c DS, f(1) + kX:;') mf 0).
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3 Transformations intégrales

La transformation intégrale est un outil mathématique qui est utilisé dans divers do-
maines tels que la physique, 'ingénierie et le traitement de signal pour simplifier des pro-
blémes complexes [6, 35]. De plus, la transformation intégrale est une opération linéaire
qui transforme une fonction d'une variable en une autre variable via I'intégrale suivante
[10, 6, 21] :

E(s),

b
f FOK@, 9)dt,
a

T (D)

ou K(z, s) est appelé le noyau de la transformation.

Il existe plusieurs types de transformées, elles sont définies par le choix de différents
noyaux K (s, 1) etles différentes valeurs de a et b, par exemple sil’on consideére K(s, 1) = e~ 5!
et a=0, b =00, on obtien alors la transformée de Laplace [10]. Si en revanche K(s, t) = 51
et a=0, b =00, on se retrouve dans le cas de la transformée de Mellin [10].

Dans cette deuxieme partie du chapitre, nous allons présenter deux transformations
utiles pour notre travail, notamment celles de Laplace et de Mellin.

3.1 Transformation de Laplace

La transformée de Laplace est une technique mathématique qui a été introduite par
Peirre-Simon Laplace en 1812 et notée par Z(.). Elle est une transformation intégrale qui
transforme une fonction du domaine temporel en une fonction du domaine fréquentiel
complexe, selon la définition suivante.

Définition 1.6 [6] Soit f est une fonction causale. La transformée de Laplace de la fonction
f de lavariable t est la fonction F de la variable s donner par :

LAV

E(s),
f e ST f(ndt. (1.6)
0

Continuité par morceaux

Définition 1.7 [6] Une fonction causale est dite continue par morceaux sur un intervalle
o < t <P dans Ry, si est seulement si elle est continue en tout point de [«,p] sauf en un
nombre fini de points.

Fonctions d’ordre exponentiel

Définition 1.8 [6] La fonction f estdite d’ordre exponentiel d'ordre a, s'il existe une constante
M > 0, tel que pour un certain'T <0 on a,

lf(H)|<Me™, t<T

Exemple 1.5 Puisque t2| < e, t <0, alors, il existe la constanteM = 1 et donc
la fonction t — t? est d'ordre exponentiel 3.
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Condition suffisante d’existence de la transformée de Laplace

Theorem 1.1 [6] Soit f une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [0, +oo| et elle
est d’ordre exponentiel d’ordre a, alors la transformée de Laplace £ f (t)] existe pour tout
R(s) > a.

Exemple 1.6 La transformée de Laplace de la fonction f(t) =1, t > 0 est donnée par

(e .e]

E(s) = ZIf(D](s) = f e *'dt,
0

=lim | e ’dt,
T—00 0

Exemple 1.7 La transformée de Laplace de la fonction f(t)=t% a€Reta > —1 est

Lt = M

Sa+1

Dans la suite, nous présenterons quelques propriétés de base de la transformée de La-
place. On considére les deux fonctions causales f et g sur R, et on suppose que Z[f (1)](s) =
F(s) et Z(g(n)](s) =G(s) [6, 19, 33].

Propriétés
P. 1. Propriété de linéarité
L af(0)+pg®)] (s)=aF(s) +PG(s), (1.7)

avec, a et p deux constantes réelles ou complexes.

P.2. Propriété de convolution
L[(f*8)®)] ()= ZLIf (D) ZLI[g(D](s), (1.8)

tel que * désigne le produit de convolution défini par
t t
(f * g1 :fo fa-1gMdr :fo gt—1) f(rdr.
P.3. Transformée de Laplace d’'une intégrale

(S)=@.
N

< [fotf(‘r)d‘r

P. 4. Transformée de Laplace d'une dérivée

n—1
LI = s"FEs)- Y "0,
k=0

s"E(s)— Y sk FmFD(g).
k=0
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P.5. Intégrale de la transformée de Laplace

f)

L7 Eaaid
t

(s) :f F(s)ds.
N

P.6. Dérivée de la transformée de Laplace

di’l

n _(_1\"
AL ICI ORI

F(s), mneN.

P.7. Transformée de Laplace d’'une intégrale d’ordre fractionnaire

F
LLIFD(s) = .

S(X

P.8. Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo
N
L[ Dy, f(D](s)=s"F(s) = Y s* K Doh), n-1=<an, neN”.
k=1

Lapplication de la transformée de Laplace a divers probléemes physiques, électriques,
etc. nécessite I'utilisation de la transformée inverse.

Transformation de Laplace inverse

Définition 1.9 [6, 32] Soit f une fonction de la variable t et F sa transformée de Laplace,
alors f est dite transformée de Laplace inverse de la fonction F qui notée par £~ [F(s)] est
définie comme suit

L7UE$)IGs) = f(0),
1 c+joo
= — F(s)e’lds, c=R(s)> co.
2jm Je—joo

avec c se situe dans le demi-plan droit de la convergence absolue de l'intégrale
de Laplace (1.6).

5s
Exemple 1.8 Trouvons £~! { R —— }
$2+2s+17

Nous procédons comme suit :

5s B 5s
$242s+17  (s+1)2+16
s+1 5 4

—__X—'
(s+1)2%+16 4 (s+12%+16

Rappelant que L{e"* f(1)} =F (s + a)[21], tel que F(s) = L[f(1)1(s) et on sait que,
Licos(at)} = ———, Lisin(at)} = ——[10].
s+ a? s2+a?

Alors, on obtient

5s 5
@1 {—} =5e Tcos(4t) — = e 'sin(41).
S24+25+17 4

10
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Transformation de Mellin

La transformée de Mellin est un transformation intégrale qui a été introduite par le
mathématicien finlandais Robert Hjalmar Mellin. La premiere mention de la transformée
de Mellin a été trouvée dans un mémoire de Riemann ou il I'a utilisée pour étudier la
célebre fonction Zéta [9]. La transformée de Mellin est utilisée dans divers problemes ma-
thématiques pures et appliquées, en particulier dans la théorie des équations différen-
tielles et intégrales, et théorie des séries de Dirichlet.

Définition 1.10 [33, 16] Soit la fonction f définie sur l'intervalle [0, +oo[. La transformée
de MellinF de la fonction f notée 4 {f (1)}(s), est définie par l'intégrale suivante :
HQ;%UUMQ:L 7 fodx, (1.9)

avec s € C. Lintégrale (1.9) converge pour des valeurs de s qui se trouvent a l'intérieur d'une
bande définie par deux paralléles a l'axe des imaginaire, i.e., 11 < R(S) < Ha.

Theorem 1.2 [33] Si la fonction f est continue par morceaux sur tout intervalle fermé
[a, bl UR" alors la transformée de Mellin 4 {f()}(s) existe et

1 oo
f |f 0] x"dx < oo, f |f ()] x> dx < co.
0 1

Exemple 1.9 La transformée de Mellin de la fonction x — e~ **, a> 0 est

+00

AN (x))](s) :f e xS dx. (1.10)
0

En passant par le changement de variable, tel que, on suppose que ax = t, alors l'intégrale
(1.10) devient :

1 +00
A = — e '’z
a Jo
= aSI(s).

ot I'est la fonction de Gamma.
M) =N 11s).
Exemple 1.10 Soit la fonction
1
=—, N*.
f(x) 130" ne
La transformée de Mellin de la fonction f est calculée comme suit
o dx

_ s—1
«%UMMQ—L e 1.11)

r
Effectuons le changement de variable x = 1= onaalorsdx = dt. Ce qui donne

— )2

1
A (D) = fl‘s_l(l—t)"_s_ldt,
0
= —F(s)]{;(’;l)_s), (1.12)

avec 0 <R(s) < n.
D’apres [10], l'expression (1.12) devint

1+x)" sin(ns) |\n—1

(s):(_l)n—lL(S—l)

11



4. COMPLEMENT DE SCHUR

Transformation inverse de Mellin

Définition 1.11 [33] La transformée de Mellin inverse de la fonction F, notée .4~ [F], est
définie par

1 H+joo
MTES)](X) = f(0) = — X SF(s)ds, 1 <p<Ho.
2jm Ju-joo

4 Complément de Schur

Cette section présente quelques détails du complément de Schur, qui est important
en algebre linéaire et théorie des matrices.

Définition 1.12 [43] Soit M une matrice bloc de dimension (p + q) x (p + q)

A B

cpl (1.13)

|

ot les blocs A, B, C et D sont des matrices de dimensions respectives p x p, p x q,  x p et
q x q, avec det(A) #0. Le complément de Schur du bloc A de la matrice M est constitué par
la matrice de dimension p x p

(M/A)=D-CA™'B. (1.14)

Corollaire 1.1 [43] Le déterminant de la matrice M peut étre calculé comme un produit du
déterminant de la matrice A et du déterminant du complément de Schur (M / A)

det(M) =det(A) x det(M/A)

Theorem 1.3 [43] SoitM, A et E des matrices carrées non singulieres, tel que

A B E F
Mot B) o aefE )

Alors, A /E est sous-matrice non singuliere de la matrice M /E et

M/A=M/E)/(A/E).

4.1 Application ducomplément de Schur alarésolution systeme d’équa-
tions linéaire
Soit le systeme d’équations linéaire

{ Ax+By =a, (1.15)

Cx+Dy =bpb,

oux,aeR”’, y,beRY et A, B,C,D sont des matrices blocs de dimensions p x p, p x ¢,
g x p et q x q respectivement, avec la matrice A est inversible.

En multipliant la premiére équation par CA™!, puis en la soustrayant de la seconde,
on trouve .
y=(D-CA™'B) " (b-CA 'a)

En remplacant la valeur de y dans la premiere équation, on obtient

x=A""(a-B(D-CA'B)"' (b-CAa)

12



5. CONCLUSION

5 Conclusion

Ce chapitre a permis de mettre en lumiére les outils les plus importants utilisés dans
ce mémoire. Quelques concepts du calcul fractionnaire qui fournit un excellent instru-
ment pour la modélisation et la description des propriétés de divers matériaux ont été
présentés dans la premiere partie du chapitre. Dans la deuxiéme partie du chapitre, nous
avons introduit deux transformations intégrales les plus importants pour notre travail qui
sont la transformée de Laplace et la transformée de Mellin. Nous avons conclu ce chapitre
en définissant et en présentant certaines propriétés du complément de Schur.

La fonction de transfert va étre utilisé dans le cadre de ce mémoire pour calculer
I'énergie de la réponse impulsionnelle d'un systeme fractionnaire. Cette utilisation est
illustré dans le chapitre suivant.

13



Chapitre 2

Norme /45, Pour La Fonction du Transfert
D’ordre Fractionnaire

1 Introduction

Différentes méthodes ont été proposées pour évaluer la norme % pour la fonction de
transfert d’ordre fractionnaire [1, 22, 27, 38], a travers ce deuxieme chapitre, nous allons
présenter la méthode proposée par Lakeb et al. Ce chapitre est divisé en deux sections. La
premiére section introduit les fondamentaux des outils de base de la théorie du controle,
tandis que la seconde se focalise sur la méthode proposée par Lakeb et al pour calculer la
norme /6.

2 Outils de base en théorie du controle

Lobjectif de cette partie est de rappeler quelques outils de base en théorie du controle.
Nous commencerons par présenter les systemes dynamiques, et en particulier, les sys-
temes dynamiques fractionnaires. Ensuite, nous présenterons la fonction de transfert, qui
est utile pour I'étude de systemes dynamiques LTI. Enfin, des détails sur I'énergie de la
norme /¢, également connue sous le nom |'énergie de la réponse impulsionnelle.

2.1 Systemes dynamiques

Un systeme dynamique est un modele mathématique, qui utilisé pour la modélisa-
tion, le controle et ’analyse d’'une grande variété de systeme et de phénomenes [26].
Les systemes dynamiques sont utilisés principalement dans I’étude du processus temps-
évolutif, ils sont présenté sous forme de schéma suivant

’ INPUT H PROCESS“—* QUTPUT

FIGURE 2.1 — Systéme dynamique

Les systemes dynamiques sont généralement décrits par des équations aux dérivés
partielles ou des équations différentielles [23].

Exemple 2.1 [I] Considérons un oscillateur amorti forcé qui présenté par l'équation diffé-
rentielle du seconde d’ordre

J(1) +2mwoy(8) + w5y (1) = Kwiu(t). 2.1)

14



2. OUTILS DE BASE EN THEORIE DU CONTROLE

out wy est la pulsation propre de l'oscillateur, m est le coefficient d'amortissement, K est une
coefficient de la force, j représente l'accélération de l'oscillateur, y représente l'amortisse-
ment et y représente la position de l'oscillateur.

Dans un contexte général, le concept de systemes dynamiques inclut une loi de I’évo-
lution de I'état dans le temps et un ensemble de ses états possibles, cet ensemble est
connu sous le nom d’espace d’état du systéeme [39], ses coordonnées sont des variables
d’état.

Représentation d’état d’'un systéme dynamique LTI continue

Définition 2.1 [12, 24] La représentation d’état d’'un systeme dynamique continue est un
modele mathématique qui donnée par

x(1) = A()x(8) + B() u(1),
2.2)
y(0) =C@Ox() + DA u(p),

oir x(t) € R™ est un vecteur d’état, u(t) € R7 est un vecteur d'entrée, y(t) € R7 est un vec-
teur de sortie, A(t) € R™*"™ est une matrice d’état, B(t) € R™*9 est une matrice de com-
mande, C(t) € RP*™ est une matrice d’observation et D(t) € RP*4 est une matrice de trans-
mission directe, la premiére équation est connue sous le nom d’équation d'état, tandis que
la deuxieme est appelée I'équation de sortie ou d’observation.

Remarque 2.1 Le systeme (2.2) est un systeme MIMO pour multiples-entrées, multiple-
sorties, si p = q = 1, alors, le systeme (2.2) devient un systeme SISO a mono-entrée, mono-
sortie. Si le systeme (2.2) a une seule entrée et multiple sorties, alors, il est appelé SIMO. Le
systeme (2.2) est MISO, s’il a un multiple entrées et une seule sortie.

Remarque 2.2 Si A, B, C etD sont des matrices constantes, alors, le systeme (2.2) est appelé
un systeme dynamique LTI (Linéaire invariant dans le temps) continu.

Comme mentionné précédemment, un systeme dynamique continu peut étre pré-
senté par une équation différentielle ou en présentation d’état. L'exemple suivant mon-
trera comment nous passons d'une équation différentielle a une représentation d’état.

Exemple 2.2 Dans l'exemple d’'un oscillateur amorti forcé. Afin de passer d'une équation
différentielle a la représentation d’état, nous introduisons les deux variables x,(t) et x,(t)
tel que

x() = y@),
(2.3)
X = x()=y.
Au moyen de deux composantes x1(t) et x»(t), l'équation (2.1), devient
X2 (8) +2mwo X2 (1) + w51 (1) = Kwi u(?). (2.4)

La deuxieme équation de (2.3) et I'équation (2.4) forment un systeme de deux équations
différentielles du premier ordre, équivalent a l'équation différentielle (2.1) du second ordre

x1(1) x2(1),

(2.5)
X2(f) = —2mwoxa(t) — wix: (1) + Koju(r).

15



2. OUTILS DE BASE EN THEORIE DU CONTROLE

Le systeme d’équation (2.5) peut étre écrit sous la forme matricielle
x(t) =Ax(t) + Bu(y). (2.6)

ot les deux composantes x1(t) et x,(t) sont des variables d’état, I'équation (2.6) est appelé
l'équation d’état, avec,

x1(8) 0 1 x1 (1) 0
x(1) = , A= , x(f) = et B=
X (1) —w5 —2muw x2(1) Kwj

Il est nécessaire de suivre l'évolution de l'oscillateur amorti forcé. Cela se fait a travers l'équa-
tion d’'observation (équation de sortie) que nous extrayons de la premiére équation de (2.3) :

() =Cx(1),

avec,
Cc=[1 0].

Définition 2.2 [31] Un systeme dynamique est causal si la sortie y(t) ) a linstant ty ne
dépend que des valeurs de son entrée pour t < 1.

Définition 2.3 [31] Un systeme dynamique est strictement propre si la matrice de trans-
mission directe est nulle.

Ces dernieres années, le comportement de systemes réels dans divers domaines de la
science et de I'ingénierie, y compris la biologie, la viscosité élastique, 1'électrochimie et
bien d’autre, a été modélisé par des équations différentielles fractionnaire [15, 30, 38].

2.2 Systeme dynamique LTI d’ordre fractionnaire

Les équations suivantes décrivent la représentation d’état d'un systéme dynamique
LTI d’ordre fractionnaire a temps continu [18]

{ cDg,tX([) =Ax(t) +Bu(p), 2.7)

y(1) =Cx(t) + Du(1),

ol x € R™ est le vecteur d’état, u € RY est le vecteur de commande ou vecteur d’en-
trée, y € RY est le vecteur de sortie, A € R""*™ est la matrice d’état, B € R”"*7 est la ma-
trice de commande, C € RP*™ est la matrice d’observation et D € RP*9 est la matrice de
transmission directe, avec, ¢Dj, est la drivée fractionnaire d’ordre « de Caputo, tel que
n-1<a<n, neN*,

Exemple 2.3 [15] Gomez et al ont présenté un systeme fractionnaire pour une électrode
polarisable décrite par un circuit électrique

16



2. OUTILS DE BASE EN THEORIE DU CONTROLE

R.:

~ o M a

AN ANRAN
(_,'—-"—_“ VARV
+ i)

. _—*_{

Vit) Ep — s
-

FIGURE 2.2 — Equivalent electrical circuit for the polarizable electrode model.

avec, v est la tension, i est le courant, R; est la résistance en série, R, est la résistance en
parallele et C est la capacité d’'un condensateur.

D’apres les deux lois Kirchhoff, la loi des mailles et la loi des nceuds, la tension v et le
courant i sont données par deux relations

v(t) = Rsi())+vc(D),
(2.8)
M = r@O+ic(),

ol v¢ est la tension aux bornes du condensateur.
En substituant les deux relations

La relation entre le courant aux bornes de la résistance (série ou paralléle) et la tension
aux bornes du condensateur est donnée par les deux équations suivantes

ve(?)
RP
dUc
TR

ir(?)

)

ic(?)

S d 2 ’ 2 ) .
ol - représente l'opérateur de dérivation par rapport au temps.

En substituant les deux relations dans le systeme (2.8), nous obtenons

v(1) Rsi(8) + vc(1),

(2.9)
ve (1) N dvc

(f) = —_—.
1) R, =~ dt

Gomez et al ont introduits un parametre auxiliaire pour passer de la dérivée classique
a la dérivée fractionnaire

d | R *
— = D", n-1<a<n, neN".
dt HI—O(
Alors, le systeme (2.9), devient
_ . 1-a 1-«
U(t) - Rsl(t)+UC(t)y D(xvc(t) — _P Uc(t)‘l' l(t),
CR, C
. ve(t) C &
i(r) = +—D" vc(n). .
Rp pe v(t) = vc(t)+Rsi(1).

17



2. OUTILS DE BASE EN THEORIE DU CONTROLE

Définition 2.4 [19] Le systeme dynamique (2.7) est dit réguliére si et seulement si
det(s*I;—A) #0, seC.

En théorie du controle, les systémes dynamiques peuvent étre décrits et représentés
de différentes manieres. Parmi eux, on trouve I’équation différentielle et la représenta-
tion d’état comme indiqué précédemment.Une autre facon consiste a représenter par une
fonction de transfert, qui sera expliquée et détaillée dans la partie qui suive.

2.3 Fonction de transfert

La fonction de transfert est une relation entre I'entrée et la sortie d'un systeme dyna-
mique linéaire. En mathématiques, la fonction de transfert est une fonction de variable
complexe, qui est le rapport de transformation de Laplace de sortie et d’entrée. La forme
générale de la fonction de transfert est écrite sous la forme suivante [2]

H(s)
SX(l+ais+...+a,s")’

G(s)=K
ol K est le gain, a est la classe du systeme, et H(0) = 1.

Fonction de transfert d’'une équation différentielle

Considérons I'’équation différentielle d’ordre n

d u
+..+ayy=hbo + b pr +..byu. (2.10)
avec, u est 'entrée, y est la sortie et m, n e N*.

Nous appliquons la transformée de Laplace a I’équation (2.10), on trouve
aos™Y(s) + a1 sIY(S) + ... + anY () = bos™U(s) + by s™ U (s) +...b, U(s), s€C.

D’apres la définition de la fonction de transfert, qui noté G, nous obtenons sa formule

G(s) Y(s)U(s),

boSm + blsm_l +..by,

aps"+ a1 s+ ..a,

Exemple 2.4 Nous revenons a l'équation différentielle d'un oscillateur amorti forcé. La
fonction de transfert G de l'équation différentielle (2.1) est donée par

Kuw?
0 seC.

G(s) = :
S“+2muwys + wy

Fonction de transfert d’'une représentation d’état

Soit le systeme fractionniare régulier LTI continu

Ax(t) +Bu(r),

Cx(t) +Du(t). (2.11)

(1)

{ D%x(1)

18



2. OUTILS DE BASE EN THEORIE DU CONTROLE

ou D est la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo, et n—1<a<n, neN*.
La transformée de Laplace appliquée au systeme (2.11) donne

s*X(s)
Y(s)

AX(s) +BU(s), (2.12)
CX(s) +DU(s). (2.13)

ou s € C. Léquation (2.12) est équivalente a :
X(s) = (s*I, —A) "' BU(s). (2.14)
En remplacant I'équation (2.14) dans I'’équation (2.13), on obtient

Y(s)=C((s"I, ~A) "' B+D] U ().
La fonction de transfert G du systeme peut étre déduite en se basant sur cette derniere
équation

G(s) =C|(s"1,~A) "' B+D).

Exemple 2.5 La représentation d’état d’'un électrode polarisable [15]

1-a 1-«
M

D%vc(t) = _CRp Uc(t)+pTi(t)»

(2.15)

V(1)

ve () + Ryi ().
La fonction de transfert associée au systeme (2.15) est donnée par

Hl_(xRp

G =Rs+ ——.
(=R pl-2+R,CsY

Définition 2.5 [3] Une fonction de transfert est dite commensurable si les exposants de la
variable complexe s dans le numérateur et le dénominateur sont des pultiples entiers d’'un
meéme nombre.

Theorem 2.1 [3, 28] Une fonction de transfert commensurable d’ordre fractionnaire

Y(s% .
G(s) = est BIBO stable si
U(s%)

O<a<?2,

et pour tout s € C telle que |arg(s)| >af

La norme %%, également connue sous le nom de I'énergie de la réponse impulsion-
nelle joue un réle important dans le domaine des systémes dynamiques et controle. Elle
peut étre utilisée pour mesurer la précision de I'approximation rationnelle d'une fonction
de transfert d’ordre fractionnaire. Dans ce qui suit, nous donnerons les définitions de la
norme ./, des fonctions de transfert.
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3. NORME ¢, POUR UNE FONCTION DE TRANSFERT D’ORDRE FRACTIONNAIRE

2.4 Norme ./ d’'une fonction de transfert

Définition 2.6 [38] La norme /¢, de la fonction de transfert G a multiple-entrée, multiple-
sortie, notée |Gl z,, est donnée par

1 +00
1612, = - f GG (o) d,

Définition 2.7 [38] La norme /6, de la fonction de transfert G a mono-entrée, mono-sortie,

est donnée par

1 +00 2
eIk :—f G(jw)|” dw,
1G I, = 5 _Oo| ()| dw

Remarque 2.3 [38] Pour G(-jw) = G(jw), nous obtenons

2 1 +00 . ..
||G||Jf)2=;f0 G(jw)G* (jw) dw,

3 Norme /4 pour une fonction de transfert d’ordre frac-
tionnaire

Dans cette section, nous présenterons une méthode approcher pour calculer la norme
¢, pour une fonction de transfert d’ordre fractionnaire [22]. Cependant, nous allons
commencer par rappeler quelques préliminaires.

3.1 Préliminaires

Considérons le systeme dynamique LTI d’ordre fractionnaire réguliére, continue et
propre
(2.16)
y(@) =cx(1),
ou x, u, y € R* sont respectivement I'état, I'entrée et la sortiet et a € R* and b, c € R* avec

les conditions initiales sont nulles, et D%, tel que n—1 < a < n, n € N*, est la dérivée
fractionnaire d’ordre a de Caputo|5]

{ D%x (1) =ax(t) + bu(t),

1 t xM(1) d"x(1)
D“ = f , (n) =—) N*.
x(1) Tin—al Jo (t—T)O“”“dT x (1) oon ne

En appliquant la transformée de Laplace au systéme (2.16), nous obtenons la fonction
de transfert G d’ordre fractionnaire est écrite comme

VseC :Y(s)=c(s*—a) ' hU(s).

Cependant,
VseC :Y(s)=G(s)U(s),

alors, la fonction de transfert d’ordre fractionnaire associée au systéme (2.16) est donnée
par
VseC : G(s)=c(s*—a)"'b.

La fonction de transfert G est le complément de Schur de la matrice Sg(s) comme suit

- b
SG“):[% ]

20



3. NORME ¢, POUR UNE FONCTION DE TRANSFERT D’ORDRE FRACTIONNAIRE

La fonction de transfert G est propre, donc son conjugué transposé est :
G*(s)=b(-s—a) ¢,
et elle est le complément de Schur de la matrice Sg+(s)

-S—a|c

Sg+(s) = 5 1o

En utilisant une manipulation algébrique simple sur les deux matrices Sg et Sg+, nous
trouvons

0 —-s—alc
Se(8)=| s—a -b* |0
-0 |0

La matrice Sy, est également connue sous le nom de matrice parahermitienne ol sa
fonction de transfert parahermitienne correspondante est

d(s)=c(s—a) th*(-s—a)Le. (2.17)

La méthode approchée pour calculer la norme #, pour une fonction de transfert
d’ordre fractionnaire qui est basée sur la représentation d’état d'un systeme dynamique
fractionnaire, les matrices de transformation parahermitien et dérivée fractionnaire est
présentée par le théoreme suivant.

Theorem 2.2 [22] La norme /¢, d’'une fonction de transfert d’ordre fractionnaire associée
représentation en espace d’état {a,b,c,a}, ot a € R*, b,c € R*, % <a<2 avec, a #£1 et
(s*—a)#0, seC est

b2 2 (—a)a2 cot (aF)

asin(2)

2 — —
1GI%,, =

Preuve.
Considérons le systeme dynamique fractionnaire LTT continu, régulier et propre

D%x(t) = H+bu(p),
{ x(1) =ax(t) + bu(t) .18

y(t) =cx(1),

ol x, u, y € R* sont respectivement I'état, I'entrée et la sortie et a € R* et b, c € R* avec une
condition initiale nulle, et D%, o1 n—1 < «a < n, pour certains n € N*, dérivée fractionnaire
d’ordre a au sens de Caputo. En appliquant la transformée de Laplace, alors, le systéme
(2.18) devient, pour s C

{ s*X(s) =aX(s) + bU(s), (2.19)

Y(s) =cX(s),
De la premiere équation du systeme (2.19), nous concluons ce qui suit

X(s) = (s*—a) " bU(s),

En remplacant cette derniere équation dans I’équation du sortie du systeme (2.19), nous
trouvons
Y(s)=c(s%—a) " bU(s).

Alors, la fonction du transfert associer au systeme (2.18) est donnée par

VseC: G(s)=c(s*—a) ' b. (2.20)
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Lobjectif principal de ce travail est présenté une approche alternative pour calculer la
norme /% pour la fonction de transfert d’ordre fractionnaire (2.20), qui définit par [38]

1 +o0 ..
161, =5 | GG (jw)do,

et comme la norme /% est défini dans le domaine fréquentiel, alors la fonction de trans-
fert (2.20) se transforme a

VseC : G@®) =c(j*d—a) "' b. (2.21)

ou s=jw, ®=w% avec j = el et j? = —1, et la fonction G* est la fonction transposée
conjuguée de la fonction de transfert (2.21)

G*@) =b(j w-—a)c.
Nous définissons la fonction ¢ qui est le produit entre les deux fonctions G et G*
(@) =G(®)G" (@),
=c(j*®-a) ' o-a) ¢
qui est aussi le complément de Schur de la matrice Sy

-

0 jw—alc
Se@=| j*@-a -b*> |0
—c 0 |0

Il est bien connu que la matrice parahérmitienne peut étre transformée sous des trans-
formations de matrices de rangées et de colonnes qui laissent la réalisation d’état-espace
du systeme {a, b, ¢, o} invariant [14, 39]. Par conséquent, la matrice S¢(®) peut étre trans-
formé a la matrice suivante

0 fa(b—a c
Sp@=| j@-a f pc |,
—c —cp | 0

f=(@-ap+p( ®-a) - b,
avec, p est la solution de I'’équation f =0, qui est donnée par
b2

p:(jaﬁ“)m—zd’

0 j @—a c
‘0 —a cb
S (@) = J 2(cos (%) ® - a)
. ~ ch?® 0
2(cos (%) d—a)
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Dans ce cas, le complément de Schur de Sg peut étre écrit comme

0 (j“(b—a)‘l)( c)

@) =(c cp) ((—,0( pe

j®-—a)t 0

selon certains calculs, la formule de la fonction ¢ est rédigé sous la forme suivante

- 5 1 1
b@=cp — + .

j —a J%-a
D’apres quelques simplifications, nous trouvons I'expression de la fonction ¢
c? b?

2jasin(%)

1 1

b@) =

~ _an ; ~ an 5
O—-ae 2! @®—aezl
Ainsi, la /- norme de la fonction de transfert G est

1 +00 ..
IGIZ, =5 f GG jw)dw,

1 too 4 L
= o« Pp(@) do,

_(XJT 0
CZbZ +00 1 1] .. +00 1 1
S —— wa d(,l)— T on - wa d(l) .
0 Ow—ae 2/ 0 w—aez/

- . . (XT[
27 jaasin(4)
Pour % < a < 2avec a # 1, nous utiliserons la transformée de Mellin [8], qui ont été pré-
sentées dans le premier chapitre, alors, la ||G||2(;,L02 est égal a

( u (-a)é—le(%—%a)f)_(_“

sin(7)

22
9 c“b
IGll %, =— o)

27 jaosin (&

c? b? 2jn 1 T
= ) ( (—a)«""cos (Ea)),

2mjaa sin (%) | sin (%)

b2 (—a)a 2 cot (go()

(xsin(g)

Le théoreme (2.2) est prouvé. m
Lexpression (2.22) peut étre facilement calculé pour a = 1, et, nous obtenons

2p2 [ o+

cb o0 1 1 _
IGII%, =— — f | 4O

2jma | Jo ®—ae 2/ @®—aez]

c2p? [ ' T 1 1 _
=—— lim f — — — | d®
2jna |[t=+ol\Jo \®-ae 2/ ®-—ae?j

: ) T
c2bh? ) ®—ae 2/

=— — lim |In — ,
2jma |t—+oo o—aez’ |/,
c?b?
2a
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4. CONCLUSION

En outre, la méme technique peut étre appliquée a toute fonction de transfert repré-
sentée par un systéeme linéaire différentiel régulier écrit dans un espace d’état comme

x(t) =Ax(t) + Bu(r),
{x() x(1) +Bu(t) .23

y(1) =Cx(1),

ou x € RY est le vecteur d’état, u € R est le vecteur d’entrée, y € R” est le vecteur de sortie
et AeR9*9 BeR9*™, et C € RP*9avec une condition initiale nulle.

Dans ce cas, la #-norme de la fonction de transfert G(s) = C(sI; —A) "' B, avec la
réalisation généralisée de ’espace d’état {A, B, C} et det(sI - A) #0, et pour s € C, est

2 T
1G1l%, =tr(CPC").
La matrice P est la solution de I"’équation de Lyapounov

AP +PAT +BBT =0,

oi1, AT, BT et CT sont respectivement la transposition des matrices A, B et C.

4 Conclusion

Ce chapitre est traité une méthode approche pour le calcul de la norme % de la fonc-
tion de transfert d’ordre fractionnaire basés sur la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
pour % < a < 2. Laméthode consiste a utiliser la réalisation de I'espace d’état et la matrice
parahermitienne et elle est basée sur l'utilisation de matrices de transformation satisfai-
sant certaines conditions. Pour montrer I'efficacité de la méthode présentée, nous avons

proposé des exemples numériques, comme indiqué dans le troisieme chapitre.
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Chapitre 3

Applications Numériques

1 Introduction

Ce chapitre est consacré ’application numérique sur les systémes ordinaire et les sys-
temes d’ordre fractionnaire pour calculer la norme %, en utilisant les méthodes présen-
tée dans le deuxieme chapitre.

2 Systéme dynamique ordinaire

Considérons la représentation d’état d'un oscillateur amorti forcé

{x(t) =Ax(t) +Bu(1) 3.1)

y() =Cx(1)

R 0 1 0
ou A= w3 —2mw0x(t))’ B_(kwg) et C=(1 0),
sa fonction de transfert donnée par :

]C 2
G(s) = Yo

$2+2smwg + W}
La norme /% de la fonction de transfert G est donnée par
2 T
1GI1%, =tr(CPC'),
avec, la matrice P est la solution de I'’équation de Lyapunov
AP +PAT + BB =0,

P11 P2

tel que, P =
q (le )

) Alors,

Py1 + P12 Py wi p11 —2mwoPr2

AP +PAT +BB' =
(—WOP11 —2mwyP1 +P + Py —w(z)Plg - w(2)P21 —4dmuwyPyo + ]C2 wg

En résolvant les équations, on obtient
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3. SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE FRACTIONNAIRE

D’apreés quelque manipulation algébrique, nous trouvons

IGl%, = cPC
ksz
- 0 1
= (1 0) ( im kzwg) (0)
0 4am
_ k'2 Wy
 4m

3 Systeme dynamique d’ordre fractionnaire

soit le systeme dynamique d’ordre fractionnaire :

(04 — _
{D x(1) =—x()+ u( 52)

ya  =x(0)
En appliquant la transformation de Laplace, nous obtenons la fonction de transfert asso-
cier au systeme (3.2)
G(9)=(s"+1)7!, <a<2 seC.
La norme /%, du Systeme dynamique fractionnaire (3.2) satisfait les conditions du théo-

reme (2.1) est donnée par la formule suivante :

L cot(om) sil<a<2era#l
—_— — — 1 —_
asin (Z) 2 2
||G||§£2= *

5 sia=1
4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons examiné I'application numérique qui montre la per-

formances de la méthode présentée. Nous avons évalué la norme .#% pour un systeme
dynamique ordinaire et un systeme dynamique d’ordre fractionnaire.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté I'application de la fonction de transfert d’ordre
fractionnaire dans le but de calculer I'énergie de la réponse impulsionnelle.
Nous avons introduites les outils du calcul fractionnaire, notamment les fonctions d’Eu-
ler, les transformations intégrales de Mellin et de Laplace, et le complément de Schur.
Ensuite, nous avons rappelé les systemes dynamiques, les fonction de transfert d’ordre
fractionnaire et la norme /5, et la présentation de la méthode approchée pour calculer
la norme ./ pour une fonction de transfert d’ordre fractionnaire a été ensuite considéré.

Lefficacité de la méthode présentée a été examiné a travers des exemples numériques.
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